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LB_OHUSLAVA HANKOVA

. JEDEN ZPUSOB SUMACE DIVERGENTNIOH RAD

Otéizka, &emu se rovni soudet (divergentni fady, byla problémem matematiki jiZ
XVIL a XVIIL stol. (Leibnitz, Bernoulli, D’Aléembert, Lagrange). Euler, ktery byvé
poklidén za zakladatele setftani divergentnich fad, prvni pochopil, Ze otézka je poloZena
nesprivné, e je tfeba se ptit ne ,,emu se rovni“, ale ,jak ur&it“ soudet dlvcrgentni
fady. Ve svém dopisu Goldbachovi (7. 8. 1754) pﬁe »Celd potiZ leX{ v nézvu ,,30u
JestliZe souttem fady rozumime, jak se to obyée)né del4, vysledek sloZeni viech )e)ich
&lent, pak neni pochyb, Ze soudet dostaneme jen u téch nekonetnych fad, které jsou
konvergentni a daji vysledek tim bliZ¥f k néjakému uritému vyrazu, &m vice ¢lend
fady sklddédme.* Pﬁp1§me viak slovu souclet jiny vyznam Reknéme, Ze soudet né)aké
nekonetné fady je koncény 'vyraz, z jehoZ rozv0)e tato fada vznikd. (Suma cujusque
seriei est valor expressxoms illius finitae, ex cujus, evolutione illa series oritur.) Podle
tohoto Eulerova principu by viak mohla néjaké fada vzniknout ze dvou riznych vyrazi,
které by ji dévaly téZ rizné hodnoty. Na piiklad fada

141—141—4.... )
vzhikne, jestliZe polo¥ime x = 1, nejen z rozvoje vyrazu ‘

1 .
T+ % T—l—x+x + B3 4+—= .

Kery if dévé hodnotu —, alé.té% z rozvoje vjrazu
l+x4....4+xm1 - 1—xm
1+x+....4+2~  1—xn

pfi libovolnych m.a n, m < n, tak¥e pfi pouZiti Eulerova principu je moZno pfipsat

fadé (1) libovolny soudet % Vysvétleni tohoto paradoxu bylo dino jiZ Lagrangem.

Rada (2), zkouman4 jako mocninné fada, mé mezery. Tak na pHklad pfim =2, n =3
tato fada m4 tvar \

140-x—1-234+1-2340-22—1-25+4....

—l—gm gyt Lt (2)

Eulertv princip pfipisuje zde soudet —i— ne fad¢ 1—1+4+1—1+4+—...., ale

fade 1 +0—1+1+4+0—1+4...., a nenf apriorni pfiiny, pro¢ olekévat, Ze tyto
'fady budou mit stejné soucty. Eulerovo tvrzeni je sprévné v tom smyslu, 2e konvergentni
mocninn4 fada skutedné mie vzniknout jen z jedné funkce. Obecné viak na pf. fada (1)
‘'muiZe povstat z riznych analytickych vyrazi, a tedy i nabyvat riznych hodnot.

Po kritickém pfezkoumén{ zikladd analysy v prvni polovin& XIX. stol. byly divergentni
fady opomijeny. Cauchy a Abel jasné zformuylovali pojem konvergence a odmitli viechny
divergentni fady. Cauchy napsal v ,,Pfedmluve“ ke své Analyse algébraique (1821):
5] ai été forcé d’admettre diverses propositions qui parditront peut-étre un peu dures;
par exemple qu’une série divergente n’a pas de somme. . .* Divergentni fady mély
vidy své protivniky (D’Alembert, Laplace, v poslednich letech i Lagrange) apo Cauchym
se zdilo, Ze oposice dosihla vithstvi.
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Soucasna theorie sumace dlvergentnich fad se zacala rychle rozvijet teprve na konci
XIX. a na zacatku XX. stol. K rozvoji pfispélo objeveni souvislosti této theorie s jinymi
matematickymi disciplinami. Cesaro (1880) uvedl svoje methody scitini ve spojeni
. s otdzkou nisobeni fad, Borel (1895—1901) se zkouminim analytického prodlouzeni

funkci, Fejér s theorii fad Fouriera. Také methody Bernsteina-Rogozinského lze uZit
v theorii fad Fouriera, methoda Mittag-Lefflera m4 vyznam v theorii analytického
" pokraCovani funkci. Riemannova methoda, kterq téZ vznikla pod vlivem Fourierovych
fad, se uplatfiuje v obecné theorii trigonometrickych fad. Césarova methoda mi také
vyznamné uZiti'v theorii Dirichletov;"ch fad a rovnéZ s jeji pomoci lze podat kratky
diikaz Weierstrassovy véty o aproximaci spojitych funkci polynomy. Uk4zalo se velmi
uZite¢né opustit klasickou deﬁmcx Cauchyovu a definovat soucet nekonené fady mnohem
Sife.

Pn)méme deﬁmc1 ]esthie symbolu E an je néjakym zptisobem (P) d4n smysl a hod-
nota s, fekneme, Ze fada 2 an je (P) — scitatelnd, Cislo s nazveme (P)-souétem

a pieme E an = s(P). JestliZe zptsob (P) iterujeme k-krat, pnplsujcme k ]ako index

a mluvime g (Py)-scitatelnosti.
Pii tvofeni novych pravidel sumace pozadu)eme spinénf alespol téchto tff podminek:
1. Podminka permanence: lim s, = s implikuje Lim s, = s(P), to zn. kaZdy nowy
n—>cw : n—»x .
zplsob sumace pfifazuje nekonecné fadé, konvergentni v klasickém smyslu, jeji soucet.
2. Musi existovat alespofl jedna v klasickém smyslu divergentni fada, kteri podle
nového zpusobu konverguje.

3. Dva rizné sumadni zpisoby si nesmi vzijemné odporovat. Jesthie néjaka fada
E an je soulasné stitatelnd methodou (P) i (Q), musi byt 2 an = s(P) = s(Q).

Obycejné jest¢ poZadujeme, aby zistala zachovina -elementirni pravidla poditini
s konvergentnimi posloupnostmi, jako secitini a odeéitini ¢len po ¢lenu dvou posloup-
nosti, pfiitini a ndsobeni konstantou, zdkon distributivni, zikon semi-asociativity,
atd. Tyto a podobné podminky nemusi byt vSechny spin¥ny, ale &m vice jich v sob&
nové pojeti konvergence zahrnuje, tim ho poklidime za uZite¢n&j$i. UZite¢nost method
sumace d1vcrgentnich fad spotivé jednak v tom, Ze dévaji smysl mnoha divergentnim
fadam, které pfi klasickém pojmu konvergence musely byt opomijeny, a v tom, Ze
zjednodusSuji odpovédJ na razné oté.zky které pfi vyZadovani konvergence jsou dosti
slozité.

Spolecné zékladni myslenka nejzndméjiich method, t. j. methody Héldera [oznatu-
jeme ji jako (H)-scitatelnost], Cesard (C), Abela (4) a Borela (B) je ta, Ze ¢lentim fady

an jsou pfid€lovany rizné koeficienty, které &ni fadu konvergentni ve starém

smyslu, které viak s rostoucim poltem &lenti fady stoupaji k ]edné Tak na pf. pfi
(H)- nebo (C)-s¢itatelnosti

So+si+.e..+sa n+t1l n n—1 . " Qn

Sn = A rl il T ariatapiete Tty T
n
_“‘”L( +1>“l+( +1)a2+ ( n+1)“"

Zde jasné vidime, jak jednotlivé ¢leny fady rostou stile silng&ji ke své plné hodnoté
s rostoucim 7. PH (4)-stitatelnosti jsou to faktory x", které sniZujf vliv vzdélenych
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&lenu fady, ponévadz x < 1, které viak nechéva)i tento vliv stile vzrdstat, kdyzx — 1. Ta-
ké Borelova methoda se d4 tak interpretovat, jenZe pfi ni vystupuji &istecné soulty
a nikoli ¢leny rady.

Jednou z mén& znimych sumac':nich method je methoda momentovd. Momenty
nazyvéme lisla, ktera se daji vy]édht ve tvaru

= f (5 d, (e

kde & = h(x) je ohraniCend rostouci funkce maiicf tu vlastnost, Ze Stieltjesiv integrél
(3) konverguje pro viechna »n. JestliZe f,(x) = x", jde o momenty na pf. rozloZeni massy
nebo elektrického mnoZstvi, jak jsou definovény ve fysice."

Oznatme £ dolni hranici &sel x, ~pr6 néz f dh = 0. je téciy

[dh 0; fdh>0 pro x < §.
)
Jestlize £ je kone¢né, je
&0

pn= [ x"dh= | xndh+[h(§ + 0)—h(§—0)]é
J===] w

V tomto piipad¢ pfedpoklidime o funkci A, Ze je spojitd v bodé &. Kdyby totiz & (£ 4 0) —
— k(£ —0) =D >0, methoda by se stala trivialni, t.j. seéitala by jen konvergentni
fady. [GOOD, JLMS, 21 (1946), 110—118]
Necht :
an . '
| | (x) 2 n xn, : 4)
Integrovani ¢len po ¢lenu dé
N ,
E ! @n E T
fa(x)dh— ';;.fx”dh—- an.

PiSeme 2 an = s (un), jestlize

x
I) £ = oo, fada (4) konverguje pro viechna x a lim | a(®dr=s,

1) §<oo,h($ +0)—h(5—0)—0 fada (4) konvergu;e pro 0<x<fa
&0 x
- ‘ fa(x)dh=_ fim a(x)dh =s.

X—>é—<o0,
0

Tato methoda spliiuje viechny tfi zdkladni podminky pro methody sumace dlvergent-
nich fad. [GOOD, JLMS, 19 (1944), 141—144.]
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.y ro 1 1
Jestlize £ =1 a h(x) = {f gro :;1, pak un = Py a'formule pro stanoveni
=
souctu fady ma tvar ' :
1—e

| Jm {2(n+1)a,.xn}dx=s.

0

V tomto piipad€ vyjidfeni souttu fady je shodné s vyjédfenim souctu fady Abelovou
methodou, kterd pfifazuje fadé E an souet s, jestlize polomér konvergence fady

| Za,fxn je }iakdyi;—lir?_o(Zanx"):s.

Utvofme funkci % (x), kterd spliiuje pfedpoklady obdobné pravé vyslovenym po-
Zadavkum, t. j. necht existuji &fsla a, B, <<-co takovi, Ze
h(x)=0 pro x < o,
h(x)=1  pro x> p,
k (x) =+ konst pro x € <a, f§).

Tuto funkci definujme takto:
[ n .
K dané fad¢ E an, utvoime posloupnost ¢isteénych soudtd s, = Z av. Necht

V=0

funkce 7, (x) znadf polet hromadnych bodidl posloupnosti {sa}, které jsou < x. Polozme

h(x)= lim <) Plati zfejm¥ nerovnosti 0< h(x) <1 pro — oo < x < oo.
n—»r e

Pritom jestliZe x; << x5 je (%) <7 (xy) a tedy i A(xy) < A(xp). JestliZe tato
funkce % (x) pro danou fadu E an existuje, plati

X 2
m [ (= 3 )
lim — = lim da Sn = ). 5
n—>wo N X—>pf—o0. * (x)’ " pomrs . ( )
Diikaz: ,
Rozdélme interval (&, > na m &sti: & = xp < x; <...<< %m = f. Z definice funkci
7n (x) a souctd S, plyne

¥ (%1) —a (%) % Vn (%2) — ¥ (x1) Vn (¥m) — ¥ (¥m—1) < f}_
n

n S on

X +

+ .o+ Xm—m
n

Sh v (%) —Va (%) ¥ (Xg) —Vn (%) ¥ (%m) —¥n (¥m—1)
Ty T gy SR L i . v
Jestlize n — o, je

m—1 m—1

D wl )= < lim 25 Y s I oo — B (sl

n
i=0 i=0

Pro A = max (x;.+; — x;) = 0 se vyrazy na pravé i levé stran€ nerovnosti blizi k inte-

grilu Stieltjesa

.
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8

f xdh (x). / (6)

H a
Tedy divergentnim fadém, kterym lze piifadit jakysi soutet Holderovou iterovanou
methodou, 1ze podle rovnosti (5) pfifadit tyZ soudet integrilem (6). Z rovnosti (5) téZ

plyne, %e sumatni methoda, vyjidfend integrilem (6), spliuje poiadavky, kladené na
sumaéni methody.

Uvedme jako piiklad i‘ady

PHklad 1.
1 1 -1 1 -1 1 1 1 1 1 .
1—7--_—7—}-?—}-_—3—4-?—-4——2'—?—2-4-?-]- .....
Pro tuto fadu
0 pro x<0 s X i
h(x)={x pro x € {0,1), lim —'f-= lim fxdx=-§-,
lpro'xgl. ’ n—»® X—)l—oo
Pi¥iklad 2.
%+cosa+cos2a+...+cosna+... H 0<¢<%.
0 pro x<—1 '
k(x) = "_“_‘?” pro x € ( — L,1).
1 prox>1 '
. n :
1 | _ cosmt—cos(n+1)¢
Plati 2 +v=§1 cosvi = 2 —cos?) .
. . Sa l1—cosna
Proto lim — = lim ———————— =0, a také
n—>w n . n—>»ce 271(1—008“)
X : X , .
lim ()= lm x("_—_ﬂ@ﬂ) dx = 0.
X—>1—0. 0 X—=>1—0 J n

Viimn&me si souvislosti mezi na¥{ zavedenou funkci A (x) a mtegré}ni funkci rozkladu,
a integrélem (6) a matematickou nad&ji v podtu pmvdépodobnosu

RozloZeni pravdipodobnosti ndhodné velitingy X mi¥eme chnraktmsovat tak, Ze
urdime pravdépodobnost toho, Z¢ X je meni{ neZ n¥jaké konetné Hslo x. Jestlize X
je nihodn4 velitina diskretntho typu; kters nabyvé hodnot x, 8 ‘pravdépodobnosti 2,,

pak P{X < x} = 2 D JathieX;egpo;méhotyp_u,pak A

Xy LK x

|

P{X<x}=ff(t)dt;
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Funkci f(x) = A v P{x X< x+ 4x} nazyvime hustotou pravdépodobnosu
x>0

Veli¢ina P{X < x} se nazjva integrilni rozloZeni pravdépodobnosti nebo mtegré.lni
funkce rozkladu a oznatuje se F (x). M4 tyto vlastnosti: F (— ) =0, F (4 o) =1,
je neklesajicf pro x z(— 0, ©) a naby’vé hodnot, které tvofi interval < 0,1 >. V interva-
léch, jejichZ hodnot X nemiZe nabyvat, j je F (x) = konst. Vidime, Ze mtegrélni funkce
rozkladu F (x) m4 tyté? vlastnosti jako naSe funkce £ (x).

Matematickd nadéje (stfedni hodnota) ndhodné veli¢éiny X je definovina takto: Ve-
li¢ina X byla méfena n-krdt. V m, pfipadech se rovnala x,, v m, pfipadech x,, atd.,
v my piipadech xx, pfi ¢emZ m; + my + . ... + mx = n. Stfedni hodnotou vysledki
méfeni je veli¢ina .
. K
X — xim1+x2ma+...+xxm1<=2xv m, )

n

v=1
Matematickou nadéji M (X) je tedy v pfipadé¢ X-nihodné velitiny diskretniho typu
soucet viech jejich moZnych hodnot, nisobenych pfislusnou pravdépodobnosti:

M(X) = 2 %, Py

Jestlize X-nahodn4 veli¢ina'je spojitého typu, matematickd nadéje

+ @ + @
M(X)=fxf(x)dx= fxdF(x).

MizZe-li nﬂhodné velitina X padnout jen do intervalu <o, f >, je F (x) = konst pro
viechna x, ktefd do tohoto intervalu nepatfi, tedy pro tato xje M(X)=0, takie je

moZno psit M (X) = f x dF (x).

Vidime tedy, Z¢ moment prvnfho fddu je soutasn¢ matematickd nad&je. Proto pfi-
fadili-li jsme na pf. fadé v 1. pfikladu jako soudet Cislo % integrilem (6), na zdklad&

ptibuznosti funkci 4 (x) a F (x) lze Hci, Ze soudet této fady je roven Li na zékladé

2
pravdépodobnosti.

Kdysi se k ,,ptavdépodobnostl“ oviem ne v té pevné formé dnes vybudované theorie
pravdépodobnosn, utikali i matematikové 17. a 18, stoletl. V diskusi kolem divergentn{
fady (1) mezi bratry Bernoulli a Leibnitzem byl Leibnitz jiz na cest€ k jednomu z dnes
ptijatych uréeni selitini divergentnich fad, ale otdzku zatemnil metafysikou. Rad& (1)

ptifazuje soucetA% na zékladé pravdépodobnosti, i kdy? sim #ké: ,, Tento zpiisob

argumentace, i kdyi se zd4 spiSe metafysick\j, neZ matenmtickfr, je pfesto velmi nadé&jny.*
Zd4 se, ze mél i v tom pravdu. Oviem pfi nasi odvozené souvislosti jsou na funkci
h (x) Kladeny silné pozadavky (anulovéni pfiristku funkce mimo pevny interval),
které spliuj€ jen mélo divergentnich fad. Prav€ pro radu, o kterou Leibnitzovi $lo,
funkce % (x) nevyhovuje tfetimu poZadavku, ktery jsme pfi jeji konstrukci na ni kladli,

~t.j. pro x € <0,1) h(x)= —;— = konst. Proto matematickd nadéje
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1

: f»x;‘lh,(x)-=0# —;—,, .

0

s

kterou této fadé pi‘ifazuii jako jeji soudet vSechny sumaéni methody, efektivni pro tuto
fadu. Neefektivnost i obecné momentové methody pro tuto fadu nds nemusi zariZet,
protoZe i jiné, velmi uZitetné methody, na pf. methoda, urlend celistvymi funkcemi, -
jsou pro tuto ¥adu také neefektivnf. To ndm té% potvrzuje obecn& platny prmcxp, Ze .
ostrosti methody ubyva pfi vzristu jeji sily, tedy Ze: silné methody, které jsou pfizpt~
sobeny k sumaci rychle dlvergu)idch ‘fad, mohou sethat pfed dlvergentniml radaml
mnohem slabsiho typu. .

Vratme se je$t¢ k momentim v podtu pravdépodobnosu Jestlize budeme pfedpokla-
dat, Ze, hodnoty nihodné velitiny X, velké co do absolutni hodnoty, jsoy méalo pravdé- '
podobné, t. j. hustota pravd&podobnosti, definované funkdf f (x), se asymptoticky bliz
k ose x, vidime, %e na stfedni velitinu M (X) i &tverec stfednf velitiny M (X?2) body
Kfivky f (x) budou mit tim men3i vliv, ¥im déle budou od poditku. Tedy M (X) a M (X?)
jsou jakousi hrubou charakteristikou nidhodné. velidiny, Presnéu charakterisuji nﬂhodnou
veli¢inu X matematické nadéje vy$Sich stupia, M (X"), t. j. momenty adu’ n-tého.
Lze tedy olekévat i na zéklad& pravdépodobnosn, e né&jak4 divergentni fada bude mit
za soudet &slo s, které ji jako soudet pfifadf i obecné momentové methoda
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