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M. PISL

KRIVKY V GAUSSOVE ROVINE

(Katedra matématiky elektrotechnické fakulty CVUT, Praha)

V posledni dobé nabyvd stdle vétsiho vyznamu theorie funkci komplexni proménné v tech-
nickych aplikacich. Tak na pfiklad nékteré praktické problémy v elektrotechnice piimo
vyZaduji grafickych Feleni, provddénych v rovind komplexnich &sely-jes jsou prehlednd,
ndzornd a &asto 1 podstatné jednodussi ne¥ numericky vypolet. V elektrotechnické literature
se pfitom zpravidla pouivd parametrického vyjddfent rovnic zobrazovanych kiivek. Vznikd
tak nutnost vypracovat novy apardt, jiny, nes je obvykld analytickd geometrie. PiedloZend
prdce je pokusem o vypracovdni takového apardtu, ktery by byl pokud mo#no jednoduchy
a pfitom vhodny pro feSeni praktickych otdzek, na priklad otdzek souvisicich s linedrnimi
elektrickymi obvody s proménmymi parametry, s konstrukci frekveninich charakteristik,
s konstrukct kruhovych diagrami v theorii elektrickych strojil, se studiem praktickych otdzek
konformniho zobrazeni a j. Apardtu lze vyhodné pousit i ke studiu &sté geometrickych
otdzek. -

Snaili jsme se dusledné vyhnout se prechodu ke slofkdm komplexnich &isel na rozdil
od dosavadnich method, které i pii pousiti symbolického komplexniho zdpisu pFechdzefé
ke slozkdm, jakmile jde o numericky vypolet. Ukazuje se, ¥e vhodnd volba soufadnicového

" systému umofriufe i u nelinedrnich ttvard, kieré Lini nejvétsi potife pFi parametrickém
vyjadfovdni rovnic éar, spinit vyslovené poZadavky.

U linedrnich titvard stali v podstaté formdint zdpis v komplexni symbolice. Proto také
budeme zejména zde utivar viité vektorové terminologie. Zdrovesi zde i v dalsim budeme
prendSet bex dikazu nékterd tvrzeni, kterd plati v oboru redinych &isel a opiraji se o fakt,
Ze obor redlnych &isel tvofi téleso, na obor &isel komplexnich, kterd, jak zndmo, také tvoii
téleso. Dukazy platnosti téchto, ostatné nepiilis Eetnych, tvrzeni padaji zcela mimo ramec

_tohoto &ldnku. V Eldnku ddle piedpoklddime a bez ditkazu uvddime zdkladni vlastnosti
komplexnich &sel a nékterych vét theorie funkct komplexni proménné.

Pro snaz¥i sezndmeni s methodou nebudeme v proni Edsti prdce postupovat axiomaticky,
ale budeme vychdzet z ndzoru a ze zndmych vlastnosti komplexnich &sel. V druhé &asti,
pfed obecnou theorit kuseloselek, bude zvolemy soutadnicovy systém ponékud podrobnéji
vyloen a tam také prejdeme k axiomatickému zpisobu vykladu. V nékterém dalsim Eldnku
se vrdtime k této methodé, k rozboru kfivek vyilich stuprid a k otdzkdm jejiho pousiti
zejména v elektrotechnice. M. P.

1. GvOD

1.1 Komplexni &isla

Predpoklidédme, e &tendf je seznimen se zékladnimi vlastnostmi komplexnich &sel
a proto jen struéné uvedeme nejdileZitjsi z nich.
Kazdé komplexni &slo z 7% 0 lze psit ve tvaru

z=x4jy=0(cosp +jsing) =|z|e?;
2=0¢=x=0,y=0.
Cislo komplexn& sdru¥ené k &slu z znadime 2, pfi &em plati
F=x—ijy = o (cos p—jsing) = |z "
2:2=0¢=2=2=0¢Rez=Imz=0.

Je zfejmé, Ze :
z+z=2Rez=2x, 2—2=2jImz=2jy. -

Tvrzeni z = Z plati prévé tehdy, je-li z =k a z = — z prévé tehdy, je-li z = kj,
kde % je libovolné redlné ¢&islo.
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Pro &sla komplexnd sdruZen4 plati?)
2| = |2| = yzz,
argz = —argz pro —a<argz <,
argz = arg 2 pro argz =m,
a déle :
Btz = 51 + 25 (ﬁ) = g (29 7 0), : | /
. 2/ 2
(z2 z) =22 (3)=2.
O soutinu a podflu komplexnich &fsel je znémo, Ze

5 = || 00 (3] 9% = |33 [zg] Sonte,

2 2| ein z

z_:= }Z:Iei%‘ %zlil e (70
z z|el? . ‘

1.2 Geometrick4 interpretace komplexniéh ¢sel

Je znimo, Ze kaZdému komplexnimu dislu 2 = x + jy lze vzijemné jednoznaéné
pfifadit body roviny. Bod je pak uréen uspoiddanou dvojict reﬂnych Cisel x a y, kterd
nazyvime jeho kartézskymi soufadnicemi. ProtoZe kaZdy bod roviny tvofi s potitkem
soufadnicového systému uspo¥idanou dvejici bodti, mluvime také ‘o vektoru, ktery je
pfifazen této dvojici. V nalich Gvahich budeme v tomto smyslu.mluvit o bodu z. Po-
drobnéji se k soufadnicovému systému, ve kterém pracujeme, vritime v odst 5.

Pro transformaci posunutim resp. otodenim pak plati:

a) posunuti (obr. 1) b) oto&en{ (obr. 2)

z=w+zl,  z=w 9,
w=z—2z, w=2z ¢,
A
|(W)
I
!
(2) | D
| _AIZ)F
I N (w) » :
! N iZzi=lwl -
_____ o . 7
g - == ’
Z |
1
z, |
obr. 1 ' ' Obr. 2

1) Zde i v dalim symbolem arg 5 rozumime hlavni hodnotu funkge Arg 2, t. j.— 7 < arg 2 < n @

5 .



kde 2z je bod v soustavé pivodni, w bod v soustavé transformované z; novy politek
a thel ¢ je thel otocend.

1.3 Uhel dvou sméri

‘Pro'ﬁhel @ dvou sméril ¢, a @, urlenych argumenty komplexnich &sel 2, £ 0 a 2,20
‘(v tomto pofadi) plati

¢ = ¢2_¢1 .
Je pak
ei?: . S a e = 23 ,
|2 |2
a tedy ' '
o9 = oo — Z2" 15|
, 2" |z
Odtud plyne
ei"=cos(p+jsin¢=fi. % -
2 29 ’
j y ) E, zl
—ie — — _ %,
e cosp —jsing = T

Settenim a odettenim dostivime

_ 1l z-znt2-z .
Ccos @ 2 'zll'lznl ’ . (l)
. . l zl za"—sl
me= 2j . 'zll I"z| ' @

‘Ze vzorce (1) resp. (2) plynou nutné a postatujici podminky pro kolmost resp. kolmeér—
nost dvou smérd, uréenych argumenty komplexnich &isel 2, 7= 0, 2, 7= 0

. 2zt 2 =03 =Ckjz (1,1)
resp.
El *8y— 2 Ez = 0 (== 2 = kz,. (2,1)
A
2. PRIMKA

2.1 Rovnice p¥imky prochézejici bodem z, rovnobé#n& se smérem urfenym
argumentem komplexniho &isla o = 0

Ztejmé pravé jen pro body =z, leZici na pfimce (obr. 3), je “smér uréeny arguxﬁentem
komplexniho ¢&fsla 2 — 2z, kolinedrni se smérem, urcenym argumentem komplexnfho
&sla a. Av§ak ‘potom podle (2,1) plati

z—z =ka,
a tedy také .
z—z =ka.
Po eliminaci redlné konstanty % z obou rovnic dostivame
alz—z)—alz—z)=0. 3)

Viechny body, které splituji vztah (3), leZi na pfimce (v obraze na pfimce a) anaopak,
jak plyne ze vztahu (2,1). Budeme proto rovmc1 (3) nazyvat rovnici pfimky, uréené bo-
dem a smérem.
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Pro 2z, = 0 dostivime rovnici pfimky jdouci po&itkem ve tvaru

Zz—az=0, (3s1)
Pro & = a resp. @ = — a je rovnice
. . z—z=0 _ (3,2)
rovnici redlné osy x, a rovnice .
: z4+2=0 (3,3)

rovnici imagindrni osy y.

2.2 Rovnice pFimky urtené dvéma ruznymi body

Pfimka a necht je dina body 2, a z, (2, % 2,) (obr. ). Argument komplexniho &sla
2y — 2z, uruje jeji smér. Pro body primky a pak podle odst. 2.1 plati

z—zl =k(z’—zl),
2—z=k(z—2).
Po vyloudeni redlné konstanty & dostivime

22_2

' z—zl=_—.l—(§—5'1), . . (4)
. \ Z— 2 .
nebo v jiné dpravé : - '
- 2z, 2z 1
Z, %, 1|=0. 4,1)
2y 29 1

‘Pozniamka: Je-li 2 bodem pfimky uréené dvéma body 2, a z,, pak také plat
. z2—2 = A(z— 2y),
odkud .
zl - 2 22
1—2 > -
kde redlna konstanta 4 7 1 je t. zv. délicf pomér libovolného bodu piimky a vzigledem
k bodim 2, a 2, jako zdkladnim (obr. 5). :

g =

42

2.3 P¥imka uréend bodem a normdilou

Piimka a necht je d4na bodem z,, a normélou (obr. 6) jejiZ smér je uréen argumentem
¥omplexnfho &sla f 7= 0. Sméry uréené argumenty komplexnich &sel 2 — z; a § jsou

(z) a




kolmé pravé tehdy, je-li 2 bodem pfimky a naopak podle vztahu (1,1). Rovnice piimky

a tedy zni _
B(z—=2z)+ f(z—z)=0. )

2.4 Obecna rovnice pFfimky
Rovnice (3), (4) a (5) Ize vZdy pfevést na tvar

Bz +pz+C=0, - ®

(kde B je komplexni a C redlné {islo), ktery budeme nazyvat obecnou rovnici pfimky.
Zbyva ukizat, Ze geometrické misto bodd, splnujicich rovnici_(6), je pfimka.

Bod 2, = 26‘;; = 261; spliiuje rovnici (6). Stanovime-li rovnici pfimky, ur-
- &né bodem 2z, a norméilou f, dostaneme rovnici (6). '

Bod 2z, je patou kolmice spu$téné z pocétku na pfimku. Komplexni &slo f urduje
smér normily pfimky (6). Geometricky vyznam konstanty C vyplyne z vy§etrovénf
vzdélenosti bodu od pifimky. :

2.5 Vzdélenost bodu od p¥imky
Je d4n bod 2, a pfimka a o rovnici Bz + Bz + C = 0 (obr. 7). Pak vzdélenost d bodu
2; od pfimky a je '

= |z — z1v|,
kde z, je pata kolmice spudténé z bodu 2, na pfimku a. Sméry uréené argumenty kom-
plexnich &sel z, — 2, a f§ jsou kolinedrni, plati tedy podle (2,1)

Zo-"zl =kﬂ,
= |k B|. :
Reilnou konstantu k stanovime z podminky Ze 2z, je bodem pfimky a. Je tedy’
ﬂzo+ﬂ§o+0=ﬂ(kﬂ+zl)+:8(klg+zl) + C=2kﬁﬂ +ﬁzl +pBz+C=0,

-

takZe miZeme psit

odkul® _
k=__]_'_ ﬁz1+ﬂ_’?1+c
2 BB
Pro vzdilenost d dostivime a _
+ B3, +C| o
< 4= Bz, + B2 +C|, '
2 6] . ™
Je-li- 2, = 0, dostivime pro vzdéilenost :
pfimky od pocitku jvzorec ’ (2)
_ _IC|
\do — W’ (7’1) 2-2,
odkud pro |B| = 1 vyplyvd geometricky
~ vyznam konstanty C.
0aA<t T A0 A¢ <A
' z, A= z, _ i
Obr. 5 Obr. 6



2.6 Body osov& soum&rné pocile dané pF¥imky

Je dén bod 2, 3 piimka a o rovnici § z + f z + C = 0 (obr. 8). Stanovxtbodz,osové
soumérny k bodu 2, podle ptimky a. Bude platit

23— 2 =3 —2z =kp,
kde z, je pata kolmice spusténé z bodu 2; na pfimku a. Odtud plyne
2, =2, +2kB.
Uvﬁime—li, Ze 2z, je rbodem piimky a, Ze tedy plati
ﬁzo+ﬂ§o+c?ﬁ(zl +kB)+B# +kB)+C=2kFB+ Bz + 7 +C=0,
dostivime odtud pro zatim neurdenou konstantu % vztah '

k=.—-—-1— Bz +8z+C ,
2 BB o -
. takZe miZeme psit
L ﬂ+ \ ®)

Spadno bychom se piesvéddili, Ze kdyZ je splnén vztah (8), jsou body 2, a 2, osové
soumé&rné podle dané pfimky.
Nutni a postaéujici podminka, aby body 2; a 2, byly osov¢ soumérné podle pfimky

Bz+pz+C=0,je tedy
ﬁzn+ﬁzl+c=0<=>ﬂzl+ﬂ§z'+ 4+C=0. (8,1)

Z.f Dvé a vice p¥imek

2.71 Nutnd a postatujict podminka, aby ptimky %z +aZ +C=0, Bz +Fz+D =0
byly riiznob¥Zzné, resp. rovnob&iné resp. splyvaly, zni: pro hodnost / matice soustavy

ﬁ] a hodnost A+ matice roziifené [a, . g] plati A = h+ = 2 resp. h 7~ h* resp.
=ht =1

ﬂs ﬁ, . 3

Tvmni plyne z Frobemovy véty. * N
- 2.72 Stanovit rovnici pFimky a, prochdzejict prisettkem danych riznobések P, = ocl z+
—}-oclz—{—Cl—O P,_a,z+a,z+Cz——0 ,

(2) ,
. (@)

obr. 7 _ . Obr. &



Pfimka a nechf m4 rovnici az + @z + C = 0. Protoze mé prochézet priisetikem
primek P, a P,, musi mit soustava

2+ az +C =0, .
alz+a1§+01=0, (*)
a2 + %2 + C, =0,

jediné feSeni. K tomu ]c nutné a stadi (Frobeniova véta), aby hodnost / matice soustavy
(*) a hodnost A+ matice roziifené byly rovné 2. Odtud plyne, Ze existuji komplexni
konstanty »; a %, tak, Ze plati

@ = %; 0y + % &y
0 == % Gy + %y Gy,
C = x,C, + %, C,.

Ukézeme,.ze tyto konstanxy jsou redlné. Ze vztahu a = %, a; + %, &, plyne totiZ a =
=%, 0y + %3 &y a ve spojeni s dfivéj§im vztahem a = », a; + %, @, dostivime

(g — %) oty + (g — %) 2y = 0,
(g — %) &y + (g — %) 2y = 0,
odkud plyne #, = %; = k;, %3 = %, = ky, nebot podle predpokladu | *3| £ 0.™

gy Xg
Plati tedy

« =k oy + ky &y,
o =k a, + ky oy
: C=FkC,+kC,
a po dosazeni do rovnice pHmky dostavime
a=(kay+kyag)z+ (kyoy +kys) 2+ kG + k3 Cy =
= k1(°—513+“1§+01)+ka-(azz+“a§+cz)=0:
o jest symbolicky ’ .
. a=FhkP +kP,=0.
2.73 Svazek primek

Svazkem pfimek rozumime mnoimu primek prochézejicich danym bodem (t. zv.
stfedem svazku) nebo navzijem vesmés rovnobéZnych.
- Nutné a postatujici podminka aby tfi pfimky néleZely do svazku, zni: determinant
z koeficientt jejich rovnic je roven nule.

Diikaz véty zbyva provést jen pro pfipad rovnobéZek, nebot pro ruznobézky véta plati

podle odst. 2.71. N
Budte? tedy a;z + aiz+ Ci =0 (i =1,2,3) rovnice tif rovnob&iek. Pak podle
(2,1) plati &g = k3 ay, @y = Ry ax; a dile .
% %, Gy 1, 1, G ’
ko &ys by, Co | = oy @, | Ryy kyy Cp| = 0 (podminka nutnd).
ki by 2, G bk G|
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&1, &y Cl - .
Plati-li naopak |a,, a5, C,| =0, je kterdkoli fada line4rni kombinaci ostatnich, tak na pfi-
’ g, &gy Cy
Klad ay = ko, + Ry, co ve spojeni 's pi‘edpokladem oy = ko, divd a3 =k a,
a tedy viechny tfi pfimky jsou vzijemn¢ rovnobé&iné.

‘Poznidmka: Zvolime-li za t. zv. zdkladni pfimky P, =0 a P, = 0, pak rovnice
kP, + kP, = 0 vyjadiuje pro kaZdou dvojici k,, k, (s vyjimkou k, =k, = 0) pfimky,

jeZ néleZejl do svazku uréeného pfimkami P,, P,, které dostaneme volbou %, = 0, resp.
ky = 0. Pro k, 7% 0 lze rovnici svazku psit ve tvaru P, + kP, =0, kde k2 = %— je
. 1

t. zv. parametr.

2.74 Osy uhli doou riiznobéfek

Rovnice os 1hli danych riiznobéZek a; 2 + @iz + Ci = 0 (i = 1,2) znéji:

] 10: = (‘“sl o + I“;'“a)z + (|“2| % + |“1| ay) T + (|“2|Cl + '“1] Cy)=0.
Dikaz plyne z definice os Ghli a znimé geometrické vlastnosti parametru ve svazku.

Poznimka: V pfipadé dvou rovnobdZek z 2 + a2z + C; =0 (i = 1,2) dostivime

osu phsu o rovnici &z + @ + EL;L—C’ — 0. Druhy pfipad nemé smysl.

2.8 PFiklady
1. Stanovit obsah trojiihelnika o vrcholech z; (i = 1, 2, 3).

Provedme ne)prve transformaci posunutim. Za novy poéétck zvolme bod 2. Trans-
formac¢ni rovnice jsou w = 2 — 2,, tedy

wl—zl—‘ZS a ws-:za_za.'
Obsah trojihelnika je pak

P= ol |m- sing)

kde ¢ je uhel trojihelnfka pfi vrcholu 24, Podle vzorce (2) je pak

|- N ' ' | w, wy
P= e (w, w, — w, w,)| = abs. hodn. (4 w,, @, )
Po zpétné transformaci a tipravé dostivime

- 1 2, 2 1
P = abs. hodn. vy 2gy Zgy 1
’ 2y Zgy 1

2, 5, 1 i |

Poznémka: Pro | 5,, 25, 1| = 0 leZi body 2z; na jedné pfimce (viz odst. 2.2).
Za, Ea, l ) ' ’

. 2. Stanovit geometrické misto bodi, pro které plarf

|z — 2| = |z — ).
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Platf
(z2—2) (z—2z) = (z—2;) (2 —2y)
“(Bg—2)2 4 (8g—2) %+ 2,8 — 2,2, =0.

Timto geometrickym mistem je pfimka kolmé4 na spojnici obou danych bodu, a protoZe
prochézi stfedem této spojnice (podle predpokladu |z — 2,| = |2 — 2,|), je jeji osou
soumé&rnosti.

a po tpravé \

3. Stanovit vzddlenost dvou rovnobéZek, danych rovnicemi

Ba+Bz+Ci=0 (i=1,2).
Hledan4 vzdilenost d je
d= izz -2 ’:

kde 2, a 2, jsou prisedky rovnob&ek s hbovolnou jejich kolmlci Plad
7 2 — 2 = k B,
ﬂ_zl Bz +C =0,
I§zz+ﬂ§2+cz=o:

B(zz —z)+ B (E—z) +(C;—C) =0.
Po dosazeni a dprave vypolteme konstantu k:

tedy

k=Cl__Cﬂ.’
288
odkud
1 |Cl_'ca|
d=— 21—l
2 |B]

4. K dané pffmce a najit pitmku stfedové soumérnou podle bodu zo.

Piimka a necht m4 rovnici fw + f% + C = 0. Pro body z hledané p¥imky musi
platit
24+w=2z atedy w=2z—az.

Po dosazeni a \ipravé dostaneme
Bz+pz—2Pz—2p5%—C=0,

- coZ je rovnice hledané pfimky.
Pro z, = 0 dostivime rovnici pfimky soumérné podle po&itku:

~ Bz+pi—C=0.

5. K dané pimce a o rovnici & 2 + az + C = 0 najft pFimku osové soumérnou podle

piimky b o rovnici fz + fz +D =0.
Pro dvojici bodi z a w, soum&rnych podle pfimky b, plati

Bz+pBw+D=0,

Bz +D
;

odkud

) %=—
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Dosazenim do rovnice & w + a w + C = 0 dostdvime |

afz+apz+D@p+apf)—CBR=0,
coZ je rovnice hledané pfimky.

Na piiklad pro pfimku osov& soumérnou podle osy x (ﬂ =j, D = 0), resp. podle
osy y (8.= 1, D = 0) dostdvime

az+az+C 0, resp. az+az—C=0.

6. Jsou ddny dvé'ruznobé'ékyorovmdcha_.az+az+C 0,b=fz+pz+
+D =0 (x 7= + f). Ukdzat, Ze pro |a| = |B| jsou osy jejich sihli uréeny kolmicemi
o=@+pfz+@+pz4+(C+D)=0,0=@—p)z+(@—p z+(C—D)=

Rovnice piimky a’, soum&rné k pfimce e podle osy o,, resp. o, znf (viz pfiklad 5)
d=a@+tpPz+a@tpPE+(CLD)eELp)+altMN—
—C@+Ph @+p) =@a+2azf+ap)z+
+ (@% +2a&f+ap)E+ DB +af +2ad)=
=@B+ap+£2ax)fz+ @B +af+2a)pz+
+D(aﬁ+aﬂi2a&) + (@ +B) @+ )" (ﬂz+ﬂz+D)—°
odkud a' = b, nebot z pi‘edpokladu o7 =+ B plyne

@+p)-@+Lp#0.

Stanomtprusec‘tkypﬁmky a2+ az+ C=0s osami soufadnic.
Reéenim rovnic pfimky a osy x, resp. y dostévéme

az+az+C=0) _ P c =
z=;'}—>>(ac-f—&)z+C—0—>z— po = 2,
resp.
az+az+C=0) _ Cc _
z=_§}—>(a——a)z+c 0= 2 = z.
(Pokracovani).
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