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- . VYSETROVANI A URCOVANI '
OPTIMALNICH TECHNOLOGICKY CH PODMINEK

- "MILAN BENES, _
Ustayv pro vyzkum rud, Praha

JIR! LIKES,
Oceléfsky vyzkumny Gstav, Praha

Ulelem préce je seznamit itendfe s methodami urlovéni optimélnich podminek, které
jsou pfedstavoviny drovnémi faktord, pro které je vySetfovana faktorovi funkce maxi-
mélni nebo minimélni. Po tivodu, kde je objasnén vyznam t&chto method pro pouZiti
v praxi, je v druhé &isti dodén krétky historicky prehled vzniku method hled4n{ ma-
xima faktorové funkce expenmentélni cestou pfedevsim s hlediska jejich moZnosti
pouZiti v praxi. V dalif &sti jsou vyloZeny theoretické principy methody, nejvétitho
spédu. Déle jsou n&které poimy objasnény na piikladu experimentu z flotatniho vyzku-
mu. Pon&kud podrobnéji jsou. rozvedeny otézky pouZiti methody nejvétiiho spédu
v plnych i netiplnych. faktorovych experimentech typu 27 a ve sloZenych experi-
mentech, Posledn{ &4st je vénovéna struénému prehledu vyﬁetfovanl faktorové funkce
ve stacionirni oblasti. } . T

" Uvod , |

Pii navrhovéni technologicchh po_stubﬁ se hlédaii_ zpravidla nejprve ve vyzkumu
‘takové podminky, pro které je navrhovany technologicky postup nejiitelnéjif a nejhospo-
darn&j$i. Tyto podminky je nutno urlovat a ovéfovat na ziklade urcitych theoretickych
predpokladii experimentilnim postupem. Je viak dileZité uspofadat a provadét pokusy

takovym zplisobem, abychom tyto opnmﬁln! podminky urdili spravn& pfi provedeni mi-
nimélnfho poétu pokusi. :

V préci [7] byly uvedeny nékteré zpﬁsoby usporédéni pokusu ph faktorovich expe-
rimentech a byly stru¢né ob;asnény methody pro jejich hodneceni. Pojmy, které tam byly
zavedeny, budeme uZivat i v tomto ¢linku. V zdvéru uvedené préce byly zhodnoceny
dva nejdileit€ji rysy primyslovych experimentd. Prvym z nich j je postupné navrhovén{
a provadéni pokus\'i KaZdy daldf pokus nebo skupina pokusi je provéddéna obvykle
tehdy, jestliZe je zndm vysledek pokusi pfedchézejicich. Tato zkuSenost z pfedchézeji-
cich pokusii umoZfiuje experimentétoru sniZit potet pokusd. Daliim charakteristickfm
rysem primyslovych cxpenme?tﬁ, pokud nejde teprve o pfedb&Zny technologicky vy-
zkum, je stanovit pfi danych Faktorech jejich optimélni drovné. T&mito optimalninii
drovnémi myslime takové, pfi kterych bude vyslédek pokusu jako funkce riiznych kom-
binaci trovnf faktort maximélni nebo miniméln{. Tak na p#iklad byvé obvyklé experi-
mentilné z pokus urdit takové trovné faktord, pro které vytéZek nebo obsah urdité
latky bude maximéln{; jindy na pf. lze povaZovat za optimélni technologlcky postup
takovy, pro ktery obsah netistot nebo vynaloZené néklady budou minimélni.

V experimentu lze samozfejmé sledovat vice kvahtauvné odli¥nych vysledkd, z nich?
pro urdité kombmace tirovnd fakton'l je proces optiméln{ vzhledem k jednomu vysledku,
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zatim co optimilnich oblasti vzhledem k ostatnim vysledkim miZe byt dosaZeno pro
jiné kombinace trovni faktorti. Potom rozhodovéni o urovnich faktord, které jsou opti-
mélni ke viem sledovanym vysledkiim, nebyva zpravidla jednozna¢né a lze o nich roz-
hodovat v zavislosti na konkretni situaci. Toto rozhodovani viak jiZ spad4 do oboru,
ve kterém se experiment provadi a neni statistické povahy.

Nevyhody faktorovych experiment byly struéné shrnuty v zavéru price [7]. Tyto
nevyhody spodivaji pfedeviim v tom, Ze viechny pokusy, pokud se jejich usporiddani
provadi v praxi jiZ vyloZenym postupem, je nutno navrhovat pro cely experiment bez
ohledu na to, jaké vysledky byly pfi jednotlivich pokusech ziskiny. Proto byly hlediny
nové zptsoby a moZnosti uspofddini experimenti, které jsou vhodné pro zkoumini,
optimélnich podminek.

Dile budeme uvaZovat pfi uréovéni optimélnich podminek pouze faktory kvantitativni.

Méme-li n faktord x,, X,, ..., X2, budeme nazyvat n-rozmérny euklidovsky prostor
faktorii x;, Xgy . . - y Xn Fn faktorov;’rm prostorem. Funkci faktort x,, x3, . . . 5 Xn," Kterd
je pro uréitou kombinaci jejich wrovni (neuvaZujeme-li experimentélni chybu) represen-
tovana vysledkem pokusu, ktery studujeme a ktery je moZno kvantitativné vyjadfit,
oznatime 7 == f (%, X . . . » ¥n), @ tuto funkci budeme nazyvat faktorovou funkci (res-
ponse function). Ukolem experimentitora je postupné navrhnout a uspofddat pokusy,
t. j. posloupnost kombinaci drovni faktord (x;;, Xp15 - .. Xnq)s (xlz, Xgzs e e Xng)see s
(%1j> X3j5 « + « 5 Xnj)s « - - tak, aby co nejdiive dosahl nebo se aspoil dostatecné pnblile
k takové kombmacx urovni faktorli, representovanou bodem ve faktorovém prostoru
(%1 M5 Xo85 - « - » Xn M), Pro ktery je sledovany vysledek pokusi (bez ohledu na experimen-
tilhi chybu) maximélni, t. j. max 7 = N = f (X ) X2 M5 - « « 5 Xnp1). Je OVSem moZné,
Ze existuje vice bodli faktorového prostoru, pro které je faktorova funkce maximaélni..
Problém hledini minima faktorové funkce je zcela obdobny a proto se jim nebudeme
zabyvat.

PonévadZ experimenty v prumyslovém vyzkumu jsou vétSinou dost zdlouhavé a ni-
kladné, chceme, aby pocet pokusi, kterymi se dostatecné piiblizime k optimélnim pod-
minkim, byl skute¢né co nejmensi. Proto tato price je zaméfena na vyklad method vy-
pracovanych v posledni dobé&, které maji za el s nejmen$im poctem pokusd uréit

optimélni podminky.

Piehled vyvoje method pro FeSenf optimdlnich podminek

Problémy uspofddéni pokusi a jejich hodnoceni pro uréeni maxima faktorové funkce-
fedil jiz H. Hotelling v r. 1941 [1]. Omezil se viak pfevdZné na vySetfovani pouze jed--
naho faktoru a problematiku dvou faktori spiSe jen naznagil. Podstata jeho prace spotiva .
v tom, Ze vysledky pokusli vyrovniva parabolou druhého stupné az jeji derivace pocitd
maximum. Pak jsou zkoumdiny chyby vzniklé jednak experimentilni chybou, 1ednak
nahrazenim neznamé faktorové funkce parabolou druhého stupné Aby tato chyba.
byla co nejmensi, je nutno jiZ pfedem znit pfibliznou polohu maxima faktorové funkce
bud na ziklad® uréitych theoretickych pfedpokladi nebo z pfedchézejicich pokusti.
Proto je vhodné jest& pfed uspofddinim experimentu, ze kterého m4 byt maximum fakto--
rové funkce urdeno, provést nékolik postupné se zvétiujicich pfedb&znych informativnich
experimentd, ze kterych ma byt zfejmy pfiblizny tvar faktorové funkce. Celkove je proble--
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matika této price znaéné omezena pfedeviim s hlediska pottu uvaZovanych faktort
a proto, Ze se autor nezabyval otdzkou, jak pokusy uspofidat, abychom mohli dosahnout
maxima. Na druhé strané je viak jiZz zfejmy, i kdyZ ne je$t€ zcela vyhranéné, sekvenéni
charakter providénych pokust, kterymi se maji zjistit dané optimélni podminky repre-
sentované urlitym maximem nebo minimem.

V roce 1946 upozornili na nevyhody faktorovych experimentti, pfedeviim s praktického
hlediska velkého po¢tu pokusd, pfi studiu optimalnich podminek Savage a Friedman
v prici [2]. Pro n faktorl, kaZdy o % drovnich, je nutno provést v tiplném faktorovém
experimentu k" pokusi. Jsou-li pocet faktord i drovni vEsi, celkovy pocet pokusi je
jiz tak velky, Ze je nelze v praxi provadét. Je-li podet vrovni faktord velky, zkoumime
&asto téZ oblasti faktorového prostoru, kterd je znaéné vzdalena od oblasti, kde faktorova
funkce je maximélni a proto nés jiZ tolik nezajim4. JestliZe naopak pocet trovni faktori
je maly (nejéast&jsf piipad faktorovych experimenti), miiZeme zkoumat oblasti faktoro-
vého prostoru, které maxima tfebas vibec neobsahuji.

~ Proto Friedman a Savage navrhuji sekvenéni opakov{mi v podstaté klaslcky uspora-

danych experimentii. Zménami drovni prvého faktoru pfi ostatnich faktorech konstant-
nich zjistime trovefi prvého faktoru, pro kterou je faktorova funkce maximélni. Pro tuto
droveni prvého faktoru ménime tirovné daldich faktorti a postupné zjiStujeme jejich
optiméaln{ drovné. Pfi zméné poslednfho faktoru dostaneme urcitou kombinaci trovni
faktorli vyjddfenou bodem faktorového prostoru (x5, Xay5 - « - 5 Xn1). Tento bod zpravidla
nevyjadfuje optimélni kombinaci, pfi které dostaneme maximum funkce 7 ve faktorovém
prostoru Ry. JestliZe se chceme vice pfibliZit ke skute¢nému maximu faktorové funkce 7,
je mozno cely proces postupnych zmén drovni jednotlivych faktorti opakovat. Ponévadz
pro jednu fizi tohoto experimentu je tfeba udinit kn pokusd, je moZno ve srovnini

n kn—l

s Uplnym faktorovym experimentem provést —%ﬂ- = fazi. Pro v&tS{ pocet faktori

i jejich trovni je tedy moZno provést vice fizi experimentu, &imZ se lépe pfiblizime ke
skute¢nému maximu faktorové funkce 7. V kterém pfipadé dosihneme tohoto maxima
hned v prvé fizi experimentu, objasnime déle. V prvych fazich experimentu se zkoumaji
trovné jednotlivych faktord v SirSich rozmezich, v dal$ich fazich se tato rozmezi stivaji
stile uzsimi a tim je faktorovd funkce prozkoumina podrobnéji v okolf svého maxima.
1 pfes tyto vyhody mé4 uvedena v podstaté klasickd methoda celou fadu nevyhod, které
jiz byly naznaceny v prici[7]. Pokud je znimo, podrobné&j$i matematické theorie téchto
experimentl a jejich hodnoceni nebyla dosud vypracovana.

S theoretického hlediska bylo studovidno uspofidédni pokusti pfi hleddni maxima
faktorové funkce pomoci stochastick§ch aproximaci methodou piivodné vypracovanou
Robbinsem a Munroem. V préci [3] byla navrZena na ziklad€ posloupnosti konstant,
spliiujici jisté vlastnosti, rekurentnim zptisobem posloupnost urovni faktord, kterd kon- .
verguje v pravdépodobnosti za urditych dosti obecnych pfedpokladit k bodu, kde fakto-
rovd funkce je maximilni. Methoda byla vypracovdna pouze pro sledovini jednoho
faktoru. Za ponékud obecnéj$ich pfedpokladi dokazal J. Blum v préci [4], Ze rekurentni
posloupnost trovni faktorl konverguje skoro jisté (konvergence v mife). V [5] byla tato

_methoda zaloZen4 na stochastickych aproximacich zobecnéna pro piipad # = 2 faktord.

I kdyZ nelze popirat theoreticky vyznam t&chto method, pfesto s hlediska praktickych

aplikacf pfi postupném uréovani drovni faktort providénych pokusii, je methoda zna¢né
obecni. Pfedeviim pfi konkretni aplikaci by bylo tfeba pravdépodobné pfili§ mnoho
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;pokusil, abychom se dostatetn& presn& pribifZili ke skuteénému maximu faktorové funkce,
nebot nelze vyuZit alespott &steénjch piedbéinych znalosti, které asto méme o jejim
- prib&hu. PonévadZ vypracované methody majf limitni charakter (ve smyslu konvergence
.skoro jist&), lze pfedpoklddat, Ze pro urleni maxima bude tfeba v&tSi polet pokusi,
zatim co poZadujeme, aby jejich polet k dosaZenf maxima byl co nejmen3f. RovnéZ neni
dosud zcela jasné, jak mime v praxi volit pomocné posloupnosti konstant, na kterych
zéleZi rychlost konvergence tirovn{ faktord ke spravné hodnoté maxima funkce, aby volba
téchto posloupnosti konstant byla v néjakém smyslu optimilnf. Bylo by proto tfeba
pro praktické aplikace methodu zaloZenon na stochastickych aproximacich vice konkreti-

sovat, aby ji bylo.mo#no s uspéchem pouit pfi vySetfovini optimilnich podminek,

nebot dosud byla uvedend methoda vypracovina jako kriterium, které nevystihuje
viechny okolnosti, které jsou dileZité pfi rozhodovani o uspofddini daldich pokusi.

.V roce 1954 v préci [6] podrobil Bechhofer kritice béZné methody analysy rozptylu,
jejimZ Celem je ov&fit rovnost prﬁmén'a né&kolika normélnich zikladnich soubort s tym2
rozptylem. Hypothesa rovnosti priméri idealisuje skuteény stav a vétSinou experimen-
titora nezajimd. Zpravidla jej bude totiZ zajimat pofadi zékladnich souborii vzhledem
'k velikosti primérnych hodnot (nejlepif je soubor bud s maximélni nebo s minimélni

~ hodnotou). Bechhofer pfedpoklidal, Z¢ mime % zékladnich soubori a z kaZdého vezmeme
nihodny vybér pevného rozsahu. Ve vybéru zjistime hodnotu vybérového priméru

a zékladni soubory sefadime.podle velikost! vybérovych priméri. V ¢ldnku je pak sestro-
jena operativn{ charakteristika sprdvného sefazeni. Tim pfejdeme od pouhého konstato-

véni, zda hypothesa rovnosti pruméri je sprévné & nikoli, k pofadi zdkladnich soubort

vzhledem k jejich primémym hodnotim. Pro praktické pouiti stanovenf optimélnich
podminek m4 viak methoda nevyhodu v tom, Ze v piipadé vice faktori pfedpoklads,

Ze tyto faktory jsou ve svych efektech nezévislé.

Princxpy Boxovy methody navrhovéni pokusii p¥i vyzkumu optimélnich
_ podminek

Zcela jinak na rozdil od pfedchézejicich praci, jejichZ podstata a vyznam byly struéné
naznaleny, fedil P. Box otizku hledini novych moZnosti pro navrhovéini pokusi, které
by odstranily hlavni nedostatky klasického i faktorového zpisobu uspofddini pokusi.
Z4kladni, pfevéainé theoretické vysledky své price, které byly dosaZeny po nékolikaleté
spoluprici s chemikem, publikoval v roce 1951 v préci [8]. Podrobny vyklad navrhovini
pokust vice s praktického hlediska s &etnymi ilustrujicimi pifklady z praxe v chemickém
prumyslu pfinesla price [9] a[10].

Problematiku uspofddéni pokusd pro urlovéni optimélnich podminek, piedeviim ve
srovnani s klasicky uspofddanymi pokusy, kritce vysvétlime na pifkladu z flotacniho
vyzkumu. Pro jednoduchost se omezime pfi tom pouze na dva faktory — péni¢ a sbérac,
které tvoii vétSinou slobté)ﬂ organické litky a jeZ maji na vysledek flotace nejdiileZi~
t&j$ vliv. Obé& reagencie jsou udény v g/t Jednim z ne1dﬁlez1té;§ich ukazateld, charakte-
risujicich u&innost flotaéniho procesu, je vytéinost, udévana zpravidla v %, a udévajici
vihové mnoZstvi cenné slozky (kovu), které pre%lo z ptvodni rudy do koncentrétu.

Na obr. 1 je graficky zndzornén zpiisob sekvencniho opakovani klasicky uspofddanych
pokusii, jak byl ténto zpusob jiZ vysvétlen difve. Proménnd x, znadf déivku sbéra’e,

[ 4
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%, znadf divku pénide. Lze pfedpoklédat, Ze urlitou hodnotu vytéinosu lze obdrZet pro

" rizné kombinace drovni sbérate a pé-

nie, takZe spojenim t&chto riznych kom-
binaci pro jednu hodnotu vyt€Znosti dos-
taneme kfivky znizornéné na obr. 1,
které budeme nazfvat obrysové kfivky
_ {contour curves). Zfejmé& tyto kfivky dos-
taneme v obecném piipadé jako viechna
. moiZn4 fedenf rovnice f (%1, Xp - « < 5 Xn) ="
= 71p, kde %5 je urtiti hodnota faktorové
funkce pro jednu obrysovou kfivku.

Provedeme-li nynf flotanf pokusy kla- S a5 60 @b #0720,

sickjm sekveninim zpisobem za tim - A
i¢elem, abychom doséhli maximélni vy- © Obr. 1. '
t&nosti, budou tyto pokusy znézomény @ Pokusy uspoidddni klasickym sekveninim
graficky jak je uvedeno na obr. 1. postupem.

Jak je z obr. 1ziejmé, bliffmesekma- O Pokusy uspofdddnt methodou nejuétstho
ximéln{ vytéZnosti, kterou chceme pokusy ' spaau. -

doséhnout, urtitou schodovitou &arou a

zéleX na pottu fizi, tedy i na celkovém poitu pokusd v cxpenmentu, uak spolchhvé se
chceme k maximaélnf vyt&Znosti pfibliZit. V praxi se viak providi vétiinou pouze prvi
féze pokusi. Je zfejmé, Ze jiZ v této prvé fizi Ize dodhnout maximélni vyté€Znosti (ne-
bereme-li v dvahu experimentilni chybu), bude-li interakce nulovd. V této souvis-
losti se nim znovu objevuje, kdy je pln& oprivnén klasicky zpisob uspofddéini pokusd.

Naskyt4 se viak nyni otdzka, zda-li nelze pokusy uspofddat vihodnéj$im zptsobem,
. kteryby odstranil schodovitou &iru Klasickych pokusti na obr. 1 a zmendil tak poet pokust
v expenmmtu Uspotadime-li pokusy tak, Ze budeme urbtym zplisobem ménit Grovné
sbérade i pénile a zvolime-li vhodné tyto vrovné, jak je na pf. na obr. I serie pokusi 4,,
je moZno odhadnout maximélni stoupéni faktorové funkce. Provedou-li se nyni dalif
pokusy ve sméru tohoto maximélnfho spadu, lze pfedpoklidat, Ze se budeme experimen-
tilné k hodnot maximaln{ vyt&Znosti bliZit nejrychlej$fm zpisobem s nejmen¥im pottem
pokusii. Provedeme-li ur&itou extrapolaci, Ize navrhnout na ziklad® provedenych pokusd
dal¥f pokusy, na pf. serii pokusi 4, atd., pfi kterjch bychom méli dostat v&t$f vyt&Znosti.
Tuto methodu budeme déle nazyvat mcthodou nejvétitho spadu (steepest ascent). Je
viak ihned ziejmé, e s theoretického i praktického hlediska zde vyvstdvi celd fada
problémi, které je nutno vyfedit, aby tato methoda vedla k uspéchu Je nutno zde
zdlraznit, Ze navrZzend methoda pro postupné usporédﬁn{\pokusﬁ i kdyZ lze ji matema-
ticky dosti obecné formulovat, je pfedeviim ne)vice z4visl4 na konkretn{ situaci, ve které
se pokusy providéji a Ze k jejimu provadéni je tfeba dosti znatnych zkuSenosti. Mate-
maticky aparét, ktery je moZno pfi této method® pouZit, miZe byt znang- rozsihly.
V piipadé, Ze methoda nem4 1spéch, ihned se to projevi pfi dalsfch pokusech, kdy ne-
dojde ke zvySeni, ale k pfipadnému snifenf hednot faktorové funkce. Na rozdil od
b&%néjSich method, na pf. analysy rozptylu, ktcré je moZno velmi Zasto pouZit pouze jako
jistd kriteria pro urdité rozhodovaci postupy, je methoda nejvétifho spiddu velmi kon-
kretnim, ale téZ jemnym nistrojem pro navrhovéni pokusd ve vyzkumu. PonévadZ pocet
pokusd, ktery stadf k pouZiti této methody je velmi maly, je dileZité, aby experimentlni
chyba byla rovnéZ dosti mald. (Doporutuje se asi 1 9%). Tohoto poZadavku lze viak

\
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nékdy bez vétsich obtiZi dosihnout tim, Ze pocet pokusi zvy$ime vét§im poltem irovni
nebo provedeme opakovini pokusi.

Celou problematiku navrhovéni a hodnoceni pokust je moZno rozdélit do dvou po
sobé nasledujicich etap. V prvé etapé se jedna pfedevsim o to, jakym zpisobem navrhovat
a usporadat pokusy, t. zn. Grovné jednotlivych faktord, abychom se pfibliZili co nej-
rychleji a nejspolehlivéji ke skuteénému maximu faktorové funkce. Tuto oblast fakto-
rového prostoru, kde se nachdzi bod (x; s, X381, . . . » Xnm), pro ktery faktorové funkce
nabyva svého maxima, budeme nazyvat stacionirni oblasti. Jeji pfesnou definici nelze
obecné dobfe uvést, nebof zileZi vidy na situaci, za které se pokusy providéji. Druhou
etapou vyzkumné price je pak vySetfovini vlastnosti faktorové funkce ve stacionirni
oblasti. Tato price miiZe mit znaény vyznam pro vysvétleni a pochopeni mechanismu
celého jevu, ktery experimentem zkouméme. Na pf. pro ni$ pfipad vyzkumu flotace,
ktera je velmi sloZitym fysikdlné-chemickym déjem jeSté dosud bez jednotného hlediska,
kde jsme pro jednoduchost piedpoklddali pouze dva vlivy — sbéral a péni¢, muiZe
pfinést znacny uzZitek znalost toho, jak reaguje vytéZnost na rizné zmény davky sbérade
a pénice v oblasti maximalni vytéZnosti. Obr. 1 totiZ pfedstavuje jen jeden moZny typ
faktorové funkce, i kdyZ je pravdépodobné, Ze tento typ bude v praxi nejobvyklejsi.
Tato analysa v druhé etapé, je-li faktord vice a nebyl-li proveden vét$i pocet pokusi,
miiZe byt po theoretické a pfedeviim numerické strance zna¢n¢ komplikovina. Rozbor
a matematicky vyklad téchto otizek bude uveden v jedné z dalfich kapitol.

Principy methody nejvétsiho spidu

Nejprve zdivodnime theoretické principy methedy nejvétsiho spidu. Pfedpoklidejme,
- 2e faktorova funkce a vSechny jeji derivace ve faktorovém prostoru R, jsou spojité
(zfejme tento prcdpoklad s praktického hlediska nelze povaZovat za néjak omezujict).

Dile pfedpoklddejme, Ze jsme provedli prvy pokus pro kombinaci faktorli 0 = (xy,,
Xo1s o« 5 Xny) = (0,0,...,0) a pro tento bod faktorového prostoru 0 € R, jsme dostali,
neuvazujeme-h experimentilni chybu, vysledek pokusu 7, (bod 0 = (0,0, ..., 0) jsme
zvolili z toho divodu, abychom celou problematiku mohli vysvétlit co nenednodui‘»eu,
tato volba vSak neni na jmu obecnosti feSeni).

Chcemé nyni védét, jak méme navrhnout a provést dalsf pokus, t. j. uréit drovné faktord
dané bodem K = (x;9, X539, - . . 5 Xn2), jestliZe chceme tento dal$i pokus uspofddat v dané
vzdalenosti d ve faktorovém prostoru od prvého pokusu a jestlize poZadujeme, aby pro tuto
vzdilenost d zvySeni hodnoty faktorové funkce bylo maximaélni.

Vzdalenost kombinaci urovni faktorti obou pokusii ve faktorovém pokusu bude

d= l/ S M

Dile oznaéme 7k = f (K).

Soufadnice kombinaci Grovni faktorti pro maximalni vzrist faktorové funkce ve vzda-
lenosti d od bodu predstavujiciho prvni pokus uréime, pouZijeme-li methody Lagran-
geovych multiplikatort, jako hodnoty, pro néz funkce

l n
7 =f(K)—my— 5 4 __21 %,
' je maximalni.
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Refenfm vztaht g—;— =0 proi=1,2...n pak dostaneme

1 o .
Xi=75'%(K),1=1>23--~a”s ) @)

kde;z- (K) znad{ parciaini derivace prvého fadu v bodé K. Umocnénim a dosazenim
. i ‘
(2) do (1) Ize nyni vypocitat hodnotu konstanty

SRPACL

ktera pravé urtuje podminku, aby vzdalenost druhého pokusu K od bodu 0 byla privé d
pfi maximilnim vzristu faktorové funkce.

' Ze vztahu (2) je ztejmé, Ze soufadnice dalsfho pokusu, ma-li 'byt vzrist faktorové -
funkce ve vzdélenosti d maximdlni, musi byt imérné hodnotim parcidlnich derivaci
prvého fadu faktorové funkce v bodé K, kde konstanta imérnosti je d4na vztahem (3).

Vztah (2) je téZ z4kladni myslenkou pro kriteriunr navr¥ené mnohem pozdéji J. Blumem
v prici [5] pro volbu trovni faktorii v #-rozmémém piipadé na zikladé methody sto-
chastickych aproximaci. Oviem pouZiti a aplikace této zédkladni mySlenky pfi methodg
- nejvétsiho spddu navrZené Boxem je zcela odlisné. a

Abychom tedy urdili soufadnice nového pokusu, bylo by nutno, jak je zifejmé ze
vztahu (2), vypoditat parcilni derivace prvého fadu faktorové funkce v bodé K represen-
tujiciho druhy pokus. PonévadZz viak tvar faktorové funkce ndm neni Zndm, ani neznime
bod K, t. j. soufadnice dalSiho. pokusu, ktery je$t€ nebyl proveden, bude vhodné rozvést
faktorovou funkci v bodé¢ 0 = (0, 0,...,0) v Taylorovu fadu aZ do fidu % > 1, pfi
¢emZ Cleny vys$ich fidd v tomto rozvoji zanedbidme. Provedeme-li tento rozvoj jako
pro funkci » proménnych, potom faktorova funkce bude ‘(zanedbime-li &leny fidu
(k 4+ 1) a vyssiho)

k . I
1=t ma 3t s o

I=0

a parcidlni derivace tohoto rozvoje, které dosadime do vyrazu (2) budou

] © . J
an 1 o o )
'_6—x_i=§l‘!3?,-"{j=21'37sz}f(0)- @)

Zanedbéme-li v nejjednodudiim piipadé viechny &leny #adu druhého a vy$siho, dosta-
neme

on o o . :
o (K)__ax.-~(0>"_1’2""’"' 5)
Moznost této aproximace bude ziviset pfedev§im na tvaru funkce 7 a na zvolené
vzdalenosti d obou pokust ve faktorovém prestoru. Cim tato vzdalenost bude mensf, tim
lépe budeme moci uvedené aproximace pouZit.
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Vezmeme-li v tivahu i §1eny druhého f4du a zanedbidme &leny Fadu vyssich dostaneme

an
LKy oL@+ 5L (@2

Dosazenim aproximace (6) do vztahu (2) a jeho feSenim jako systému lineirnich
rovnic ziskdme soufadnice bodu ve faktorovém prostoru pro dal$i pokus tak, aby vzrist
faktorové funkce byl maximilni, Tyto soufadnice jsou nyni vy)édfeny v parcidlnich
derivacich v bod¢ 0, t. j. v bod¢ fa.ktoroveho prostoru, pro ktery jiz byl prvni pokus
proveden.

Pii aplikaci methody nejvét§iho spiddu bude tedy nutno urtit parcidlni derivace fakto-
rové funkce v bodé faktorového prostoru pro prvy pokus.

Abychom tyto parcidlni derivace mohli urdit, nebude stadit provést pouze jeden pokus,
jak jsme dosud pfedpoklédali, nebot analyticky vyraz takové funkce nim neni znim.
Rovné? jsme dosud uvaZovali experimentilni chybu nulovou, T. zn. pfedpoklidali jsme,

Ze pokusem byla uréena hodnota faktorové funkce # pfesné.

" Predpoklidejme, tak jak to v praxi byvé, Ze jsme provedli N pokusi representovanych
body X;, X,, ..., Xn v urdité oblasti faktorového prostoru R» a vysledky pokusii jsou
Y15 Yas « + « 5 YN. Budeme dile pfedpoklidat, Ze y;, ¥s ..., ¥yn jsou nidhodné nezivislé
velitiny s priméry E (3;) = 0j = f (%yjs Xajs <+ - 2 %2l j = 1,2,..., N, a se stejnymi
rozptyly o2, Ve zkoumané oblasti faktorového prostoru R, lze nyni faktorovou funkci
aproximativné vyjadfit jako polynom tvaru

n=Ff+bhn+phxat...+
Fhnxn+Purt+... +humtat ...+ P+ .. ]

ks

(6)

U mocniny x'f‘ . % je tedy koeficient, u n&ho¥ se index 1 opakuje k,krit, index 2
kokrit, aZ konecné mdex n kakrit. Koeficienty, které obsahujf pouze jeden index, budeme
nazyvat efekty prvého fidu, se dvéma indexy efekty druhého fidu a pod. Efekty dru-
hého F4du jsou bud kvadratické efekty nebo interakéni efekty druhého fadu Bir, ¢ 7 1.2)

Srovnime-li nyni v Taylorové rozvou faktorové funkce a ve funkci (7) piisluSné koefi-
cienty, zjistime, Ze koeficientu u xtak . xky rcgresni funkci (polynomu) odpovidé
v Taylorové rozvoji koeficient

1 ak1+k.+

n
"n
0 8
kl!ka!...kn! axf'axg_ ax” (), . ()
kde pfedchézejici vyraz zna¢i parcidlni derivaci fddu (k, + %k, + ... + kn) podle pro-
ménnych X35 Xg5 4+ 5 e
Jestlize koeﬁcxenty ve vztahu (7) ur&me methodou nejmenSich &vercl na ziklad&

regresni funkce, kterou jsme proloZili pozorovanymi hodnotami vysledku pokusu y,,
Yas « « « s YN, dostaneme odhady regresnich koeficientt ve vztahu (7) oznagené by, by, . . . »

- ' {

1) Je nutno upozornit na to, Ze interak&ni efekty jsou urditymi ndsobky interakci definovanych
u faktorovych experimentd a Ze f4d interak&niho efektu je vidy o jeden stupeit vys§f neZ fid
interakce ve faktorovych experimentech.
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Bas Bygs - - - » byas - . . Pomoci vztahu (8) je pak jiz mo¥no provést odhady parcidlnich de-
rivac v Taylorové rozvoji.

Nyni se budeme zabyvat konstrukcf odhadd koeficientd v regresni funkci (7).
Oznatme hodnoty drovni faktord pfi j-tém pokuse Xyjs Xgiseons Xnpp (J=1,2,...N).
Matici hodnot xij, § = 1,2,...,7n3j = 1,2,..., N) typu N xn hodnosti n budeme na-
zyvat matici experimentu a budemc ji znai‘,xt ‘

Vyraz (7) lze téZ psét ve tvaru

s
17]= E Xl'[ﬂ[,j=l,2,-..,N,

I=1

kde hodnoty Xj; jsou tirovné faktord nebo jejich soudiny a mocniny v j-tém pokusu. Ozna-
&me-li matici hodnot Xj;, j=1,2,...,N;1=1,2,...8), hodnosti S < N jako X;
dile ' = ||%1s Mg+« - s |y B =1, B1> B> - - - 5 Bs||» 1ze v maticové form& psit predchs-
zejici vztah .

n =X, 5. ) .

PonévadZ X1 X, je nesingulérni &vercovd matice typu S x S vyplfva z_rovnice (9)
vztah
B = (X X)) X 0. (10)

Matice T = (X; X))~ X; typu S X N se nazyvé transformaénf matice. Oznaéme
déle odhady koeficienti f§; symboly b 1=1,2,...,8), tak¥e b’ = ||by, by, ..., bs||
a vektor vysledkit pokust ' = |91 3 - - - s Il

Nejlep# linedrnf odhad elementti vcktoru p dostaneme tak, Ze v rovnici (10) nahradime

N vektorem vysledkd y, takZe :
b=Ty. (11)

]estlﬁ,e rozptyl nihodné " proménné i je roven o® pro v§echna i=12..
potom plati, ie kovariantni matice vektoru b je

A X X)L ' (12)

Ve specislnim pfipad¢, kdy vektor y m4 N-rozmérné normilni rozdéleni, potom b mé&
N-rozmérné norméln{ rozd€lenf s primérem (11) a s kovariantni matici (12).
Pii vztahu (9) jsme pfedpoklidali, Ze faktorovou funkci 7 je moZno vyjadfit ve zkou-
mané oblasti faktorového prostoru polynomem urditého fadu.
JestliZe bychom misto vztahu (33) aproximovali faktorovou funkci regresnf funkci
- obsahujici pouze P<S parametn’; tvaru

P

4 s i :
7 = E X}lﬂl,]#l’z’---:N’t- ]-n=xlﬁl’

[=1
vztah (9) je moZno vyjidfit
: n=X; b + X fs

kde X, je matice typu N X P, X, typu N X (S — P);
ﬂi = Hﬂl’ 192: ceey IgP”s ﬂ; = ”ﬂPﬂ.s cee :pS”-
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Podobn¢ jako byl vyjadfen vztah (11), je moZno psit
b, = (X{ X)) X,

kde b; = ||by, by, . . ., bp|| je odhadem vektoru ;. Stfedni hodnota pfedchézejiciho
vyrazu bude, oznadime-li E (b;) = ||E (b,), E (by), . . - » E (bp) |},

E(by) = (X; X7 X; E(y) = (X X)) 72 X, [X, B, + X B,) =
=pb+ (X1 X)) X1 X, B (13)

Matice D = (X; X;)~! X] X, se nazyvé matice strannosti (alias matrix).
Z predchézejiciho vyrazu vyplyvé, Ze stfedni hodnotu regresnich koeficientd lze psét

S

E(b1)=ﬂ1+ 2 dlkﬂlal=1’2:---:vs-
k=P+1

JestliZe tedy po ur¢ité I(I = 1,2,...,S) viechnadx =Oprok=P + 1,..., S, bude
E (b)) nestrannym odhadem f;. Matice D = (X] X;)~! X; X, = T X, udévi -vlastnosti
odhadu regresnich koeficintd b (! = 1,2,...,S), jestlize jsme pfedpoklidali polynom
niz$iho stupné neZ ve skuteCnosti je a dopustili jsme se tedy urcité chyby tim, Ze odhady
regresnich koeficienti nejsou nestranné.

Vztah (12) ndm vyjadfuje pfesnost odhadii regresnich koeficienti faktorové funkce
avztah (13) vhodnost aproximace polynomem urcitého radu, jestliZe 1ze oéekévat, Ze sprav-
néj§i aproximace je polynomem fddu vysSiho. PonévadZ oba vztahy (12) a (13) zavisi
pouze na maticich X;, X, a tyto matice zivisi pouze na matici C (za pfedpokladu poly-
nomu urditych fada), je moZno stanovit ze vztahu (12) a (13), jak vhodné je uspofadini.

N pokusi, které jsou representoviny body ve faktorovém prostoru. Je proto ucelné
zkoumat riizni uspofddini experimentd tak, aby tato usporddani byla co nejvhodnéjsi.

Pii aplikaci vztaku (12) je mozno pro o2, které zpravidla nebyvd znimé, sestrojit ne-
stranny odhad jako residualni rozptyl

1

f=N=s

[(y — Xb) (y — Xb)] =

1 ’ ’ \ ’ ’ ’ ! 1 ’ ’
== YY—bXy—y Xb+4 b X' Xb] = ——=[y'y—y'Xbl. (14

PouZivame-li vztahu (13), vétSinou pfedpoklidime, Ze polynom miZe byt stupné
o jeden fad vys8i, neZ ktery byl pfi vypoctu regresnich koeficienti uvazovin. -

Konkretni aplikace methody nejvétSiho spadu spociva pak v tom, Ze se navrhne ex-
periment N pokusd, které se provedou v urcité oblasti faktorového prostora.

Volba této oblasti zdvisi na zkuSenostech z minulych experimentd, pfipadné na urdi-
tych theoretickych pfedpokladech. V kazdém pfipad¢ se viak snaZime, abychom tuto
oblast zvolili tam, kde lze olekéivat faktorovou funkci maximalni. Faktorovou funkci
aproximujeme zpravidla polynomem urcitého fidu, zpravidla vSak fddu prvého nebo
nejvysSe druhého; v jinych pfipadech by se totiZ, aspon pfi sloZitéjSich experimentech,
methoda stivala po numerické strince znaén€ komplikovand. Za pfedpokladu urditého
typu faktorové funkce (t. j. polynomu urcitého fédu), Ize ze vztahu (11) pomoci transfor-
madni matice ziskat hodnoty regresnich koeficienti, které udévaji vzrast faktorové funkce
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ve sméru jejiho maximélniho stoupini. Pro tento smér v urditych zvolenych jednotkich
drovni jednotlivych faktorti pak pocitime hodnoty faktorové funkce, t. j. jako bychom
provadéli v tomto sméru dal$i pokusy, pfi kterych bychom méli dostdvat stile lepsi
vysledky, které sledujeme. Tento postup t. zn. vypocet takovych kombinaci drovni fak-
tord, které nim maji davat vy3si hodnoty, neni vSak moZno provadét stile aZ do nalezeni
skutetného maxima. KdyZ se uvedenym postupem dostaneme do oblasti faktorového
prostoru, kterd je vice nebo méné vzdéilena od oblasti, ve které byly pokusy prvé faze
provedeny, je nutno provést dalii pokusy, kterymi se md ovéfit, zda skute¢né doslo
k lepSim vysledkim pokusi t. j. ke zvySeni vysledkt, hleddme-li maximum. Na zikladé
té&chto novych pokusii provedeme novy odhad regresnich koeficientd a na jejich zékladé
pfipadnou zménu sméru pii dal§im hledini maximélni hodnoty faktorové funkce.

Na zac¢itku celého vyzkumu vétSinou predpokladiame, Ze stoupéni faktorové funkce
je znaéné vzhledem k experimentélni chybg, které se pfi pokusech dopustime, takZe reg-
resni koeficienty je mozno dobfe odhadnout. Proto v tomto stadiu vyzkumu stali obvykle
uvaZovat pouze polynomy prvého fidu. Cim vice se viak bliZime ke skuteénému maximu,
tim horsi bude aproximace nadrovinami a odhady regresnich koeficientii budou stale
nespolehlivéj$i. Proto v tomto stadiu vyzkumu, kdy se vysledky pokusii v oblasti fakto-
rového prostoru méni jiz velmi milo, pouZivime pro nalezeni skuteéného maxima jiné
techniky, kterd bude popséna dile. V tomto piipadé uvaZujeme jiZ polynomy druhého
fadu, které lépe aproximuji faktorovou funkci ve staclonirni oblasti._

Prfi konkretni aplikaci této methody v$ak vznika celd fada dalSich otizek, které zde
neni moZno viechny rozebirat. M4-li na pf. faktorov4 funkce lokilni maxima, potom se
tato methoda navrhovini pokusd muiZe stit velmi obtiZnou nebo dokonce nepfili§
uispésnou.

Velmi duleZitd pfi této method¢ je vhodni volba trovni faktort a vychozi oblasti
faktorového prostoru, ve které providdime pokusy. Se zvétSovinim vzdélenosti mezi
jednotlivymi drovnémi urcitého faktoru od sebe je nutno poditat s tim, Ze se nim mohou
jiz znacné projevit vlivy regresnich koeficientd vyssich fadi. Z toho divodu je vhodné
poditat matici, kterd nim udév4 strannosti pfi odhadech regresnich koeficientd, jestliZe
pfedpoklédéme polynom fidu o jeden stupeni vy3si. Na druhé strané jestlize providime

" pokusy na drovnich faktord, které jsou sobé blizké, miZe vliv experimentélni chyby pte-
vysit vliv skuteCnych ulinkd jednotlivych faktorti na vysledek pokusu a tim miZe byt
odhad regresnich koeficientti znaéné skresleny a methoda nejvétifho spadu se v dasledku
toho miZe stit znané nespolehlivou, nebot nevede, aspori nikoliv nejrychlej§im zpa-
sobem, ke sprévné hodnoté maxima faktorové funkce.

(Dokonéeni v pristim &isle)
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