Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Milan Pisl
Krivky v Gaussoveé roviné [Dokonceni]
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 2 (1957), No. 3, 271--284

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/137214

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 1957

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/137214
http://project.dml.cz

M. PISL

KRIVKY V GAUSSOVE ROVINE

(Dokonéent).

6. KUZELOSECKY V HOMOGENNICH ISOTROPICKYCH
SOURADNICICH
_ 6.1 Rovnice kuZelosetky
Geometrické misto bodi (&, 7, ¢) spliiujici rovnici

Fm)=a& +24n+an? +2BEt4+28nt4+C2=0 (20)

nazveme kuZelosetkou.
Ozna¢ime-li polovi¢ni parcialni derivace F (&, 7, ¢) podle promé&nnych &, 7, ¢ postupng
F,, Fy, Fy, 1. ).
F,(6,nt) =aé +A"7 +ﬂt:
Fy(§,m50) = AE + an + B, (20,1)

Fy(&,m1) = B&+fn+Cr,
plati, jak se lehko pfesvéd¢ime, tyto identity:

FE&nt) =EF, (&n0) +nF(§m,0) + t Fy (&7, 1), (20,2)
&1 Fy (§25M2> ta) + 01 Fy (65 Ma> 82) + 81 F3 (63375 1) =
= 5g Fy (§15 M1 21) + ma Fay (615 M5 1) + 23 Fy (615 135 1), (20,3)
F; (n, £, 1) = 1?1 (& m52), Fy(n, g 1) = 1—73 & 5 2). (20,4)
Determinant utvofeny z koeficienty forem F; (&, n, t), (i = 1, 2, 3) oznatime
a, A, I§ 2115 219 23
Z=\4, 0 B| = |2 % 2 ) (20,5)
ﬂ: 6 C 231> 232 233

n&zvcme ho diskriminantem kuZelosecky.

Diskriminant kuZelosedky je soumérny determinant, o jehoZ prvcich plati zix = 2xi.
Determinant Z je &islo reéiné, nebot jest Z = = Z. Algebraicky doplnék prvku s oznaime
gzi Pak zfejmé je Zix = Zyi. O algebraxckych doplﬁdch prvkid determinantu Z plati

(J

ZH - Zlﬂ’ Zss _" Zaa:
= ZIS’ ZSB - le’

tedy algebraicky dopln&k rediného prvku je rediny a algebraické dopliiky prvkd kom-
plexné sdruZenych jsou komplexné sdruZené.

(20,6)
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* Kuzelosecku (20), pro kterou plati Z £ 0, nazveme regulirni. KuZelosetku (20), pro
kterou plati Z = 0, nazveme singuldrni.
Poznimka: Nebude-li jinak feCeno, budeme se zabyvat kuZeloseCkami reguldrnimi.

6.2 KuZelosecka a p¥imka

Zvolime-li na pfimce y & 4+ 5 + Dt = 0 dva jeji body (5, 1i, t:)) (=1, 2) za za-
kladni body fady, pak soufadnice kazdého bodu fady budou vyjadfeny vzorcem (19,1).
Soufadnice spole¢nych boda pfimky a kuZelosecky (20) budou spliiovat téZ rovnici (20).
Bude tedy platit

F (s & 5 &y %1 M1 + #a Mgy #1 8y + %3 85) = 0. (2L
Po provedeni a tpravé dostivime

2 F (§1, M5 t) + 25 ’fz (€1 Fy (625 Mas 1) + 1y Fa (635 s 1) + 2y Fy (625 M2 t2)] +
+ % F (£, M5, 1) = 0. (21,2)

Z této rovnice lze urdit pomér homogennich parametrd »;, %, a po dosazeni do vzorce
(19,1) dostaneme soufadnice priseliki pfimky s kuZeloseckou (20). o

Pfimka y £ + 05 + Dt =0 mi s kuZelosetkou a&? +2A4&n + an? + 288+
+ 287t + Ci® = 0 spoletné dva body, rizné nebo splyvajici.

Poznimka: Pro y = 0 je pfimka redlnd a mé s kuZeloseCkou (20) spolecné dva body
redlné rizné nebo redlné splyvajici, nebo dva body konjugované, nebot rovnici (21,2)
lze pak pfevést v kvadratickou rovnici s redlnymi koeficienty.

6.3 Tetna v bodé kuZelosecky

Ptimku, ktera mé s kuZelosetkou spoleéné dva splyvajici body, nazyvame tecnou ku-
Zelosecky.

K odvozeni rovnice te¢ny v bod& (&, 1y, t;) kuZelosecky (20) pouZijeme vztahu (21,2).

Necht (£, 71, ;) je bodem kuZelosecky (20) a (&g 772, 2,) je libovolny bod roviny.
Pak F (£, 11, £,) = 0 a rovnice (21,2) nabude tvaru '

2 %, %5 [£1 Fy (£2sMas 83) + 71 Fa (605 M2s 1) + 11 F (£ M2 1)) + %3 F (€35 Mas 22) = 0. (21,3)

Tato rovnice mé jeden kofen x, = 0. Dosadime-li jej do vzorce (18,1), dostaneme jako
prisetik predpokladany bod (&,, 7y, t;). Spojnice bodi (&, 7is #:)s (¢ = 1, 2), bude mit
s kuZeloseZkou (20) spole¢ny jen bod (&, 7y, £,), bude-li i druhy kofen %, = 0, coz na-
stane jen tehdy, kdyz ‘
t &1 Fy (6> Mo 1) + 11 Fa (€25 Mas 1) + 21 F (60 125 22) = 0. B (22)
Disledek: Rovnice teény v daném bod¥ (&, 7;, t,) kuZelosetky (20) zni

HF &) +mF(6n0) + 6 F6ne) =
=EF Cunut) +nFa(Epnsty) +tFs(unt) =0. (22,1)

6.4 Polira bodu vzhledem ke kuZelosecce

Pevny bod (&, 75, 2,), lezici mimo kuZelosetku (20), (F (&1, s 1) 7 0), zvolme za
stfed svazku pfimek (viz odst. 2,73). Na kaZdé z pfimek svazku ureme bod (£, 772 22)}
ktery odd&luje harmonicky bod (£;, 77;, 2;) od obou prise¢iki této piimky s kuZeloseCkou
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(20). Geometrické misto takovych bodd (£,, 75 Z5) se nazgvé polirou bodu (&, 75, 2;)
vzhledem ke kuZéloseéce (20). _

K odvozeni rovnice poliry pouZijeme opét rovnice (21,2), kter4 bude platit pro para-
metry prisediki spojnice uvaZovanych bodid (&, 7is t;) s kuZeloseckou (20). ProtoZe
tyto prisetiky maji byt harmonicky sdruZen¢ vzhledem k z4Kladnim bodtm (&;, i, 2:),
budou jejich parametry &sla opacna (viz odst. 5.2). K tomu je nutné a stadi, aby rovnice
(21,2) byla ryze kvadratickou, t. j. aby platilo

£, Fy (63 Mas 1) + 01 Fy (6o M 8) + 13 Fy (6o 1 ‘tz) =0. (23)
Hledanym geometrickym mistem je tedy pfimka o rovnici

& F, (6 n,1) + ?71F2 &) +4uF (&m0 =
=8F (unut) +nF(Ennst) +tF3(Em50) =0 (23,1)

a bod (&, 9, ¢;) nazyvime pélem piimky (23.1).

Zatim jsme predpoklddali, Ze bod (&,, 7, 7;) leZi mimo kuZelosetku; pfimku o rovnici
(23,1) nazyvime viak poldrou bodu (&, 7,, ¢;) i tehdy, leZi-li tento bod na kuZelosecce.
V tomto pfipadé je tedy poldra bodu (&, 7,, ;) #4roved te¢nou kuZelosecky (20) v tomto
bod¢ (viz odst. 6.3).

Je-li pél bodem kuZelosecky, lezi na své polife, a obricend, prochézi-li polira svym
pblem, leZi tento pdl na kuZeloselce, nebot plati rovnice (20,2).

o Z tvaru rovnice (23,1) plyne, Ze ke kazdému bodu (§,, 7,, ;) existuje poldra. Plati
i obracend, Ze ke kaZdé pfimce y & + 6% + Dt = 0 existuje bod (z,, &, 7,), ktery je
jejim pélem. Mi-li totiz byt piimka y & 4 6% + Dt =0 poldrou vzhledem ke kuZelo-
secce (20), musi byt jeji rovnice ekvivalentni s rovnici (23,1) pro jisty bod (&, 75, 21)s
to jest musi platit

EF, (61 M ty) + 1 Fy (615 N ty) +tFy (b, M5 8) = 0 (¥ € + 60 + D). - (23,2)
Rozepsénim dostdvdme soustavu tff rovnic pro soufadnice hledaného bodu (&, 7y, 2,)

&51+A171+B_t1=gy, ,
1351 +an + Bt =006, ' (23,3)
Bé + Bm+Ct=eD,

ktera ma jediné feeni, nebot determinantem soustavy (23,3) je determinant kuZelose&ky
(20), ktery je podle pfedpokladu rizny od nuly (viz odst. 6.1).

Poznimka: \ .

1. Je zfejmé, Ze F, (&, 1, t) = 0 je poldrou kruhového bodu (1, 0, 0), F, (&,%,2) =0
polarou kruhového bodu (0, 1, 0) a F; (4, 5, £) = 0 poldrou pocitku (0, 0, 1).

2. Polira je reslnd prévé tehdy, je-li jeji pél redlny a naopak.

6.5 Sdru¥ené pély a poldry h

Zvolime-li na poléfe (23,1) bodu (&,, 7y, ;) dal§i bod (&, 7,, 23), bude mit j&¢ho polara
rovnici (obr. 13) .
§2F1(53n’t)+ﬂ2F2(5,ﬂ,t)+t2Fs(£’7l:l)=0- ’ (24)
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ProtoZe bod (&, 7, t;) leZi na polafe (23,1), spliuji jeho soufadnice rovnmici (23,1),

t. j. plat
‘ §1Fy (&g Moy 1) + 1y Fa (80 ’iz’ to) + 81 Fy (€5 125 1) = 0 (24.»_1)
a podle (20,3) plati i c
EF, (G ty) + M Fy (64 M1 tl)‘ + 6 Fy (61, My, ) = 0. (24,2)

To viak znamens4, Ze soufadnice bodu (&, ;, 7;) spliiuji rovnici (24) nebo jinak fe¢eno,
polira (24) obsahuje pél (&,, 7;, ¢;) pHimky (23,1), protoZe tato obsahuje bod (&3, 7, 2p),
ktery je pélem pHmky (24).

t
Obr. 13 . Obr. 14

Takové dva body, z mchi jeden leZi na polife druhého (a tudiZ i naopak), nazy"véme
sdruZené pély a jim odpovidajici pfimky sdruZené polary.
Jako disledek dostivime znémou vétu:

Polary dvou bodi téZe piimky protinaji se v pélu této piimky. Spojnice péla dvou
piimek prochézejicich danym bodem je poléra tohoto bodu.

6.6 TeZny z bodu ke kuZelosetce

Zrejmym disledkem vét z pfedchoziho odstavce je tvrzeni: Z bodu (&, Tos L) lei-
ciho mimo kuZeloseZku lze k nf vést prévé dvé te¢ny. Jejich dotykové body jsou priise-
&iky kuZelosecky s polirou tohoto bodu (obr. 14).

Mohli bychom tedy rovnice obou te¢en uréit jako rovnice piimek prochizejicich bodem
(0> 70> 7o) @ jednim z obou dotykovych boddt (&, 7:; ), (7 = 1, 2).

Odvodime viak rovnici obou teten jako rovnici geometrického mista bodd, jejich
spojnice s danym bodem (&, 7, Z,) maji s kuZeloseCkou spoleéné dva splyvayici body
K tomu je viak nutné a staf, aby byl roven nule d.lsknmmant rovnice (21,2), t. j. (s pfi-
hlédnut(m k jinému oznadeni bodi)

F (&05 70 to) *F (&3 7]3: t5) — [£0 Fy (E35 Mas 1) + M9 Fa (§3s M35 23) + 20 F3 (&g, M3 25)]2 =0. (25)
Rovnice obou te¢en vedenych ke kuZelosece (20) z bodu (£os %05 2) tedy zni
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F (05 Mos to) * F (&, 1, £) — [Eo F1 (&, 15 t) + noFy(§;m58) + 2 Fy (53 s t)]2 =0. (251)
Poznédmka: :
1. Je-li (&q5 705 to) bodem kuieloseéky (20), dév4 rovnice (25,1) rovnici teény v bod&
kuZelosedky (viz 22,1).
2. Snadno lze ukézat, Ze rovnice (25,1) je rovnici singulérni kuZelosecky.
‘ 6.7 KuZelosetka a pFimka nevlastni
Soufadnice prisedika kuZelosetky (20) s pfimkou nevlastnf z = 0 jsou diny rovnici
af24+24&n+an:=0, : (26)
kterou dostaneme, kdyZ v rovnici (20) poloiime t = 0. Pro diskriminant D rovnice (26)
plati: D = A2 — oo = — Zg,, kde Z,, je algebraicky dopln€k prvku Cv dxsknmmantu

Z kutelosetky (20).
Pro & = 0 je Zy, = — A% < 0 a rovnice (26) pfejde v rovnici

AéEn=0, (26,1)
kde A 5% 0, takZe prisediky j 1s0u konjugované body (1, O, 0) a(,]1, 0), to jest body
kruhové.

Je-li @ # 0, miZeme rovnici (26) pfepsat na tvar
Gé+H(A+V=Zgnl-EE+H(A—T—Z) 1] =0, (26,2)
odkud plyne, Ze hledané priseciky majf soufadnice '

lo (— A — V= Zs), 0 0}, resp. [0 (— A + | —Zig), 0 & 0], 0740.

* Snadno se pfesvéd&ime, e tyto body jsou redlné riizné resp. redlné splyvajici resp. kon-
jugované, je-li Z,s > 0 resp. Zz; = 0 resp. Zy3 << 0 (viz odst. 5.1).
Souhrnng: KuZelosetka (20) m4 s nevlastni pfimkou spoletné dva body reélné riizné
resp. splyvajici resp. konjugované, je-li Z,; = 0 resp. Zz3 = 0 resp. Zy, < 0.
Regulirni kuZelosetku (20), pro niZ plati Z;; > 0 resp. Z33 = 0 resp. Zy, < 0, nazy-
vame hyperbolou resp. parabolou resp. elipsou.
6.8 Stfed kuZelosetky

P4l nevlastni pfimky vzhledem ke kuZeloseéce (20) se nazyva jejim stfedem. Odtud
plyne, Ze jeho soufadnice dostaneme fefenim soustavy

Fi&,mt)y=af+An+Bt=0, Fy(Gn0)=Aé+an+Ft=0, (27)
které je ekvivalentni se soustavou (23,3) pro ¥ = 6 = 0. Toto felenf je
Eo Moty =2hg i 2y i Zgs (27,1
Stfed kuZelosetky je bod vlastni resp. nevlastni, je-li Zyy 5% 0 resp. Zg = 0. ‘

6.9 Asymptoty kuZelosetky

Tetnu kuZelosetky v jefim bod¢ nevlastnim nazjvime asymptotou. ProtoZe stfed
(%05 10> 7o) j& pblem spojnice )euch dotykovych bodu, prochéze)l asymptoty stfedem (viz
odst. 6.5 a 6.6). Jejich rovnici dostaneme tedy jako rovnici dvojice teden vedenych ke
kuZelose&ee z jejiho stfedu (25,1), t. j.
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F (005 t0) * F (6,715 £)— [& Fy (605 70> t0) + 11 F2,(605 Mos 20) + £ F3 (£ 705 20)]* = 0, (28)
coZ muiZeme prepsat na tvar
Zy F(§m0)—22 =0, ) (28,1)
nebot plati
Fy (05 Mos to) = Fa (€0s Mos 20) = 05 F (€05 70> 20) = 2o * F3 ({05 7705 20)s
Fy(&osMos t0) = B0+ B1o+Cto=PZ13+ fZ + CZyy =2.
Poznamka: Je-li Z;; = 0, pfejde rovnice (28,1) v rovnici pfimky nevlastni. Pozdé&ji
ukéZeme, Ze pro hyperbolu je rovnice (28,1) rovnici dvojice redlnych pfimek a pro elipsu
dvojici pfimek konjugovanych.
6.10 Ohnisko kuZelosetky . .
Ohniska kuZelose¢ky definujeme jako priisetiky te¢en vedenych ke kuZelosedce z kru-
hovych bodii. Rovnice dvojice te¢en z kruhového bodu (1,0,0) resp. (0, 1, 0) zni (viz 25.1):
aF(En)—@E +An+ =0, aF@En0)—(AE+an+ 1 =0. (29)
Po tprave ) .
Z33 172 -_ 2223 7] t +Z22 t2 = 0, Za3 52 -_— 2Z13 5 t + le tz == 0.' (29,1)
Pro daldi tivahy musime rozeznivat pfipad, kdy je Zs, = 0 resp. Z33 7# 0.
L. Je-li Zg; = 0, musi byt Z;3 7 0 (a tedy i Zy; = Z;3 # 0), nebot jinak by proti
predpokladu platilo Z = f§ Z,3 + f Zy; + C 233 = 0. Pak ale soustava (29,1) pfejde v sou-

stavu
2Zy3m—Zpt=0,

. 29,2
27,6 —Z,t=0 (29.2)
a jeji jediné feSeni je .
g Lu | 2w
51 . 771 . t14_ 2213 . 2223 . 1. (30)
2. Je-li Z;4 # 0, je soustava (29,1) ekvivalentni se soustavou

Zas ) —(Zas— VD) 1] [Zsst — (Zas +VA) 1 =10

[Zssm (23V)][3377 (23+V)] (29,3)

[Zss & —(Zm_vz) 1] [Zss & — (Z1s + VZ) ]=09
kde A4 je diskriminant druhé rovnice soustavy (29,3)
A=Z}—Zy Zn=(Af—aff—(Ca—f) (@a—4) =
=A2f—24afft+2 P —Cota+taaf+A2Ca—A2R=—Za

a diskriminant prvni rovnice ze soustavy je &islo komplexn sdrufené 4 =—Za. Jsou

tedy hodnoty diskriminanti obou rovnic sou¢asné bud rovny nule, nebo od nuly rizné.

JelikoZ je Z 5 0, rozlidime dva pfipady: _ \
a) Je-li « =0, je 4 = A = 0 a soustava (29,3) piejde v ekvivalentni soustavu
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Jeji jediné Feleni je s
' 50 :ﬂo H to =le :223 :Zss’ i (31)

to je viak stfed uvaZované kuZelosetky (20), (viz 27,1).
Poznimka: KuZelosetka (20) je pro a = 0 kruZnici.
b) Je-li @ = 0, m4 soustava (29,3) ctyfi rﬁzné feSeni

Sty = (2 + V—_—Z;‘—) 1(Zys "I’T/————Z) : Zss
& ity =(Z13'—V'_—Z“) 3(223—1/__—2_7‘) 1 Zg3,
E iy ity=(Zi+ V—Za): (Zu— @) 1 Z3s
Evimtty=(Zu—V—Za): (Zn + | =Za) : Zss.

(32

Lehko se pfesvédcime, Ze body (i, 7i, i), (i = 1, 2) jsou reélné riizné a body (i, mi, 2:),
(# = 3,4) konjugované.

Souhtnné méme tedy vyslgdek: Ohniska kuZelosecky (20) jsou vidy body vlastni.
Parabola m4 jediné ohnisko vZdy redlné. Jedinym ohniskem kruZnice je jeji stfed. Elipsa
a hyperbola maji dv& ohniska reilns a dv& konjugovani,

7. KUZELOSECKY V NEHOMOGENNICH ISOTROPICKYCH
SOURADNICICH

7.1 Pfechod k nehomogennim isotropickym soufadnicim

V homogennich soufadnicich’ je bod d4n pomérem tif Cisel £ : 7 : z. UvaZujeme-li
pouze body vlastni, pak ¢ 5~ 0, a bod lze pak urtit pomérem &: 7 : 1. Lze tedy vlastni
bod charakterisovat uspofddanou dvojici komplexnich ¢&isel (¢; 7). Pro body redlné plati

podle odst. 5.1 5 = . KaZdy vlastni redlny bod bude v nehomogennich isotropickych
soufadnicich dan uspofadanou dvojici komplexnich &sel (23 2). Struén€ budeme mluvit
o bodu 2. Pfechod k nehomogennim soufadnicim je tedy d4n rovnicemi

z=—:i,z=%,t;é0. * (33)

Z rovnice (17,2) vydélenim z 52 0 dostidviame rovnici pfimky v soufadnicich nehomo-
gennich ve tvaru

, Bz+pz+C=0, (33,1)
co? je rovnice (6). ‘
~ Obdobné rovnice kuZelosedky v soufadnicich nehomogennich zni:
. f@=az2+24zz+az2+282+282+C=0. - (332)
Oznatme )
hE@=az+A2+B, f(x) =Az+as+p, () =Fz+Pz+C. (333)
Ziejmé& plad : ~
(@) = 2£(2) +2f2(2) + 13 (2),

S+ ELED ) = 2fi@) T RAG) HhE)
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' (viz rovnice 20,3).
Dile :

L@ =FEs L@ =fE). L @)
Rovaice teény v bodé 2, (poldry bodu 2,) zni ' '
5fi (z)'-i- 5@+ =2 fi(z)+2 f,(z) +fa(z) =0 (33,6)

(viz rovnice 23,1).
Dvojice tecen z bodu 2, ke kuieloseéce (33,2) m4 rovnici

. fz0) £ (&) —[2 £y (2) + 20f2 (2) + o () =0 (33,7)
(viz rovnice 25,1).

Soufadnice stfedu kuZelosetky dostaneme fefenim soustavy f (z) 0; fy(2) =0 pfi
Zs3 # 0 ve tvaru (viz odst. 6.8)

Zy - Z
29 = -Z‘—;; Zp = Z—”— S (33,8
! 33

Rovnice dvojice asymptot mé tvar (Z;3 7% 0, viz rovnice 28,1)

F@)— EZ; —o. - (33,9)

7.2 Transformace posunutim a otoéenim

Provedme transformaci kuZeloseky (33,2) posunutim. Je-li novym politkem bod
2g, zni transformaéni rovnice (viz odst. 1.2)

z2=w+ >zo
a kuZelosetka ma po transformaci rovnici 2
aw? + 24w +aw’ +2f(2)w + 2/, (2) % +f(2) =0. (39
_Posunutim se nemé&ni koeficienty u kvadratickych &lent: v rovnici kuZelosecky. Pré Zyy #0
muiZeme za novy politek zvolit stfed kuZelosetky. Pro z, = %3‘1 je f1 (29) = fa(20) =

BZis+BZn+CZu _ Z
Zy - Zy '

= 0a f(20) = 20 1 (20) + 2o f2 (20) + f3 (20) = f5(20) =
Rovnice (34) ma pak tvar
a_cz2+2AzE—{—oc52+Z£=0 (34,1)

33

Je-li nova soustava otolend o thel ¢ vzhledem k soustavé puvodni zni transformadni
rovnice (viz odst 1.3)
2 =wel? >

a kuZelosecka (33,2) mé po transformaci rovnici
ocezJ'sz—i-ZAww—I—ae—zf‘?wz+2/3ef‘f’w+2/3e—f‘?w+C 0 (342)
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Otoenim se neméni absolutnf &len a kocficient A v rovnici kuZelosetky.

Poznémka; Otolenim lze dosshnout, aby koeficienty u kvadratickych &lend byly
vesmés redlné,

73 lnvarianty rovnice kuZelosetky

Vyrazy A, Zyy, Z (viz odst. 6.1) jsou invariantni vii¢i posunuti a otodeni. o

1. Pro A plyne tvrzeni pfimo z rovnic (34) a (34,2).

" 2. Determinant Zg; pro rovnici (34) resp. (34,2) oznaéme Zs,, r&p Zg3. Vztah
Zg3y = Zg3 plyne p¥imo z rovnice (34).
aede, 4 |
4, ae—t/? l

3. Determinant Z pro rovnici (34) resp. (34,2) oznatme Z’ resp. Z"'. Plati
i A fie)| & 4 B % A, B
Z'=\|4, a fa(20)| = |4, o B =14, a p| =2,
fi(zahfa(aos f(2)| - |fi(ohfa(eakfa(e)|  |Bs B €

kde jsme nejprve od tfetiho sloupce odedetli 2, — nésobek prvniho a 2, — ndsobek dru-

hého a potom od tetiho F4dku odegetli 2, — nasobek prvniho a z, — nasobek druhého.
Pro Z” dostévéme, vytkneme-li nejprve e/? z prvniho f4dku a prvniho sloupce, a potom

e—/% z druhého fidku a druhého sloupce )

Zy =

0d— A = Zg.

2 4, B

ae?, A, Beio ‘
Z" = |A, axe—2? Be—i?| =P -e—2? |4, a, B|=2Z.
r\ . » B—eth’ ﬂe_j¢’ c . IE’ ﬁs Cc

Tim je tvrzeni dokizéno.
74 Elipsa

Rovnice (33 2) je podle odst. 6.7 rovnicf elipsy, je-li Zy3 = a & — A2 < 0. Podle odst.

68 a 7.1 je 1e)im stfedem bod -z, = Zis

7. . Provedeme-li transformaci posunutim z =

. . 33
= w + 2o, piejde rovnice (33,2) v rovnici ‘
' o?wz—}—azii“—i—Z'AwE—i—C’ =0, (35)
kde C' = f(ao) = fo (20) =" (wz odst. 7.2).

Provedme 'rozbor rovnice (35) ‘Z ptedpokladu Zg, < 0aZ'#%£ 0 plyneAZ ;é 0 a mohou
tedy nastat dva piipady:

1. AZ < 0. Pak je-li A >0, je Z<0 a plati

Gt + aw? +2Awiwm -+ -ZZ— = (Vaw+ Yz ) +2(4—Ya Vo) ww + Z£,>o
pro viechna w. Podobné, je-li4 > 0, je Z << 0 a dile

Gt e 240+ o = (faw—Ja B+ 2(4 + Va Ve) w+ - <0
‘ - -
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pro viechna w. To znamené je-li AZ < 0, nem4 &ra o rovnici (33,2) redlnych bodd
(t. zv. imaginirni elipsa) a nebudeme se ji blize zabyvat (viz odst. 5.3).

2. AZ>0. Pak AC' = /ZI—Z-<0 a rovnice (35) mé shodny tvar s rovnici (13,2)
33

odst. 4.2, jeZ representuje (redlnou) elipsu.
Vysledky odst. 4.2 a 6.10 1ze shrnout takto: Geometrické misto bodd 2z, vyhovujicich
rovnici
fE@=az2+az2+242z2+282+282+C=0,Z,3<<0,AZ>0, (36)

je (redlns) elipsa. Jejim stfedem je bod zo— ?3 , ohniska jsou body Z, s = MZV_A ,
33
&verec vystfednosti €2 = |§:‘l » ¢verec hlavni poloosy je a* = > lZl 4| + |«
33

&verec vedlej§i poloosy je b2 = -é- IZZ_2| (|4]| —|«|) a smér hlavni osy je uren
33

arg V—Zaz (@ #0.) .
Pozndmka: Pro &« = 0 dostivime kruZnici o rovnici

2Azz+2fz+2B2+C=0, AZ>0. ) (36,1)
Ohniska splynou se stfedem 2z, = _g_xa_ =— —g Vystfednost e = 0, &tverec poloméru
33 ! .
r’=a’=b”=—l— |A—Zl— =—l— -—>0, coz je ve shod¥® s odst. 3.2.
2 7y 2 4,

7.5 Hyperbola
Geometrické misto bodd 2z, vyhovujicich rovnici

f(@) = az’+2Azz+az’+2f3z+2ﬂz+C—0 233 >0,Z£0 (37
13:i: P—Za

je hyperbola se stfedem v bodé¢ 2z, = Z—, ohniska jsou body z;,,

233 33
ttverec vystfednosti je &2 = %,ctverec hlavnf poloosy je a2 = 5 'EZZ—I (|a| + €4),
: 33
&tverec vedlejsi poloosy je b2 = —;— JZZz—I (|| — €4), kde & =signZ. Smér hlavni osy
33

je urlen arg ]/—-Z . Rovnice asymptot zni: f (2) — Zi = 0. Ditkaz provedeme opét
33

tak, Ze rovnici (37) pfevedeme posunem z = w + 2, na tvar

aw2+aw2+2Aww+———0 (37,1)
33
a srovndnim s rovnici (14,2) dojdeme k vySe uvedenym vysledkim.
Poznimka: Pro 4 = 0 dostdvime rovnoosou hyperbolu o rovnici

xz+ag?+28z+282+C=0. (37,2)
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L 1 1 |Zal
2 — B2 — 2 — o
Pro jeji poloosy plati @ = b* = 7 € 2 74
7.6 Parabola

Zbyva podrobnéji vySetfit kuZeloseCku o rovnici
az?+az?+242z2+2B2+282+C=0, z,a =aa—A'=0. (38)
Tuto kuZelosetku jsme nazvali parabolou (viz odst. 6.7). Je)i jediné ohnisko je v bodé

2y = viz vzorec (30). a

Zy,

27,5 .
Zyvolime-li z; za novjr podatek, zni rovnice posunuti z = w + 2, a kuZelosetka (38)
bude mit po transformaci rovnici

Zw? +aw? + 240w + 2f,(20) B + 2, (20) @ + f(25) =0 (38,1)

(viz odst. 7.2). Pro dal§i upravu pouZijeme vztahd platnych pro algebraické doplﬁky
prvkt diskriminantu Z (odst. 6.1) kuZelosetky (38). Snadno se pfesvéd¢ime, Ze plati:

Z = ﬂZm ﬂZw Z]_3 ng =AZ, le = —Z Oy (38,2,3,4)
- ' = Zn Zs —_
f1(zo).—“zo +Az° +ﬂ—a 2213 +A 2223 +ﬂ'—'
) _ 8ZuZy+AZuZiy+ 282120 _ Zns (38,6)
22,3254 24° >
_ Z3Z8% + 20y 28— 22,7, 2, Z
S (o) =20y (50) + Fofalen) +falen) = HER—E SRR = — 20 (386)
. PouZitim téchto vztahi miZeme rovnici (38,1) pfepsat na tvar
(Zygw —Z130)t —2kZygw—2kZgw + k2 =0, k=22_A' 39

Srovninim.rovnice (39) s rovnici paraboly (15) dostivime:
KuZelosetka (39) je parabola s ohniskem w, =0 a pfimkou Hdici Zy w0 +Z;30 —

- _ZZA = 0, Poloparametr p = 42;;2 , 052 M4 roVNiCi Zyy w — Z13 @ = 0, tetna vrcho-
‘ - __Z Z, '
lova rovnici Zyyw + Z;3 0 — 44 = 0, vrchol w, = 8;132 .

Vritime-li se k plivodnim prom&nnym, miZeme vyslovit tuto vétu:
Geometrické misto bodd, splilujicich rovnici (38), je parabola s ohniskem v bod¥ Zp=

~Zn piimkou Hdici Zy, 2 + Z132 — Z;3 = 0. Poloparametr p= 2T —

27,5 44
osy je urlen arg }—Za.
1.7 Singufhrni kuZelosetky
KuZelosecku, pro kterou plati Z =0, jsme v odst. 6.1 nazvali singulérni. Rozli¥me
nyni dva pfpady:
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N

1. Necht Z = 0; Z:3 # 0. Snadno se pfesv&d&ime, Ze rovnici (33,2) lze transformacf

posunem 2z = w -} —Z—l?- uvést na tvar (kde za w piSeme opét 2):
33

az?+2Az2z2+a22=0, aa—A2#£0. © (40,1)

Necht je dile Zg; > 0. Rovnici (40,1) Ize psit takto:
[@z+(4+iVZw)z B2 +(4—j ) Ze) 2] = 0.
Pakplati | 2 AEiVZs | — 0 a podte vysledkit odst. 5.2: rovnice
. AT j\Zy, o |
az+(A+ilZy)z=0,
az+(Ad—ijlZwz=0
jsou rovnice dvou (redlnych) riiznob&Zek.
- Necht je Zy; < 0. Na zékladé odst. 7.4 miZeme udélat tento ziv&r: KuZelosetka mé
jediny redlny bod z =
Poznimka: Snadno se presv&diime, %e rozklad levé strany rovnice (40,1) na soudin

Ize i nyni provést. Podle vysledki odst. 5.2 jsou ob& piimky v tomto pfipadé konjugované.
2. NechtZ = 0, Z;; = 0. Snadno dokéZeme, Ze Z,, je invariantni vii¢i posunuti a oto-

Cenf a Ze rovnici (33,2) lze transformovat posunutim 2 = w — na tvar (kde za w

24
piSeme opét 2)

&z”—i—ZAzz—}—ocEz—%:O,a&—-A2=O. (40,3)

Obdobné jako v prvém pﬂpadé bychom se pfesvédiili, %e levou stranu rovnice (40,3)
Ize rozloZit v soudin dvou linedrnich forem, jeZ anuloviny jsou rovnicemi pfimek, na
n&Z se kuZelosetka v tomto pfipadé rozpads, a to:

proZ,, >0 dvou reilnych rovnobéZek, .
proZ;, = 0 dvou redlnych splyvajicich piimek (Cili jedné‘dvojnésobné pfimky),
proZ,; <0 dvou konjugovanych pfimek (se spole¢nym nevlastnim reélnym bodem).

7.8 P¥iklady

L Dokdzat, Ze nutnd & postalujici podm{nka aby poldtek byl ohniskem kuéeloseé’ky,
le - 222 - o

Pro parabolu plyne tvrzeni pfimo ze vzorce (30).

Je-li Zg3 5 0, je ohnisko kuZeloseCky-(33,2) ddno vzorcem

Zo+ V=2a _ 2, + V25 —21Zx
Z33 Z33 >
odtud pro 2; = 0 ( = 1 nebo 2) je 22, =23, — Z, Zy,,

a tedy Z;; = 0 a obricené.

, 2. Dokdzat, e nutnou a postdc"ujz’d podminkou, aby existovalo posunuti, které zacho-
vdvd linedrni koeficienty kuselosecky (33,2), je: Zs3 = 0.

Z1,2 =
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li

Piedn¢ dokiZeme, Ze dané podminka je nutnd. Pro posunuﬁ z2=w-+2p 2 #*0
mus{ platit (viz rovnice 34) '

f1 (20) = E fa(20) = ﬂf

Rozepsinim dostivime soustavu
azO +A§o = 6, AZO +a§° =0,
Kters mus{ mit nenulové felen. Tedy Z’ 4 =24 = 0.

Pro dikaz postaditelnosti podminky Z;; = 0 uké¥eme, %e posunutf z=w + kZ,,
k redlné neméni linedrni koeficienty v rovnici (33,2). Plati

fi(RZy) =%kZy +ARZy + f=kZy+F =P

fa (kzla) =f1-(k213) =p.

Poznimka: Posun je rovnobéZny s osou, paraboly.

3. Stanovit geometrické misto bodii soumérnych k ohmsku podle teény o libovolném bodé
paraboly,

Parabola necht mi ohmsko v potitku. ]eli rovnice bude (viz 15)
- f®= ﬁ“zz+ﬂ”z”—2ﬂﬂzz +2f2+4+28z+4+1=0.
Tetna paraboly v bod& z, znf (viz 33,6) '
t=fi(2z0) 2 +fa(20) 2 +fa (%) =

O bodech z soumérnjch s poditkem podle teény ¢ plati (viz odst. 2.6) -
fi(z0)z + - +f3(2) =0,
! fie)F+fa@) =0, ° 2
f1 (20) 20 +fa (20) 20+ f3(20) = 0,

kde poslédni rovnice vyjadfuje podminku Ze bod 2, leZi na parabole. Soustava (*) m4
nenulové feleni,. jelikoZ parabola nenf singulirni, a tedy

a dile

z 0, 1
0, z =0
E 2 3 1
a po vydisleni
22— 2,2—2,2 =0. o **)

Soustavu (*) lze tedy pfepsat takto

\BBz+Dam—pBa—1z+BFz+1=0,
—BBE—Dam+BBE+ D7 +Z+1=0, (**)

zz, + 2Zy—22 =0.
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JelikoZ musi existovat nenulové felenf soustavy (***) (bod 2, je bodem paraboly),
musi byt deterfinant soustavy roven nule. Snadno se pfesvédéime, %e tento poZadavek
je ekvivalentni s rovnici

fz+pz+1=0,

‘coZ je hledan4 rovnice geometrického mista. Vysledn4 rovnice je rovnici fidici pfimky
(viz rovnice 15,3).

4. Najit rovnici piimek, v néZ se rozpadd kuZelosecka
22 +2Azz +az‘z"“’+27‘33+2ﬂ§+€=0,}

Z20, Zg>0. @

Rozlisime tyto pfipady:
1. C 5 0. Pak rovnice (a) je ekvivalentni s rovnici
Caz®+24C2Z +Caz?+2Chz+2CPz+Ct=
=[B+Nz+B+NE+CIE—Nz+B—y)z+C]=0,
kde y? =2 —Ca=—2;;, AC = —y7. Kulelosetka (a) se rozpadne ve dv&
riznobéZky B
_ BEPNz+@BLy)z+C=0.
2. C =0, B # 0. Pak plati
%2+ 2427 +a2+2Bz+2pz=(@Pfz+afz+28B)(Bz+B2) =0,

kde bylo pougito vztahu 24 8 = & f? + « 2, plynouciho z ptedpokladu Z =0, C =0.
Rovnice hledanych pfimek tedy jsou

afz+afz+2pB=0,

Ez-i—ﬂz = 0.
3. Ptipad Z = C = f = 0 byl felen v odst. 7.7.

resp. ¢
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