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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE 
R O Č N Í K X I I I - ČÍSLO 2 

HMOTOVÁ OPTIMALIZACE SLOŽENÝCH RAKET 

KAREL MIŠOŇ, ZDENĚK PÍRKO, Praha 

V článku se sledují různá hlediska pro dosažení minimální celkové startovací hmoty 
složené rakety při pevně předepsané hodnotě její rychlosti na konci aktivní periody 
ve svobodném prostředí. Prvé čtyři odstavce jsou věnovány raketě dvoustupňové, 
další tři trojstupňové. Teprve v dalších šestnácti odstavcích je řešen obecný případ 
rz-stupňové rakety. Jednotlivá pojetí uvádějí výsledky pro případ různých výtokových 
rychlostí v jednotlivých stupních i jejich specializaci pro společnou hodnotu výtokové 
rychlosti ve všech stupních. 

Některá řešení jsou provedena užitím koeficientů (GOLDSMITHOVÝCH, COLEMA-
NOVÝCH, WILLIAMSOVÝCH), jejichž opodstatnění poskytuje technická praxe. Pokud 
vede konkrétní určení k pracným numerickým výpočtům vyžadujícím řešení 
transcendentní rovnice, je připojen alespoň schematický nomogram ukazující způsob 
praktického řešení. Uvádí se možnost různých voleb extremálních funkcí a zvláště je 
vyzdvižena optimálnost idemparametrových raket. Na dvou místech v textu jsou 
vřazeny ilustrativní numerické příklady. 

Poslední odstavec, věnovaný ekonomické optimalizaci dvoustupňové rakety, se 
vymyká tematice vytknuté nadpisem článku. Je uveden jen proto, aby se stručně 
naznačil celý okruh otázek, jež zřejmě nelze v praxi podceňovat. 

Článek dodržuje důsledně označení užité v [10], [11], [12]. 

S e s t a v e n í : 

1. M-optimalizace dvoustupňové rakety 
2. GOLDSMITHOVY koeficienty o{j 

3. Specializace Ux = U2 

4. M-optimalizace dvoustupňové rakety; případ un = 0 
5. M-optimalizace trojstupňové rakety; řešení v M, 
6. Specializace Ui9 st = idem 
7. M-optimalizace trojstupňové rakety; řešení v Nt. COLEMANOVY koeficienty 
8. M-optimalizace složené rakety; obecný případ (P = 1//1 = extrém) 
9. Specializace Ut = idem 

10. Specializace Ui9 q{ = idem 
11. Extremální funkce 
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12. M-optimalizace n-stupňové rakety; ln P = extrém 
13. Specializace Ut = idem 
14. Specializace Ui9 qi = idem 
15. M-optimatizace n-stupňové rakety; A = l/P = extrém 
16. Charakteristická vlastnost M-optimalizace 
17. Změna optimálního P ze změny jednoho X{ 

18. Lineární vazby mezi charakteristikami a parametry; WILLIAMSOVY koeficienty 
19. M-optimalizace složené rakety; X{ = iit — vř£ř 

20. Specializace Ut = idem 
21. Optimálnost idemparametrových raket 
22. M-optimálnost rj-idemparametrové rakety 
23. M-optimalizace s rc-optimalizací 
24. Ekonomicko-optimální dvoustupňová raketa. 

1. M-OPTIMALIZACE DVOUSTUPŇOVÉ RAKETY 

Optimalizační úlohy předchozího článku*) hledaly k předem daným hodnotám 
M, Z (přesněji k jejich předepsanému poměru P = MJZ) a k dalším zvoleným hodno
tám (totiž k strukturním parametrům g,) maximální charakteristické rychlosti. 
V praxi je často významná také právě obrácená úloha, tj. k požadované charakte
ristické rychlosti (tedy k a priori dané hodnotě Vn a ovšem k dalším vybraným hod
notám) vyhledat optimální (tj. minimální) úhrnnou hmotu M. Takto definovanou 
raketu nazveme M-optimální. 

Zatím uvažujeme dvoustupňovou raketu: 
k požadované charakteristické rychlosti 

V2 = U± ln (MíJKj + U2 ln (M2JK2) , (1,1) 

kde 

Mt = Kt + Et ; i = 1,2, 
Kx = S1 + M 2 , K2 = S2 + Z , Mt=M9 

je vyhledat minimální úhrnnou hmotu M. 
Ze čtveřice volitelných podmínek nutných k úplnému určení relativního rozdělení 

hmot dvojstupňové rakety**) jsme zatím vyčerpali dvě: předpis charakteristické 
rychlosti V2 a požadavek minimálního M. Volbu zbývajících podmínek provedeme 
několika způsoby: 

a) požadavkem jisté vazby mezi hmotovými charakteristikami Sh M i ? Et (odst. 
2,3), 

*) Pokroky MFA 12 (1967), 341. 
**) Srv. začátek prvního odstavce článku: Pokroky MFA 12 (1967), 341. 
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b) vazbou mezi Sh Mt (odst. 4), 

c) vazbou mezi Si9 Et (odst. 7). 

Požadavek předpisu řeckých strukturních parametrů st probereme na trojstupňové 
raketě (odst. 5) a obecný případ n-stupňové rakety vyšetříme pro předepsané hodnoty 
latinských strukturních parametrů qt (odst. 8). 

2. GOLDSMITHOVY KOEFICIENTY axi 

Strukturní hmota jednotlivých stupňuje tvořena jednak hmotou konstrukce (včetně 
hmoty prázdných nádrží) — a praxe ukazuje, že tato část je úměrná energetické 
hmotě tohoto stupně —, jednak hmotou raketového motoru — a praxe ukazuje, 
že tato část je úměrná počáteční hmotě příslušné subrakety, tj. 

S-x = G^E, + GÍ2M{ ; i = 1, 2 , (2,1) 

kde ahk jsou jisté konstanty (GOLDSMITHOVY koeficienty). Po dosazení do (1,1) 
získáme 

V2 = Ux ln (MX\{G11E1 + G12M1 + M2)) + I7 2 ln(M 2/((7 2 1E 2 + 

+ G22M2 + Z)) . (2,2) 

Považujeme tuto rovnici za implicitní určení závislosti Mx = M^M^ a z toho důvo
du vyjádříme oba jmenovatele (rovné K12) v závislosti na M 1 > 2 (bez přítomnosti 
energetických charakteristik Elf29 které jsou na M 1 2 také závislé). 

K tomu cíli píšeme 

K1 = S x + M 2 = <r11E1 + G12Mt + M2 = G11(M1 - Ki) + G12M1 + M2 

K2 = S2+ Z = G21E2 + G22M2 + Z = G21(M2 - K2) + G22M2 + Z , 

takže 
K1 = ((GU + G12)M1 + M2)/(l + <7n) 

K2 = ({G21 + G22) M2 + Z)/(l + G21) . 

S těmito hodnotami nabývá (2) tvaru 

V2 = U1 ln M x + L72 ln M 2 - U1 ln (G1M1 + M2) - U2 ln (G2M2 + Z) + 

+ U1 ln (1 + a n ) + U2 ln (1 + G21) , (2,3) 

kde jsme pro stručnost položili 

O"; = Gn + GÍ2 ; i = 1 , 2 . 
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Při a priori daných V29 Z, Uh on, oi2; i = 1, 2 jde zřejmě o implicitní zadání M x = 
= Mt(M2), jak jsme výše připomněli. Pro postižení optima derivujeme d/dM2 

kladouce ihned podmínku extrému dM 1 /dM 2 = 0 

0 = U2\M2 - U1j(a1M1 + M2) - U2o2\(o2M2 + Z) . 

Pro užitečný parametr p2 = M 2/Z druhé subrakety dostaneme odtud snadnou úpra
vou výraz 

M2/Z = (U2 -U, + U^MJMJKU^) , (2,4) 

v němž jsou obě hledané veličiny Mt 2 soustředěny do zlomků M2/Z, Mt\M2. Tato 
podmínka vede patrně k minimu funkce M x = Mt(M2) zadané rovnicí (3). 

Optimální poměr M1\M2, popř. M 2/Z (tj. užitečné parametry první a druhé sub
rakety) obdržíme řešením rovnic (3) a (4). Vyloučením užitečného zatížení Z z obou 
rovnic 

V2 = U± ln Mx + U2 ln M 2 - Ut ln (o1Mí + M2) - U2 ln (o2M2 + 

+ U1<r2M2l(U2 - Ul + U^MjMj) + U±ln(í + oÍA) + U2 ln (l + d 2 1 ) 

dostáváme pro hledaný parametr MÍ\M2 ( = px) transcendentní rovnici 

V2 = -Ur ln ox - U\ ln (1 + M2/(r/1M1)) - U2 ln o2 - U2 ln U2(\ + 

+ ( T Í M J / M J ) + U2 ln(L72 - Ux + U^M^Mj + Ux ln (1 + oxl) + 

+ C/ 2 ln(l + <r 2 1). 

Soustředíme-li konstantní členy rovnice na levé straně 

- V2\UX + ln ((1 + ax x)\ax) + U2\UX ln ((1 + a2x)\a2) = 

= ln (1 + M2\{axMx)) + U2\UX ln (1 + axMx\M2) - U2\UX ln (1 + 

+ axMx\M2 - UX\U2) 

a zavedeme-li pro stručnost 

H -= £I2/t/i , 1 

J = -Y2/tIi + l n ( ( ! + ffn)/*i) + Mln((l + <T21)/(T2), 1 (2,5) 
x = M2l(axMx), J 

zjednoduší se rovnice na tvar 

y = (1 + /z) ln (1 + x ) - /í ln (1 + (1 - l//i) x) . (2,6) 

Odtud plyne možnost grafického určení vyšetřované M-optimální rakety: 
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Připojený grafikon závislostí y = y(x) s /i-izopletami (obr. 1) dovoluje k vypočte
ným hodnotám y, \i odečíst odpovídající x a z jeho hodnoty získat poměr M2JM1 = 
= XOí. 

Např.: Pro Ux = 3050 m s - 1 , O11L = 0,15, o12 = 0,05 (o1 = 0,2; startovací 
stupeň s klasickým raketovým motorem), U2 = 7600 m s _ 1 , oi2 = 0,25, o22 = 
= 0,15((72 = 0,4; nosný stupeň s perspektivním motorem) a pro požadavek V2 = 
= 7650 m s - 1 (zhruba první kosmická rychlost) vypočteme y « 2, 1. Z grafu pro 
/z a 2,5 odečteme x « 2,5. S touto hodnotou vypočteme M1JM2 « 2, dále z (4) 
M 2/Z « 6,2, a tedy úhrnný užitečný parametr P = M/Z = Mj/Z « 12. 

Obr. I. Nomogram k M-optimalizaci dvoustupňové rakety v GOLDSMITHOVÝCH koeficientech. 

V případě stejných výtokových rychlostí v obou stupních Uí = U2 se výrazy pro 
užitečný parametr druhé subrakety (2,4) podstatně zjednoduší na 

M2/Z = (ox\o2) MX\M2 , M2 = V(MXZ ox\o2) = Z V(P (7,/^) . 

Při další specializaci ox = o2 je na M-optimální dvoustupňové raketě užitečný 
parametr druhého stupně roven hmotovému poměru jejích sub raket. 

Podle toho, jde-li o parametr prvého druhu (řecký) nebo o parametr druhého druhu 
(latinský), jde o poměr hmoty subrakety k složené raketě nebo složené rakety k sub-
raketě. 

4. M-OPTIMALIZACE DVOUSTUPŇOVÉ RAKETY; PŘÍPAD an = 0 

Zavedené GOLDSMITHOVY koeficienty c7 f j.;i,j= 1,2 poskytují pro každý stupeň 
dvojici technických parametrů. Spokojíme-li se konstruktivně chudším předpokladem 
úměrnosti strukturní a počáteční hmoty každého stupně 

Si = diMi ; i = 1,2, 

získáme ve srovnání s odst. 2 jednodušší vyjádření. Místo tamních výsledných rovnic 
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nastoupí 

V2 = U1 ln M x + U2 ln M 2 - U± In ( f f ^ ! + M 2 ) - t/2 ln ( č 2 M 2 + Z) , 

M 2/Z = (t/2 -U± + V2d2M1\M2)Hp1d2) , 

x = M 2 / ( ř 1 M 1 ) , y = - F./t/i - ln Sx - (t/./t/O ln ď2 . 

Přechod od erřj. k ai formálně znamená položit 

au = 0 , (7I2 = čřř ; i = 1, 2 . (4,1) 

5. M-OPTIMALIZACE TROJSTUPŇOVÉ RAKETY; ŘEŠENÍ V M{ 

Myšlenku odst. 1 netřeba nijak omezovat na dvoustupňovou raketu. V případě 
obecné n-stupňové rakety jde o předpis charakteristické rychlosti 

^ = Z ^ l n ( M l . / K í ) . 
i = l 

Než přistoupíme k obecnému řešení, probereme v tomto odstavci za účelem prohléd
nutí metodiky výpočtů případ trojstupňové rakety n = 3. Aby nešlo jen o pouhé 
rozšíření předchozích výsledků, uvažujeme místo předpisu vazeb GOLDSMITHOVÝMI 
koeficienty konstrukční zadání řeckých strukturních parametrů st. 

Jde tedy o úlohu: 

Při předepsané hodnotě 

F 3 = £ t / > ( M « , (5,1) 

kde 
Kt = 5 ř + M í + 1 , ^ = etN,, N, = M, - M ř + 1 ; (5,2) 

i = 1, 2, 3 : M4== Z 

minimalisovat veličinu M t = M. 

Rovnice (l) s užitím (2) poskytuje závislost 

V3 = Ut ln M1 + 172 ln M 2 + Í73 ln M 3 - Ux ln ( e ^ + (1 - ej) M 2 ) -

- 172 ln (e 2 M 2 + (1 - e 2 )M 3 ) - I73 ln (e 3 M 3 + (1 - e3) Z) , (5,3) 

která při daných hodnotách V3, Z, 17,, e;; i = 1, 2, 3 obsahuje triádu proměnných 
M,; i = 1, 2, 3. Nutné podmínky sledovaného extrému 

dM1ldM2 = dMtldM3 = 0 
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vyjádříme stanovením parciálních diferenciálů dM ; z rovnic 

(SYa/SM,) d M t + (8V3JdM2) d M 2 = 0 , 

(dV3jdM1) dM. + (dV3ldM3) dM 3 = 0 , 

kde F 3 je dáno pravou stranou rovnice (3). Obdržíme tak 

í-i U& - \ŮMl + (^--—U^-^ 
My SyMy + (l - fij) M 2 / \M 2 6.M. + (l - e.) M 2 

d M 2 = 0 , 
U282 

e 2 M 2 + (1 — e2) M 3 

Í_L _ ^ V \ d M i + ^ _ i/_(- - o 
M І ЄiMt + (1 - Єj) M 2 / V м з e2M2 + (1 - є2) M 3 

l/,Є W 3 = 0 
e 3 M 3 + (1 - e3) Z/ 

I lze psát podmínky extrému 

1 £2 V L_I£L___C/1=O, 
M2 e2M2 + (1 - є2) M3J e.Mj. + (1 - e.) M 

1 8 я ^ U3 — - - " I/2 = 0 
Jlf3 e 3 M 3 + (1 - e3) Zj e 2 M 2 + (1 - e2) M 3 

čili 

(1 - e2) C/2M3(e1M1 + (1 - e.) M 2 ) - (1 - et) U1M2(E2M2 + (1 - e2) M 3 ) = 0 

(1 - e3) L/3Z(e2M2 + (1 - e2) M 3 ) - (1 - e2) t/ 2M 3(e 3M3 + (1 - e3) Z) = 0 . 

(5,4) 

Obě závislosti vedou patrně k minimu funkce M_ === M1(M2, M 3 ) určené implicitně 
rovnicí (3). 

Optimální poměry M1JM29 M2\M3, popř. M3\Z obdržíme řešením transcendentní 
soustavy (3) (4). Lze použít tohoto iterativního postupu: 

Za účelem řešení podle M2\M3, M3\Z přepíšeme (4) do tvaru 

(1 - 82) t/2(£ lM_/M2 + 1 - 8 0 M3\M2 - (1 - fi_) t/_(e2 + (1 - e2) M3/M2) = 0, 

(1 - e3) U3(s2M2\M3 + 1 - e2) Z\M3 - (1 - 82) U2(83 + (1 - c3) Z/M3) = 0 . 

Získáme tak 

M2_ = 1 - e 2 (72 - 17, £_(! - e2) L^ Mj_ 

M3 e2 t/_ e2(l - 8_) (7_ M2 ' 
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