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FRANT. FABIAN .

THEORIE PRAVDEPODOIBNOSTI
. A MATEMATICKA STATISTIEA V POLSKU*)

V Polsku jsou dvé centra, zabyvajici se theorif pravdépodobnosti a matematickow
statistikou, a to ve Vratislavi a VarSavé. Oba kolektivy maji dlouhou tradici, a u kolekti~
vu ve Vratislavi moZzno pifmo mluvit o Skole theorie pravdépodobnosu, vedené prof.
H. Steinhausem.

Struéné o celkovém zaméfeni price: :

Po theoretické strénce zabyvaji se ve Vratislavi pfedeviim zkouménim zikladnich pojmi
theorie pravdépodobnosti a matematické statistiky (a to zejména v souvislosti s metho-
dou Bayesovou), a theorif her; déle pak theorii rozhodovacich funkci, theorif stochas-
tickych procesd a theorif miry. Diraz kladou pfedeviim na uvedené prvni dv& skupiny
problému. Po strance aplikaci rozfeSili a fe$i fadu problému (pod vedenim pfedeviim
prof. Steinhause a prof. Perkala) z antropologie (v tomto sméru velmi tzce -
spolupracuji s antropologickym tustavem PAN, kde prof. Wanke vypracoval origi-
nilni statistickou metodu pro zhodnoceni antropometrickych' méfeni) a hutnictvi.
V poslednim zejména jde o odhady mnozstvi jednotlivych sloZek v rudéch, o stanoveni
typu a rozsahu vybéru pro tyto odhady atd. Rada praci byla provedena pro lesnf pri-
mysl a zemé&d&lstvi (prof. Perkal); pracuje se na urceni optimélniho rozdéleni velikosti
pro kabity a Saty v riznych vékovych intervalech pro primysl textilni, na stanoveni
vztahl mezi vy$kou a vahou zejména u déti, a byly stanoveny zajimavé statistické zi-
véry (prof. Lukaszewicz) pro dikazni.fizeni (v medicing, soudnictvi) pfi uréovani
otcovstvi. Provadéji se pokusy stanovit urdity vhodny statisticky ukazatel k definovaini
pojmu ,epidemie“. Se strany prévnikid jsou pokusy fedit statistickymi metodami né-
které problémy pravni védy. V celku mensi pozomost je zde v€novéna aplikacim v pri-
myslu strojirenském.

Var$avsk4 skupina klade v theoretickém badéni diiraz zeiména na theorii limitnich
zékon (prof. Fisz), stochastické procesy a theorii informaci (prof. Rajski). Je zajimavé
poznamenat, %e privé v posledni dob& byl ziizen seminidf z theorie informaci (prof.
Nardzewski), ureny pro matematiky nepracujici pfimo v theorii pravdépodobnosti.
Vyrazn& je vidét zaméfeni aplikaci tohoto centra: Aplikace ve strojirenstvi (zejména.
kontrola jakosti), a v nirodnim hospodafstvi. Prvni zaméfeni fidi prof. Oderfeld,
druhé pak prof. Oskar Lange.

Nyni stru¢né pojednejme o vychov€ posluchatii a védeckych pracovniki. Pfedeviim
konstatujme zékladni pfednost obou skupin proti pomérim u nis: na seminifich,.
v&novanych theorii pravdépodobnosti a matematické statistice, urdenych pro védecké
a pedagogické pracovniky, anebo pro né spoletné se studenty nejvyssich ro¢niki chodf.
pracovnici jak z Akademie, tak University, Techniky i Vysoké 3koly planovéni a statisti-
ky (ve Vardave), at uZ semin¥ poféd4 kterdkoliv z instituci. Seminéfe (i referéty na pf.
matematické obce) jsou vedeny pracovné, neforméing, a moZno je rozdélit asi do tfi
skupin:' Seminéfe, kde se pfednaSeji vlastni ucelené zivéry, seminife, kde pfednasejici
uvadéjf v&ci nehotové a ukazuji na moZnosti feSenf uvedené problematiky, a seminéfe,
kde se referuje z domici & zahrani¢ni literatury. Viechny seminife a pfedniiky, a to-

*) Poznatky, nabyté z mési¢niho pobytu v Polsku v listopadu 1956.
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- jak ve Vat3avé, tak Vratislavi se vyznaCuji tim, Ze posluchadi se nejen aktivné (a to velmi
konstruktivng) zicastni ‘diskuse po dvodnim referdtu & pfednésSce, zejména poukazujice
na dal$i problémy, ale zasahuji do pfedna$ky i béhem jejiho prib&hu, zejména na semi-
néfich  druhého a tfetiho typu. Skuteéné vzornym typem semindfd jsou seminife prof.
Steinhause a topologicky seminif prof. Knastera ve Vratislavi. AvSak i ostatni
seminéfe na pf. prof. Oderfelda z kontroly jakosti a prof. Sadowského ze statistiky
ve Var3ave jsou vzorné vedeny a vedou posluchace k samostatné prici. Co se tyce vyuky
v theorii pravdépodobnosti a matematické statistiky na vysokych Skolich, pak ve Vra-
tislavi jsou soustfedény pfednéSky na universitu, kde v3ak theorie pravdépodobnosti
a matematick4 statistika neni samostatnou specialisac{ v nalem smyslu; rovnéZ rozsah
a pocet prednasek z tohoto oboru je zatim uZ$i neZ u nis. Kromé toho pfednasi se ve
Vratislavi kurs z matematické statistiky na nékterych piirodovédeckych fakultich.

Ve Variavé je soustfedéna vychova matematickych statistiki va Vysokou $kolu pli-
novéni a statistiky, kde na sméru statistiky vedle pfednéSek z theorie pravdépodobnosti
a matematické statistiky je pfednisen podrobny kurs kontroly jakosti, vybérové metody
atd. Zavedena bude, jak se pfedbéin¢ plinuje, pfedniska z aplikaci matematiky v ni-
rodnim hospodifstvi. Na matematické fakulté university je pak v nejvysSich ro¢nicich
smér matematické statistiky a theorie pravdépodobnosti ve formé& nékterych speciil-
nich pfedniiek z theorie pravdépodobnosti a matematické statistiky.

Nakonec ukaZme aspofi stru¢né obsah jednoho seminife ve Vratislavi, a jednoho ve
Var3avé, které poklddim za nejcharakteristiét&j$i v soudasné dob& pro dotyénou 3kolu.
Na seminafi prof. Steinhause ve Vratislavi referoval prof. Zubrzicki o své a Stein-
hausov€ préci (patrn€ bude podrobn€ publikovéna), tykajici se problému pravdépo-
dobnosti a vérohodnosti.

M¢jme Poissoniv proces, definovany funkci rozdéleni

(k) (Ckil) e—c.h,

kde ¢ je neznémjf parametr. Uvedeny vyraz mono na pf. interpretovat jako pravdé-
podobnost, Ze v Casovém intervalu délky 4 pfijmeme k& signili. Necht » je ndhodné
veli¢ina, na pf. pocet signili na intervalu délky 1. Hleddme pravdépodobnost

Plc<ajx =K. 0 ¢ < oo.

K vypoétu této pravd€podobnosti viak potfebujeme apriorni rozdéleni parametru
¢: P (c < a), které neznime. Abychom mohli otizku zodpovédét, pomiiZeme si jistym
obratem. PoloZime

Ple<alx =k) =P(x = klc = a).

Vyraz na pravé strané—mterpretovany ;ako pravdépodobnost—umime urdit; pro-
toZe potom ale vyraz na levé strané — pfi zachovéni znaménka rovnosti — ztrati pu-
- vodni smysl, budeme jej oznacovat jako vérohodnost. Odpovéd v této formulam ozna-
&ime jako vérohodnou.

Polozime:
| V(e < afn — Byms P (x> klc — o).
Sarkadi (1953) odvodil pak toto tvrzeni:

Py (c<afx =k) = V(c<alx =k).

250
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. Vyraz Psy m4 smysl: ,,praydépodobnost pti Bayesové hypothese®, t. j.

e =, 0% S L

Koneéné poloZime ..
def
lim P&} (c < a/x = k) = Psy (c<afx= k) Vic<alx= k).
L—> »

Bylo konstatovéino, e tvrzeni Sarkadiho, %e relace plati bez BH, je faleiné; BH je
v odvozeni skryta. Odvozeni bylo rovnéz provedeno pro rozdéleni. hypergeometrické
misto uvedeného rozdéleni Poissonova.

Byla ukézéna aplikace na kontrolu jakosti:

M¢jme dva vyrobni pésy. Pfedpoklddejme, Ze rozdéleni poétu vadnych je na obou
pasech Poissonovo, s parametry skutetné kvality cr a cnr a Ze procesy jsou vzéjemné
nezivislé, Ptejme se, ktery p4s poskytuje vyrobky lepsi kvality.

Necht ndhodn4 veliina (pocet vadnych) na pasu I. je »,
na pasu II. je p.
Potom se ptime na

P (%w/u —mutr=mat n))
v t. zv. pfipad¢ ,klasickém‘, nebo | |
P(ﬂl—>a/,u— m, v ——‘n))
v t. zv. pfipadé ,,sekvenénim“.

‘Resenf tlohy tedy vyZaduje znaloét apriorniho rozdéleni pro velidinu %; pokué
moZno déle zafidit na pf. tak, aby ¢ = 1 (na délce pasu nezileZi). Opét tedy poloZime:

def
Klasicky pfipad: V(——>oc/y—-m,/,¢+ Y =m +n)

=P(,u§m/—c—n—>a,,u—{-1'=m+ n),

def
sekvenén pfipad: V(—— > oz/,u =mv = n)

def

‘(,uS m/—~—> a,v—n).

- Pravdépodobnosti na pravych stranéch moZno ziskdt bez predpokladu znalosti aprior- -
nich rozdéleni.

UvaZujme 3 hypothesy, pro které byly pfipady feéehy

HoEP(g<a>=lf -, 0SS a<o
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(je vidét, ze P (-‘5"—< ) (——<a))
1 (%4

‘H;, = log (1 + %) mé na <0, o) rektangulirni rozdéleni.
1

Tento pfipad je ncjzaiimavéiéi.
H,= —ii mi na < 0, o rektangulirni rozdéleni.
,
Potom se ukazuje, %e plati tvrzeni:
Klasicky pfipad:
P(’)( >a/ﬂ—m,,u+v_m+n)

=V(£—>a/,u=m,,u+v=m—}-n+l—j)

proj=0,1,2, an>j, jje &slo hypothesy.

Analogicky vztah se urdi pro pfipad sekventni, odkud vyplyne vztah mezi pfipademr
Klasickym a sekven¢nim.

Naskytd se jeSt¢ dal$f otdzka: Urcit pravdépodobnost, Ze nejblizii vadny vyrobek
po ureném &asovém okamZiku bude na pasu I. (IL.). Ozna¢me

a e
q ==

P:¢=1+ e’ a4+ e’
Oznadime-li 71 a T dobu neZ pfijde zmetek na I., resp. II., bude

P(ri<a)=1—exp(ca) i=11IL

(o> =(5>)

o .
T Tedy

Zfejmé& plati

Zkoumejme pak jev (¢ > f)), kde zfejmé f =

def ~ :
V>plu=mp+rv=m+n=Pumg=4 p+v=m+n).

Hypothesy nabudou tvaru:

H, = ¢, p = 1 — ¢ ma rektangulérni rozdéleni na < 0,1).

H; = log

fl

T—5 m4 rektangulédrni rozdéleni na << 0, «).

I

H! —;1— mé rektangulérni rozdéleni na < 0, o).
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.Anajogicky jako shora dostaneme tvrzeni (pro klasicky pfipad):

PEhg>Blp=mp+v=m+n)=V(g>fu=mp+v=m+n+1—j
proj=0,1,2 an = j, f je &slo hypothesy.

‘Poznamky: 1) Pro j =0 byl pfipad v r. 1951 podrobn& zkouméin prof. Oderfeldem.
2) Pro j =1 se strany co do velikosti rozsahi kryji.
3) Za apriorni rozdéleni P (¢ <) moZno volit rozdéleni ve tvaru neuplné
p-funkce, &m¥ dostaneme velmi obecny piipad (Sarkadi).

Ve Variavé, v matematickém ustavu PAN byl v leto$nim Skolnim roce zaveden se-
:minif z matematické statistiky, kde jsou probiriny aplikice matematiky v nirodnim
‘hospodéfstvi. UkaZme struné obsah jednoho seminife, vedeného prof. Oskarem Langem.

Predpokléddejme narodni hospodéfstvi rozd€lené na » &isti (sektorli, na pf. hutnictvi,

. Ziyoti¥n4 vyroba, atd.). Oznatme celkovou produkci v i+té &asti X;; necht x;; je piechod
-produkce z i-té &isti do j-té; x, necht je pfidél pracovni sily, s; pak zisk a x; c1st§' pro-
.dukt v i-té oblasti. Vie uvaZujeme v penéinich jednotkach. Dostaneme matici pfe-
«chodl produkce

X, Xo1 Xo2 e Xon [ %o
X, X131 X12 S X1n X1
X, Xg X190 Ce Xow Xy
.
Xn X1 Xp2: “ e e Xnn Xn
31 Sa .« o Sn

“Tedy:

on
Xi = E Xij + Xi, i=0,1,2,...,n

i=1

_JelikoZ prvky matice jsou v penéin(ch jednotkdch, miZeme psét i

Xi = xoi + Xji + Si (u Marxe: v + ¢ + n) 1=0,1,2,...,n
*Odtud dostaneme

n ) n
R
2 Xij + % = 2 Xji + Xoi + si i=12...,n

j=1 j=1

2 xij + xi = 2 x)‘i+xoi+$i, Hi=12...,n

J*i J#i /

-{Soudet odlivi + Cisty produkt = soudet piilivii 4+ hodnota pracovn{ sﬂy + zisk, pro
si-tou oblast.)

LGili:
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Analogicky vztah mo¥no zformulovat pro roziifeny reprodukéni z4kon. Jiny zévér

mozno psat:
n n n
E Xi = E Xoi + 2 St
i=1 i=1

i=1

(celkovy &isty ndrodni diichod = soudet platll 4 soudet ziski).
Jestlize bychom uvaZovali misto pen€Znich jednotek jednotky naturdlni (Q), dostane-
me ) .

(% do1 902 oo don Qo
O 9u 12 o din ¢
Qs qa1 qa2 o q2n 92
On qm In2 S gnn qn

Tedy

.
Q,~=2 qii + ¢ i=0,1,2,...,n
i=1
Je ziejmé, Ze v tomto pfipadé soutty po sloupcich nemajf smysl
Dalii problematika se to&i kolem zévislosti mezi technickymi podminkami a vysled-
kem vyroby. Zavidi se pojem t. zv. technickych koeficientd. PoloZme

qij
Qj 3
(Na pt.: je-li ¢;; mnoZstvi v tunich ur&itého uhli potfebného na vyrobu oceli, Q; je

mnozstvi oceli v tunich, bude a;; mnoZstvi uhli (v tunich) na tunu oceli.)
Podobné ‘

ajj = .i,j=l,2,...,n.

9o
“= g

bude na pf. pracovni sila potfebnd na vyprodukovini iednoiky vyroby j. Dostaneme
opét celou matici technickych koeficientd.

ay; Qg2 e Qon
an Q3 c e Gin
Qn) QAn2 e Qnn

Tyto koeficienty moZno ziskat: ) statisticky z empirickych dat vyroby,

f) z norem.
Druhy zpisob se poklid4 za leps$i; neméme-li k disposici normy, uZijeme statistického
materidlu. Maji tedy a;; smysl technickych norem. :
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Dostaneme

n
Qi = 2 aij Qi + gis
=1
resp. pro pracovni silu ’

n

Qo=ZaoiQi+‘Io-

=1

Odtud

] .
ny .
4i=Qi—2 aij Qj 1=12,.
=1
coZ je n linedrnich rovnic s koeficienty a;;. Matice soustavy bude

l—a,;, —a,, ... —ain

a21 1 Qg0 R Q2
=A

—Qy —Qp ... 1—an,

(neuznime-li pojem ,,vmtrniho obratu“, bude a;; =0 pro v§echna K v n&kterych
oblastech viak, na pf. v zemé&d&Istvi, je tento obrat velky).

V podstaté jde o 27 nezndmych, kde » veli¢in j je danych planem (na pf. Q,) a druhych »
je vizanych (na pf. ¢;). Méme tedy n stupiid volnosti, a ostatnich » hodnot je déno
techmckym1 podminkami. Kdyby matice A méla ¥4d n — s, byl by poéet stupii vol-
nosti 0 s mensf. Polet stupiiti volnosti ‘plinu vyplyva tedy z Ffadu matice technickych
koeficientd. ,

Refenim dostaneme na pf. ' )

£ ZAUqJ "
Q.-=’_1|AI =20ijq;',

j=1

-

.
e

24

M tedy c;; smysl ukazatele, jak zvyiit vyrobu v ¢ (na pf. v uhli), chceme-h zvysit vyrobu
v j (na pf. oceli) o jednotku. Pro pracovni sflu dostaneme .

Qo=2"7aoii'0fk gk + do =

j=1 k=1
n

= 272w eran

k=1 j=1

-
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n n
= 2 quk+90a(2 aojcjkzcok),
k=1

i=1

kde koeficienty ¢x maji analogickou interpretaci, jako je tomu u koeficientd c;;.
Dalsi zévéry ziskime zavedenim cen; necht p; je cena i-tého produktu. Bude:

Xi =i Qi xi = pi gi5 %ij = Pi Gij-

Vektor cen bude (pg, P15 - - - 5 D).
Dosadice do shora uvedené rovnice pro hodnotu celkového produktu

X,-‘ = X9i + E Xji + Sis

j=1
-dostaneme
i Qi = podoi i+ 2 pigii +7i Qi i=1,2...,m,
i=1
kde zisk na jednotku produkce v i-tém sektoru z; = Ll:nazveme stopou zisku. Déle
1
Ize psat
2i Qi = Poaoi Qi + 2 25 4iQi + miQi, Qi # 0,
=1
odtud ’
Pi = Dol + E pai+ 7 i=12,...,m
=1
kde neznimymi mohou byt ceny a stopy zisku, t. j. 27 + 1 neznimych
(Pos P1s + + + 5 Pn3 M5 Mgy « « « 5 Tn)- a

Z posledni relace vyplyva na pf. zajimavy zavér, Ze platy, ceny a stopy zisku jsou Zévislé
pouze na technickych podminkich, a jejich vazba je nezivisld na Q.
Opét dostaneme -

(A —ai)pi— 2 Qji P — BoiPo = Mis Bj = 1,2,...,m,
i*i .
a tedy matice bude

1—a,; —ay e e . —Qm —Aay

—a,, l—ay, ... —an, —ay,

—an —0an o« o 1—ann Qon
A’

.
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Dalii rozbor pak z4visi na matici A’. Jsou-li na pf. déle dany stopy zisku, zbude n + 1

neznimych; systém m4 pak n + 1 stupiiti volnosti. Jsou-li ddny ceny a platy, jsou stopy

zisku dény technickymi podminkamx Polet stupﬁﬁ volnosti se sniZuje s fidem matice.

. Matemancky vztah mezi maticemi A a A’ je zfejmy; odtud moZno vyvodxt dalif
zavéry.

Zavedme dile koeficient a;;’ = ;{' . Bude tedy
' )

Di

? _

Tento koeficient udéva, kolik pen&Znich jednotek nutno vydat na sektor i, aby se vyro-
bila penéini jednotka produkce v sektoru 1 Analogicky jako shora moZno opét ziskat

jistou matici té&chto koeficientd (nazvéme je na pf. matenﬁlnich nékladl) a zkoumat
jejf vlastnosti.

Necht X; = X; + Xi (t. j. v pendinich jednotkich) a

’
aj; = aij.

, Xit = Xij + Xik,
bude ) 0 .
a.‘, _ o xi _ xy+ w6 X+ ai Xe
X Xj + Xi Xj + X

a tedy celkovy koef:cncnt je roven vifenému priméru koeficientd sloZek.

I zde po pfedniice, Kterou vyslechla velkd fada jak matematikd, tak statistiki, eko—
nomdi a plinovatd, se rozvinula Siroké diskuse.

" Pfedeviim bylo konstatovino, Ze v disledku vyfteného mé plin omezeny poet stup-
it volnosti. Z toho tedy pro praxi plyne, Ze ,,plinuje-li“ n&kdo viechny faktory bez
znalosti (t j. matematické) vézanosti jednotlivych faktord, jako by vSechny byly
nezivislé, to za dusledek, %e dojde k fad& malych pHpadné dalekoséhlych
dxsproporci

Mnoistvi price potfebné na vjrobu jednotky je vyznateno technickymi koeficienty.
JestliZe pak ceny jsou pfesn¢ mnoZstvim préce vloZené do vyroby a vyjddfené v penézich,
pak daldi vztahy jsou-véci pouze technickjch podminek,

Byla diskutovidna otizka rozbiti pivodniho systému na m nezévisljch podsystémi,
(t. j. jistd a;; = 0, neb aspoil a;, = 0), coZ by se projevilo i ve vlastnostech uvedenych
matic, pak by plin bylo moZno rozdélit na m dil¢ich plind nezavislych,

Poznéimka. Kritické pfipominky s ekonomického hlediska k prvé uvedené mate-
matické metod€ v nérodnim hospodéistvi viz v &linku T.  Rjabuikin, Balansovyje
postrojenija v burduaznoj statistike, Vestnik stansuky, ¢. 6, 1946. K ¢ldnku se v pHS-
tm &sle je$t€ vritime.
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