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VACLAV HAVEL

NEKOLIK POZNAMEK K THEORII PROMITANI

Tento piispévek se skldd4 ze dvou samostatnych &istf. V prvnf &sti se podavé elemen-
tirni dikaz zobecnéné véty Kruppovy, zvané téZ nékdy zdkladni vétou centrilni axono-
metrie, a vicerozmérné zobecnéni véty Glagolevovy o perspektivni poloze dvou simplexii
s vlastnimi vrcholy. V druhé &sti se vySetfuje v zobecnéném promitini Mongeové
uréeni bodového Htvaru prostfednictvim jeho orthogonilnich priméti. ‘

1. O v&t&¢ Kruppové a Glagolevové

Budeme vy§etrovat redlny rozdifeny prostor E, (n = 3) a zavedeme nejprve nékolik
potiebnych pojmi.
~ Soufadnicovou konfiguraci nazveme posloupnost vzdjemn& riznych bodd O, 4;,
Ay ...,A4, B, B;, » By, pFitemZ tisecky O'A! jsou vzijemn& kolmé a stejné dlouhé,
a kaidy bod B’ je nevlasmim bodem piimky O’'4/.

Za d,-konfiguraci prohlisime posloupnost bodi O, 4, 4,, ... s Any By, Byy .. . 5 Bn,
leZicich v téZe vlastni nadroviné g, pfi ¢emZ kaZd4 trojice O, A4i, Bi obsahuje rizné
Kkolinearni body B,, By, . . . , Ba linedrn& vytvéfejici nadrovinu p. PfidruZenou kvadriku
definujeme takto: Vytvafeji-li body 4,, 4, . . . ; Aa lineirn& nadrovinu g, pak existuje
podle Desarguesovy véty k simplextim 4,4, . . . An, BBy . . . Bn, perspektivnim podle O,
osa perspektivity; je ji (n — 2) rozmérny podprostor p. Jestlize body A4;, Ay, ..., Aa
jsou linedrné zavislé, pak vytvéreji linedrné (» — 2) rozmérny podprostor, ktery oznadime
rovnéZ p. Harmonicky pél prostoru p vzhledem k simplexu B,B,...Bx oznaéme P.
Potom (72 — 1) rozmérnou kvadriku, pro niZz B;B,...B, je polirni simplex a p, P
polirng sdruZenou dvojici, nazveme pfidruZenou k dané d;-konfiguraci. (Tato pfi-
druZeni kvadrika je vidy imaginirni, jak Ize snadno dokizat.)

DokéZeme elementirnim zpisobem vétu, kteri je vicerozmérnym zobecn¥nim jedné
véty Kruppovy, a kterd byvé téZ oznalovina jako prvni zdkladni véta centriini axo-
nometrie (viz [2]).

V&ta 1. Dand d,-konfigurace je primétem nékteré soufadnicové konfigurace, prdvé kdyZ
pfidrufend kvadrika je imagindrni sférou.

Dikaz. a) Necht d,-konfigurace &+ = {0, 4, 4, ..., A,., B, B,, ..., By}, leici
v nadroviné g, je primétem squfadnicové konfigurace y ={0’, A;, 4y, ..., Ay By,
B, ..., B,} z centra S. Bod S je vlastni; kdyby byl nevlastni, pak priméty B; bodi B;
byly by nevlastni, a tedy body B; byly by linedrn& zdvislé, coZ odporuje definici d;-
konfigurace. PonévadZ piimka O’ 4;, je kolm4 knadroving O’ 4/, 4;, . . . 4i, (1593, . - - 5 I
je libovolné pofadi indexii 1, 2, . . . , 7) ,je té% pHimka SB;, kolm4 k nadroving SB;, . . .
.. .'B;n. Dokézeme, Ze téZ piimka SP je kolmi k nadrovin& S p (P, p byly definoviny
pfi vykladu pojmu pfidruZené kvadriky). Vskutku, sestrojme nadrovinu a«;, ;,, kterd
prochézi body O', 4i,, Ai,, . .., Ai, a je kolm4 k pfimce 4;, A},; @i, i, prochazi stfedem
M;,;, usetky Aj Ai, a tedy pfimka SP je rovnob&ini s «;,;. Podrobné: Nevlastni
body piimek O’ 4., O’ A4}, O’ M;;,, A} A, tvoii harmonickou &tvefinu, a tedy té%
praméty téchto nevlastnich bodd z S do ¢ tvofi harmdnickou &vefinu. Aviak tyto
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priméty jsou body B;, B;, » p, B;, B;, » PB;, ...Bi, B; B;,. Tedy bod P je primétem
nevlastniho bodu nadroviny a;, ;,. '

Aviak p je priumétem nevlastnfho ttvaru nadrovmy A 4, .. .4, takZe spoletni
piimka nadrovin a;,,;, kterd je kolmi k A4; 4;...4;, je rovnobézné s pfimkou SP,
a tedy SP je kolmé k S p.

Kvadrika pfidruZen4 je zékladni kvadrikou polarity ‘P v nadroviné g; polarita f pro-
mita se z S polaritou ‘B. Vzhledem k tomu, Ze kazda pfimka SB;, je kolma k nadroviné
SB;, .. .Bi, ak tomu, Ze piimka SP je kolm4 k nadrovin€ S p, je polarita  pravoihla.
Z projektivni geometrie je znimo, %e pak zdkladni kvadrika polarity B’ je imaginirni
sférou. Avsak tato zdkladni kvadrika je kvadrikou pfidruZenou, takZe pfidruZens kvadrika
je vskutku imaginirni sférou. ‘

b) Necht d,-konfigurace & = {O, 4,, Ay, . . . , An, By, By, . . . Ba}; leZici v nadroving
@, mé za pfidruZenou kvadriku % imaginirni sféru. Za stfed promitini prohlisime bod S,
ktery je stejné vzdalen od nadroviny g jako od stfedu kvadriky k. Na pfimce SO zvolme
libovolné bod O’ (vlastni a riizny od S), vedme jim piimky a;|'SB; a uréeme na nich -
body 4A; = ainSA; (1 =1, 2, ..., n). Body A4; jsou vlastni. KaZd4 pfimka a; je zajisté
kolm4 k nadroving, lmeémi vytvorené ostatnimi a;. Tedy tisecky O’A’ jsou navzijem
kolmé. DokaZme, Ze )sou téz stejné dlouh¢.

Simplexem O'A4;, . , proloZme nadrovinu a;,;, kolmou k piimce A4; 4, (i1,
T3 .« . In je libovolné pofadi indexd 1, 2, ..., n). Nadrovina «;,;, obsahuje nevlastnf
bod pfimky SP. Podrobné: Kvadrika % je imaginérni sférou, a tedy, jak je znimo z pro-
jektivni geometrie, protoZe P, p jsou poldrné sdruZeny vzhledem ke k, tedy pfimka SP
je kolm4 k S p. Aviak p je primétem nevlastniho ttvaru nadroviny A; 4;. . . 4u, takZe
i, i, obsahuje nevlastni bod pfimky SP. v

Harmonické ¢tvefing bodd B;, B;, » p, B;, B, » PB;,...Bi, B;, B;, odpovidé har-
monickéd tvefina piimek, jdoucich bodem O’, a to: piimky b;,, ;, rovnob&Zné s B;, B;, ,
piimky b7, ;, pilici usecku 4;, 4;, a pfimek a;, , a;,. ProtoZe pfimka SP je rovnobéZna
S &, iy leZi bY i,y v @, iy @ tedy @, ;, prochazi stfedem tsecky A;, A4;,. Z toho dile plyne,
Ze useky O’ A4}, O' A4;, jsou stejné dlouhé, jak bylo dok4zat.

V dal$im dokidZeme vicerozmérné zobecnéni véty Glagolevovy (v1z [1], str. 46)

V&ta 2. Necht jsou diny n-rozm&rné simplexy y;, y4 s vlastnimi vrcholy. Pak existuje
nevlastni bod S tak, Ze y, je perspektivné poloZeno vzhledem k stfedu perspektivity S
se simplexem y; podobnym s y,.

Dikaz. Existuje afinita % daného prostoru, kterd pfevadi vrcholy simplexu y, ve
vrcholy simplexu y;. Necht x je libovolnd n-rozmérnd sféra; pak U » je n-rozm&rné
kvadrika, na niZ lze najit (n — 1) rozmérnou sféru A. TéZ A 4 je sférou. Provedme nyni
podobnostni transformaci P daného prostoru tak, aby B 4 bylo shodné s % A. Konein¢
provedme orthogonilni transformaci © daného prostoru tak, aby OP 4, A A splynuly.
Pak transformace OPUA—! je perspektivni afinitou daného prostoru; nadrovina samo-
druZnych bodi obsahuje sféru A A. Simplex OFP , je tedy podobny se simplexem y,.
Véta je dokizina.

Nahradime-li ve v&t& 2 konfiguraci ¥, obecnou konﬁguraci (n — 1) dimensionilnf,
pak véta ztraci svou platnost (viz [2], poznimka o zobecnéni véty Pohlkeovy).

2. Véta o maxxmﬁlnim origindlu

Vprostoru Ea (7 2 3) vybereme n—m -+ 1 podprostord iz dimense m (2 < m < n— 1)
které jsou navzijem kolmé a které prochézeji tym? podprostorem & dimense 2 m — .
Kolmy primét dtvaru U do primétny ‘a oznatme U; 1 = 1,2, ..., (n—m 4 1).
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’

Véta 3. NechtV je bodovy ttvar, leZici v primétné ‘o (f = 1,2,...,n—m + 1).
Pak jsou ekvivalentni tyto dvé podminky

(a) Existuje bodovy tutvar U cE, tak, Ze U; =iVproi=1,2,...,n—m + 1.

(b) Kazda nadrovina w | & bud protini soudasn& viecka {V anebo neprotini Z4dné
Vi=12,...,2—m+1).

Dikaz. Kazdy bod B leZi spolu se svym1 priuméty B; v téZe nadroving kolmé ke '3
Existuje-li tedy takov4 nadrovinaw | &, kterd alespoii jedno {V protiné a aléspori jedno
iV neprotind, pak hledany originil U s vlastnosti U; =V neexistuje.

Necht plati podminka (b) a necht ttvary YV jsou neprizdné. KaZzdému bodu X €1V
pfifadme neprizdny wtvar /u (X)cw o /V(j=2, 3,..., n—m + 1), kde o je nad-
rovina, jdouci bodem X kolmo ke £. Z kaZdého /u (X) vybereme bod /X a stanovme
prasetik O (X, %X, 3%, ..., »—m+1X) promitacich prostoria Jn, I X € in | Ja.
Bodovy itvar, vyplnény body O (X, %X, 3X,...,"— ™ +1X), je Zidanym iitvarem U
s vlastnosti U; = V. Viecka mo2n4 pfifazeni X —2u (X), 3u (X),...,*— "+ 1lu (X)
poskytuji viecky moZné originily U s vlastnosti U; =¢V. Sjednoceni viech t&chto
- origindli U nazveme maximilnfm originilem vzhledem k ttvarim ‘V; maximélni
originil je oviem urlen jednoznaéné. Dikaz véty 3 tm ukondujeme.

NejduleZit&jsi specialisace vznikd pro m = 2, resp. pro m = n — 1. Pro n = 3 dost4-
vame se ke klasickému promitini Mongeovu, takZe vétu 3 lze uZit pfi budovini Mon-
geovy projekce. Véta 3 chce zpfesnit b&né tvrzeni, uvddéné v udebnicich deskriptivni
geometrie, Ze toti svymi priméty nemus{ byt originil jednoznatn€ uréen. Na vét€ 3
Ize zaloZit theorii jednoznaného uréeni n&€kterych bodovych titvart uZitim jejich prumétd.
Zobecnéni véty 3 pro mnohostfedové promitini je nasnad& a nebudeme je zde provéidét.
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VACLAV HAVEL

O VETE POHLKEOVE

Obsahem pfispévku je n€kolik tivah, tykajicich se zobecnéni véty Pohlkeovy-Schwar-
zovy pro vicerozmérné promitini.

Budeme pracovat v n-rozmérném rozsifeném prostoru euklidovském (7 = 3). Po-
sloupnost vlastnich bodii By, B,, By, . . . , Bn, leZicich v témZe m-rozmérném podprostoru
. (3 £m < n— 1), linedrné vytvoi‘eném body By, B;, . . . y B, nazveme (n, m) konfiguraci.

Véta 1. Necht y je posloupnost linedrné nezévislych vlastnich bodi {4y, 4, . . . 4n}
a necht R je (n, m) konfigurace {By, B;, . . . , By}, leZici v podprostoru f dimense m.
Pak existuje pravé jeden nevlastni podprostor 8 o dimensi (n»—m—1) a afinita A, mezi
podprostorem B a libovolnym s § disjunktnim vlastnim podprostorem = dimense m tak,
7¢ A R je primétem konfigurace y z centra 8. (Podrobné i-ty bod konfigurace A, R
je primétem i-tého bodu konfigurace y proi =1, 2,...,n + 1.)

Dikaz. Oznaéme a podprostor, linedrné vytvoi‘eny body A4y, 4,5 . . . , An. Existuje
pravé jedna afinita A mezi 3, «, pro niz AB; =A4; (1 =0, 1, ..., m).-Nevlastni body
piimek, jdoucich body AB;, 4; (j =m+1,...,n) vytvoiuji lineirn¢ podprostor
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