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Problémy

1. Dokézat nebo zamitnout tvrzeni, Ze kdyZ v pravé poloroviné nejsou sing. body,
mnoZina singulidrnich bodd na ose y je fidka.

Poznimka. Kdyz je splnén pfedpoklad, pak maximélni a minim4lni feSeni bodl na ose y
vytinaji na x = 1 disjunktni uzaviené intervaly. Pfifadme kaZzdému styénému intervalu
diskontinua na x =1, 0 < y. < 1 pfisludny ,,diadicky* bod na x =0, 0 <y < L.
Lze sestrojit diferencidlni rovnici? (M. Neubauer).

2. Dokézat,' Ze mnoZina singulirnich bodd v E? je F,. Dokizat, Ze nemusi byt G.

3. Je mnoZina singuldrnich bodd Fidki v E*? MuZe _protnout osu v intervalu?

4. Uplng popsat strukturu singulirnich bodt kdyZ je jen ,,kone&ny podet singulirnich
fefeni“ (jak pfesn¢ formulovat?).

5. Jak rozdifit theorii na dynamické systémy v rovin¢? na soustavy rovnic?

Poznimka. Pokud se tykéd soustav, fundamentalni vétu 6 nelze roziifit v plném znénf
—[2], a nové price sovétskych autori. Na druhé strané v. také [9].
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F. FABIAN

K THEORII REGRESE A VYROVNANI ROZDELENI
STATISTICKYCH SOUBORU

1

Véda ma poskytnout ¢lovéku poznéni zikonitost reilného svéta, které jej vyzbrojujf
k tomu, aby prakticky ménil skuteinost. Pouze znalost objektivnich zikonli umoZiuje
pfedvidat vyvoj udélostl a tudiZ iéeln& jednat. Vynikajici rusky chemik Mendglejev fekl
o pfirodovéd¢: ,,V&decké zkoumdni véci mé dva zdkladni, nebo kone¢né cile: pfedvidini
a uitek.“ Pfedvid4dni podle Mendélejevovychslov ,,... m4 ten nejvy$¥f vyznam, Ze
ukazuje lidem moZnost proniknout v samu podstatu v&ci. Na druhé strané splnéni
védeckych pfedpovédi by mélo pro lidi velmi maly vyznam, kdyby nakonec nevedlo
k pfimému vieobecnému uZitku. Tento uZitek vyplyva z toho, Ze védecké pfedvidani,
které spocivé na studiu, poskytuje lidem takovou jistotu, Ze mohou usmériiovat podstatu
vécf Zddanym smérem a dosahovat toho, aby Zddané a chténé se pribliZilo ke skutenému
~ a neviditelné k viditelnému.*

Ukol védy spolivi v tom, aby za zdénlivym chaosem nes&etnych jevii vystupu;ic(ch na
gzgch, nalla vnitfni zékony, kterym je vyvoj jevi podfizen, a aby pronikla do jejich

taty.
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Pfirodni zikony jsou konkretnim projevem vieobecné zikonitosti, vieobecné nutné
vzijemné souvislosti viech véci, vSech jevi pfirody. Poznat pfirodni jevy — nebo, jak
se nékdy fika, vysvétlit je — znamena pochopit tyto jevy v jejich vnitinim vzijemném
zikonitém vztahu, jinymi slovy, vyloZit je na ziklad¢ jejich vlastni zikonitosti, odhalit
jejich podstatu.

Existuji tedy objektivni zdkonitosti pfirody a védecké zékony, odrazZejici tyto zikonitosti
objektivniho svéta a majici proto rovnéZ objektivni charakter. .

"Pi feSeni otdzky zdkona zépoli spolu dv& naprosto protichiidné filosofické koncepce:
linie subjektivisticko-idealistick4 a linie materialisticko-v&decka.

Charles Pearson, jeden z nejvétich pfedstaviteld machismu, mnohokrit citovany
a krmsovany Leninem v knize ,,Materialismus a empiriokriticismus®, byl nekompro-
misnim zastincem prvé filosofické linie. S hlediska této koncepce nemaji pfirodni a ani
spolecenské zdkony objektivni charakter, neexistuji nezivisle na dusevni &nnost lidi,
na jejich védomi, ale jsou ¢lovékem do pfirody vnéSeny, jsou lidmi tvofeny podle jejich
liboville. Idealistiéti filosofové se snaZi ,,dokédzat*, viemoZnym zpisobem, Ze v prirod&
panuje beznad&jny chaos a Ze zileZi na villi lidi, jak tento chaos ,,uspofidaji. ,,Rozum
diktuje zidkony pfirod&‘, fikal Kant,a Pearson tvrdil, Ze ,,védecké zikony jsou daleko vice
produkty lidského ducha neZ fakty vnéjsiho svéta, Ze ,,dalekosihly rdz prirodniho
zikona d&kuje za svou existenci vynalézavosti lidského ducha®, Ze ,,élovék je tviircem
pfirodniho zikona*, a Ze koneéné ,,mi ®hnohem vice smyslu tvrdit, Ze clovék déva
zikony pfirod¢, neZ tvrdit opak, Ze pfiroda divéd zikony Clovéku®.

Stanovisko marxismu v této otdzce je jiné. Marxismus pojimi zikony védy — a je
lhostejné, jsou-li to zdkony pfirodni & zédkony politické ekonomie — jako -odraz objek-
tvnich procest, probihajicich nezivisle na vili lidi. Lidé mohou odhalit tyto zikony,
poznat je, prozkoumat je, upotfebit pfi své ¢innosti, vyuZit jich v zdjmu spoleénosti,
nemohou je viak zménit, nebo je zruit. Tim méné mohou vytvifet nové zikony védy.

K vymysleni ,,zdkonitosti* se d4 velmi snadno zneuZit matematického aparitu viibec
a matematické statistiky zv1asté.

Matematika, zapomene-li se na jeji empiricky pivod, se stiva aprioristickou a jeji
zévéry nabyvaji idealistického, od skutefnosti odtrZeného charakteru; cely proces od-
tahovini matematiky od skutecnosti potom skondi tim, Ze se matematika postavi proti
vnéj$imu svétu jako néco naprosto samostatného, co z redlného svéta nepochazi, ale podle
&eho se md vn&jsi svét fidit. Nisledkem tohoto postupu vystupuje potom matematick4
logika jako vSeobecni methoda pro theoretické zpracovavani pfirodovédeckych a dokonce
i spoledensko-ekonomickych otazek.

Dialekticky materialismus nepopira tlohu a vyznam matematickych method a mate-
matického poznini vibec v Zédném védnim oboru. Naopak. Je viak nutno peclivé roz-
lifovat mezi vysvétlovinim jevii pomoci matematiky, to jest mezi pomocnou tlohou
matematiky, a mezi uplatfiovinim niroku na to, aby se stala vieobecnou védni me-~
thodou. [1]

Je vieobecné znimo, Ze je to predevSim aparit matematické statistiky, ktery mezi
ostatnimi odvétvimi matematiky pfichazi v nejcastéj$i kontakt s redlnym sv&tem. Mate-
maticki statistika odréZ{ jistym zpisobem objektivni zikony redlného svéta. Zikonitosti,
které odraZi, jsou zdkonitostmi pravdépodobnostnimi. Nelze proto, jak se vétiinou
dé&lo dfive, a jak se mnohdy dé&je i dnes, vychdzet z pouhého popisu experimentilné
ziskaného materidlu, zGstat na tomto stupni a vysledek tohoto popisu poloZit
roven zikonitosti, bez dal§iho vykladu kvalitativni souvislosti. Na druhé
strané nutno u matematické statistiky vyzvednout pravé to, Ze ma nepomérné vice nez
ostatni matematické discipliny moZnost upozornit na pfipadnou existenci
dosud neznimé zikonitosti na podkladé vysledkd zpracovini experimentilnich dat.
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Jedna z forem zpracovini experimentilnfho materiflu je déna v theorii regrese; jde
o methodu, pomoci které lze z expenmmtélnich dat ziskat v jistém smyslu nejlepsi
formu kvantitativntho vztahu mezi pozorovanymi veli¢inami, aviak prévé Jen pro mno-
#inu napozorovanych dat. To nim oviem bez dal¥f indukce nefikd 1e§té nic o tom, je-li
tento vztah zikonem nebo ne. Pfijali-li bychom tuto formu bez daliiho kvalitativniho
rozboru za zikon, dostali bychom ,,zikon“ na tdrovni popisu ziskanych dat prostfed-
nictvim smyslovych orgéni; tim bychom na zdkon povydili vztahy mezi vysledky nasich
poditkil; tim bychom poméhali otvirat dvefe machismu a subjektivismu. Nestali proto
a- nesmi nikdy stadit sebe dokonalej$i popis vysledki vykonanych experimenti. Ziko-
nitosti, které vy$etfuje matematick4 statistika, jsou zikonitostmi hromadnych nihodnych
jevli, které nelze nahradit prostym statistickym popisem. Tento popis nis miiZe na pfi-
padnou jejich existenci upozornit a je teprve na daliim zkoumini, abychom odhalili —
na pf. methodami theorie pravdépodobnosti — vnitini souvislosti zkoumanych vztahu.
Ustrnout na konstatovani, Ze kfivka, jejiz konstanty jsme urdili z experimentilniho
materidlu, popisuje tento materiél v jistém smyslu lépe neZ kfivka jin4, a je proto ,,lepim
zikonem*, je pro odRalovini objektivniho zdkona naprosto nepostalujici.

2

S jakymi otdzkami se setkivime v theorii regrese? Je to pfedeviim urlovini vztaht
mezi dvéma (pfipadn& vice) pozorovanymi promé&énnymi.

a) Mime stanovit jistym, co nejlepdim zplsobem hodnoty konstant, které se objevi
v urditych objektivnich fysikilnich & jinych zdkonech. Tak na pf. midme uréit hodnoty
konstant v rovnici

s=s5,+ vt + —;—gtg,
pro drihu vrZzeného t&lesa, nebo v rovnici
y=asin(wt—e),
kterd vystupuje ve velkém mnoZstvi zdkoni, jimZ vZdy odpovidaji jisté hodnoty para-
metri a, w, &, charakterisujici ten ktery pfipad. Tak se d4 na p#. relace uZit pro stanoven{

vztahu mezi ¢asem ¢ (v siderickych dnech) a azimutélnim dhlovym pohybem vzhledem
k ekliptice; jind skupina zikond m4 tvar

y=a+—, nobo y=abes,

atd.

b) V pifeviiné v&tiin¢ piipadl tvar fysikilntho zikona neznime, ba nemime ani
mnohdy moZnost udinit si pfedstavu o jeho formé. Pfesto mime za tkol stanovit
z experimentilnich dat aspoll aproximacni ‘zévislost mezi pozorovanymi proménnymi.
-Tak pfistupujeme k feeni vZdy, kdyZ methody védy, kterd problém formulovala, nejsou
s to stanovit tvar vztahu z vnitin{ zdkonitosti sledovaného jevu. ~

V tomto pfipadé mime moZnost vyjidfit tvar zdkona vidy polynomem, jehoZ koefi-
cienty uréime znimymi methodami matematické statistiky. Nebudeme se zde zabyvat
methodami ziskévén{ t&chto kfivek, ale ukiZeme na to, Ze, jak se zd4, moZnost formalistic-
kého pfistupu k chipini pojmu regrese, kterou ziskdvéme z experimentilnich dat, vy-
_ plyva jiz z matematickych vét, které ukazujf, Ze za pfedpokladu, Ze objektivni funkce
vztahu mezi proménnymi (objektivnost musi byt opodstatnéna matefskou v&dou),
na pf. f(x) je redlnou spojitou funkci na <a, 5>, ji lze s libovolnou presnosti pfedem
danou aproximovat algebraickym polynomem. .

V tomto smyslu mozno poklidat problém za rozie§eny, t&mito matematickymi
vétami [2]: .

36 Pokroky matematiky | ' : 561



Véta S. N. Bernsteina: Je-li f(x) spojitd na <0,1>, pak stejnomérné v x
lim B (x) =1 (+)

B,.(_x)=2"'f(%) (:)x"(l—x —k
k=0

nazyvdme Bernsteinovym polynomem funkce f (x).
VEta Weierstrassova: Necht f (x) je redind spojitd funkce, definovand na < a, b>.
Pak pro kadé e > 0 existuje takovy polynom Pn (x), Ze pro vSechna x € < a, b™>

|Pa (x) —f (%) | < &.

Zavér, ktery jsme jiz shora uvedli, vyplyv4d rovnéZ jasn& z této formulace poslednf
véty:

Ka#dd redind, na intervalu < a, b> spojitd funkce f (x) mige byt pokldddna za limitu
nékteré stejnomérné konvergujici posloupnosti polynomil.

Je znimo, Ze analogické véty plati na pf. i pro trigonometrické vyrovnivaci polynomy,
v ptipadé periodickych jevi, vyjddfenych funkcemi spojitymi periodickymi. Vedle téchto
'da se ukézat celd dal¥i fada vyrovnivacich funkci, vhodnych pro ten ktery konkretni
pfipad.

JiZz z tohoto Cisté matematického aspektu plyne, Ze vyrovnini (pro jehoZ ziskini ma
aparit matematické statistiky velkou fadu method), které dostaneme, nemus{ byt — bez
daldiho kvalitativnfho ovéfovdni — vyrazem zékona reiln& existujiciho, ale pouze
aproximaci, i kdyZ jakkoli dobrou. Nutno si také dile uvédomit, Ze z uvedeného vyplyva,
Ze za uvedenych piedpokladi lze (methodami stanovenymi matematickou statistikou)
ke dvéma fadim jakychkoli hodnot vZdy nalézt kfivku, ktera je libovoln& pfesné svazuje,
ad ve skutetnosti tato data nemusi nijak vnitfné souviset.

3

Pfejdeme k druhému, vcelku analogickému piipadu. Tyk4 se analytického vyrovnivani
rozdéleni statistickych soubori uréitymi typy kfivek. Nejrozsihlejsi ,kfivkové schema*
podal Ch. Pearson ve snaze sestrojit aparat, kterym by mohl v co nejvice pfipadech zavést
v z4kladnich souborech pofadek, to jest halézt systém Kkfivek a kriterif pro uZiti kaZdé
z nich, z kterého by se k popsani sledovaného kolektivu vidy néjakd hodila. Odvozeni,
které podal Pearson, je isté formalistické a je na ném zfejmy Pearsontiv machisticky
svétovy nizor: popsat totiZ vysledky, které ziskdme nalimi poditky, bez ohledu na zhod-
.noceni vnitinich zékonitosi — v tomto pfipadé pravdépodobnostnich — pouZitim
vnéjiich analogii. .

kde polynom

UkaZme stru¢né postup takového odvozeni: '

. Rovnici analytické funkce y = f (x) uréime tak, Ze vymezime podminky, které vyhovuji
co nejvétSiimu poctu skuteén€ pozorovanych empirickych souborti.

© Ze ,,zkulenosti* vime, Ze ,,viechny soubory majf své krajni body s nulovymi et-

nostmi, a Ze existuje bod, ve kterém je &etnost maximalni (berouce v dvahu i piipadna

vedlej${ maxima). Vyjidfeno matematicky:

y (A) =0, y (A) =0,
y(B)=0, Yy ([B)=0,
y (— a) = magx, ¥y (—a)=0,

(— a mi zfejmé vyznam modu).

\
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Lze snadno ukizat, Ze tyto podminky s‘plﬁuie rovnice .
¥y =y(x+a) . O]
Tato rovnice by viak mnoho kfivek nezahrnovala a bylo ji nutno zobecnit. Bylo nasnadé&

vynisobit pravou stranu relace (1) jistym faktorem vy (x), ktery by vychozi podminky
nerufil. Za y (x) byla zvolena funkce

‘ 1
YO = T ha
Vysledn4 rovnice
, x+a
A N Sy W -2

spliiuje nejen okrajové podminky, ale plati i v celém intervalu <4, B>.

Volba funkce o (x) byla podloZena pouze analogii s diferen¢ni rovnici, které vyhovu)e
hypergeometncké rozdéleni; na rovnici moZno také hledét jako na zobecnénou diferen-
ciélni rovnici, definujici Gaussovu funkci.

V zévislosti na volbé paramel:ru, které vystupujf ve v{sledné diferenciéln rovnici, ziskal
- Pearson pfi jejim feSeni 12 typt kfivek, pro které pak snadno dostal jistd kriteria pro
pouitd kazdého typu.

Je tedy dén ,,soubor* (v kazdém piipad¢ vyrovnivime v3ak vybér, zpravidla nihodny),
kde sledujeme empirické rozdé€leni ur&itého znaku. Jde o to vyrovnat toto empirické
rozd&leni (chybng: ziskat theoretické rozdleni). Je zfejmé, Ze vyjdeme-li z popisného
hlediska, pak

a) musi kfivka spliiovat uvedenou diferenciélnf rovnici,

b) vlastnosti vybérovych dat musf byt zachyceny v konstantich (parametrech),

c) fefenf diferenciéini rovnice musi co nejlépe aproximovat zkoumany vyber.

Pearson a cel4 jeho $kola, kter4 svou popisovaci tendendl stavéla na nejrozmanit&j$ich
druzich viech moZnych charakteristik, v pfevdiné vétdin& bez pravdépodobnostnfho
podkladu, vyili z pfedpokladu, Ze empirické a ,,theoretické*“ rozd&leni budou se tim
vice shodovaty &m vice budou mit spoletnfch momentd.

Funkce, které ziskdme FeSenim diferencidlnf rovnice (2), zivisi na &tyfech parametrech,
které zarovenl s koeficientem tmérnosti jsou definoviny p&ti momentovymi rovnicemi
'(poloii sea= —2—, by = —g—, b = %,b, = —%).Je pfirozené, Ze Pearsonovy kfivky by
mohly byt nahrazeny libovolnou tfidou funkcf, majicich stejné momenty; jist& bychom
ziskali jeit€ rozsihlej$f systém, a tim i funkce s vétiim mnoZstvim parametr, a tim
i v&t3f moZnost lep3ich vyrovndini, jestliZe bychom urlovali ,,theoretickou‘
~ funkci f (x) daného tvaru na ziklad& (kromé& koeficientu imé&rnosti) & hbovoln?ch para-
metrli, urovanych z (k¢ + 1) momentovych rovnic; pfi tom momenty jsou

"'h=ff(x)x"dx, B=0,1,2...,k 3

Jeliko? miZeme mit vidycky za to [3], ¢ empirick4 funkce rozd&lenf
S (x) neklesd pfi rostoucim x pomaleji neZ geometricka fada, to jest

, S(x) < B-e—uld,
kdeBaa jsou kladn4 &¢isla, potom urdujice ,theoretickou* funkci rozd&lenf
z dostateéného poltu momentovych rovnic, miZeme s hlediska theorie
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pravd&podobnosti dostat libovolné pfesné pfibliZeni k libovolné statis-
tické kfivce za jedinych prfedpokladd, Ze f(x) = 0 pro ta x, pro ktera S(x)>
>0, a ze f(x) spliiuje podminku [3]

f() <Be—sls,

Vidime, Ze jsme ziskali v podstaté analogicky vysledek jako v pfedchozim odstavci.
Rozeberme alesponi struéné nékterd daldf dskali, kterd vétSin€ odbornfkd, ktefi pak
tyto methody aplikujf, uniknou anebo kteff si tuto problematiku ani neuvédomi. ,

Momentovéd methoda je velmi rozSifeny zptsob pro zpracovivini napozorovaného
materidlu. Je znimo, Ze mame-li dv& identickd rozdéleni, pak momenty viech rada
jsou stejné. V opainém piipadé viak tvrzeni nemusi byt splnéno. Momentovi methoda
klade na funkci rozd€leni podstatny poZadavek, aby totiZ jeji momenty libovolného f4du
byly koneéné. Prirozeng nelze olekivat, Ze funkce rozdéleni, o kterych predpoklidime,
Ze obiektivné existuii, budou a priori tento poZadavek spliiovat, a proto nelze hledanou
funkci a priori takovym poZadavkem svazovat.

Z toho vieho plyne, Ze obecn€ znalost viech momenti neurluje funkci rozdélen
)ednoznacné N

JelikoZ je moZno pfipustit, Ze takovy pfipad v praxi milokdy nastane, 1ze v mnoha
pfipadech (aviak velmi obezfetné¢ a s dalSim ovéfenim) rovnosti momentli vyuZivat
aspoii k pfibliZznému srovnivani rozd€leni. Upozornéme déle na dalsi mozZnost pfestupkit
proti realit¢ pfi pouZiti uvedené methody.

Z Pearsonovy theorie vyplyvé, Ze momenty skutedného rozdéleni jsou poklidiny za
rovné momentim uréenym z vybéru; na podklad€ této rovnosti se hled4 ,,theoretické*
rozdéleni. Jinymi slovy: to co zjistime smysly, pokléddme za totoZné se zikonem objek-
tivnd skuteCnosti; podle toho nidm tedy m4 stacit to, co zjistime pocitky, bez hledini
daldi vnitin{ souvislosti, to jest bez dalifho zdivodfiovini toho kterého nalezeného roz-
déleni. Rozdil mezi ,,vybérem* a. ,,zikladnim souborem*, asi stejné jako mezi. ,,poéit-
kem* a ,,objektivni skutetnosti je ignorovin. ‘

Pearsonova methodika zkouméni, dodnes jeit& ¢asto uZivand pfi aplikaci statistickych
method, nevyuZivé celého tohoto indukénfho aparitu matematické statistiky, ktery, jsa
budovin na principech pravdépodobnostnich zékonitostf, umoZiiuje &init objektivnf
zévéry z vybéru na zékladni soubor.

Vztahy mezi vybérovymi momenty a koeficienty dostaneme integraci rovnic

Y (bo+bix +0x®) =y (x +a) s h=0,1,2,3
pfedpokladajice, Ze

a)fydx=l,

b)—poéétek je v aritmetickém priméru. -
Je patrno, Ze v tomto piipad¢ vystalime s prvnimi ¢tyfmi momenty. JelikoZ
feleni diferencidlni rovnice (2) mé obecny tvar
‘ ___xta 4,

y =c-e bo + by x + by x* R (4)
je typ kfivky formalné matematlcky zavisly na vlastnostech jmenovatele by + byx + byx2.
Snadno se di ukizat, Ze viechny tyto kfivky lze rozdélit na ziklad€ charakteristiky
Pearsonovskych kfivek
K=3 by by’
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coZ je vyraz upraveny z diskriminantu rovnice b, 4 b;x + byx* = 0. Podle shora na-
- stinéné methody jsou koeficienty a, by, b,, b, funkcemi prvnich &tyf momentd, a tedy
i koeficient K lze pomoci vybérovych momentd vyjadfit. [4]

Shoda ,theoretické* kfivky ur&itého typu, timto zpsobem ziskané, s empirickymi
daty, ndm nefik4 nic vice, neZ Ze data ziskand vybérem (a vysledky mé&feni nejsou také
nic vice neZ vybér) piiblizné sleduji uvedeny typ kfivky. O chovani sledovaného znaku
v zékladnim souboru, ktery Pearson a vSichni, ktefi timto zpisobem ,,hledaji zikony*,
nerozli$uji od vybéru, nefiki nim takto provedeny rozbor nic zisadniho. Je zfejmé,
Ze timto zpisobem se ke skute¢nému zdkonu nepropracujeme bez pouziti dalfich tvah;
uZijeme-li pouze takovéhoto (machistického) zpisobu rozboru, pak nim to pfimo brini
dopracovat se k zikonu, dopracovat se za pocitkovou (popisnou) &innost.

Na druhé stran€ je oviem pravda, Ze touto formalistickou popisnou strinkou (vy-
bérovych dat) se dospelo k velmi dileZitému matematickému .aparitu. Bylo proto
oprivnéné se domnivat, Ze za Pearsonovou methodou:bude skryto hlub$i pravdé-
podobnostni opodstatnéni, které nim poskytne realné kriterium pro aplikaci té
které kfivky v tom kterém konkretnim pfipad€. Bez odhaleni této podstaty mohou byt
Kkfivky ne)vﬁe jen jakymsi signilem, ktery upozoriiuje na moznost existence objektivniho
zékona, coZ jiz ne;ednou pfineslo velky uZitek a usnadnilo dal$i bid4ni; ziroveri viak

" nesmime zapominat, Ze tento postup miZe vést ke skreslovini skutednosti, ba i k z4-
mérnému zneuZivini za uéelem sdokazovini“ pfedem vykonstruovaného, potfebného
zavéru.

Pravdé&podobnostni zdﬁvodnéni, které ukazuje vnitini proces déje, na kter;’r
pak moZno tu kterou kfivku aplikovat, dokizal pro pfipad, kdy kofeny jmenovatele
v y(x) jsou redlné, S.N. Bernstein. Ukazeal, Ze existuji reilné pravdépodobnostni
procesy, kterym .uvedené kfivky odpovidajf, a tak jejich pouZiti jako matematického
vyjddfeni zdkona rozdéleni je zdivodnéno tehdy, vyhovuje-li zkoumany jev pravdé-
podobnostnimu procesu sméfujicimu v matematickém rouSe potom k té které kfivce.
Vedle toho dokazal A. N. Kolmogorov, Ze lze udat vZdy pravdépodobnostni schema, které
nés k té které konkretni kfivce ,,Pearsonova systemy* pfivede.

UkaZme stru¢né Bernsteintv postup.

S. N. Bernstein vySel z obecného Pdlyova urnového schematu Méjme v urné x
kuli¢ek bilych a y kuli¢ek ¢ernych. Téhnéme z urny n-krit po jedné kulidce, pfi éemi
pokazdémtahukuhékuvrétimezpétapndé.me)estéA(A-— y+ 1, +2,..., +4

. .) kuliCek téZe barvy jako byla kulitka vytaZeni. Ptejme se po pravdépodobnosu,
2e v téchto n tazich byla vytaZena bfld kulitka celkem m-krit.

“Snadno zjistime, %e hledani pravdépodobnost bude rovna

y [m] 4[n—m]
Pon— (n ) i yln—m]

m| (x+y) >
kde ‘
l=r@+4)...[r+(—1) 4]

. Pm+ l:v,"‘_Pm,n _ y _ 4 —
Utvofime-li podil —P———m’" a poloZime Tty _“’x+y.—ﬂ’ xty
muZeme psit

Pm+1,n_Pm,n= Am+B (5)
Pu,n Cm®+Dm+E°’

\

kde konstanty A, B, C; D, E jsou zévislé na konstantich «, #, 4 a na celkovém potu
pozorovéni n.
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Vhodnym limitnim pfechodem v relaci (5) dostaneme Pearsonovu diferencilni rovnici.
V zéivislosti na vyrazech a, f§, 6 vede feSeni diferencidlni rovnice na ten ktery typ roz--
déleni. Z uvedeného schematu je zfejmé, Ze konstanty a«, f, 6 maji redlny smysl. Tak,"
jestlize na pf. zaménime vytaZené bilé kuliéky realisaci urditych pfiznivych podminck
pro individuum jisté kategorie, takovych, Ze'je mu umoZznéno ,,rozmnoZovini, to jest
pfibyvani podobnych individui v pozorovaném souboru, a vytaZeni &erné kuli¢ky realisaci
tychZ podminek pro individua (prvky) opatné tfidy, potom polet individui (prvki)
x + m 4 po n-pokusech, pfi n dostatetné .velikém, vyhovuje aproximativné jednomu
z moZnych rozdé€leni Pearsonova systému.

Z tohoto postupu vyplyvé, Ze existuje vidy souhrn pfi¢in, ktery vede redlné k zcela
urditému typu kifivky ze souboru kfivek definovanych rovnici (4). Ze srovnén{ pfiéin
vedoucich k zji§ténému empirickému rozdéleni se souhrnem pfi¢in ve-
doucich k té které kfivce, miiZzeme usuzovat na rozdéleni v zikladnim
souboru, odkud byl vybér, ktery ndm poskytl empirické rozdé&lenf, vzat.
Pouhd shoda empirického rozdéleni s ,,pearsonovsky* vyrovnanou kfivkou nis mize
piipadn¢ pfivést na dobrou cestu, ale nezdivodiiuje uZiti té které kfivky 1ako objek-
tivntho zikona.

. 4

Vezméme konkretni pfipad, na pf. rozd€leni ndhodnych chyb, a ukaZme postup, jak
urdit zdkon rozdéleni, na podklad& vnitfnich zikonitostf jevu samého po-
moci theorie pravdépodobnosti a matematické statisﬁky.

Konstatujme nejprve tyto zisadni poznatky:

a) Kfivka musi byt odrazem chovani sledovaného jevu v .redlném svété, to jest od-
razem souhrnu pfi¢in, majicich za nisledek to které rozdéleni.

b) Kfivku nutno vyvozovat bud

@) z urditého souhrnu postulétd charakterisujicich obecn¥, pokud mo#no co nejlépe,
chovani pfislu$ného jevu v redlném svétle, z nichZ potom déle pokratujeme deduktiv-
nimi tvahami, nebo

f) z urnového (pripadné jiného) schematu, vystihujiciho co mozné nc)vémé)l mecha-
niku sledovaného jevu pfi jeho realisaci.

c) Ob¢ methody uvedené sub b) maji, byly-h vychozi pfedpoklady v obou pfipadech
spravné vystiZeny — vést ke stejnému zévéru. Pfi tom neni vyloudeno, Ze stile doko-
nalej$im poznévénim mechanismu jevii bude moZno v tom kterém konkretnim pfipadé&
pfedpoklady zpfesiiovat a na podkladé toho potom ziskat rozdéleni sledovaného znaku
v stile dokonalej${ form&.

Jak znimo, formuluji se postulity pro vyvozovini zékona rozdé€leni néhodnych chyb
asi takto:

Pocet chyb, které padnou do intervalu délky 4 x, je umérny

1. poctu pozorovéni n, \

2. délce intervalu 4 x, kde x je velikost chyby,

3. jisté spojité funkci f (x) rozdéleni, kde x je opét velikost chyby.

Pozaduje se, aby funkce f (x) potom vyhovovala témto poZadavkim:

1. pravdépodobnost malych nihodnych chyb je vétdi neZ pravdépodobnost vétiich
nihodnych chyb (v absolutni hodnot&), to jest hledané rozdéleni je klesajici funkci
absolutn{ velikosti chyb,

2. pravdépodobnost realisace nihodnych chyb nezivisi na jejich znaménku, to jest
nihodné chyby co do absolutni hodnoty stejné vyskytuji se stejné &asto.

Konetné nutno poznamenat, Ze se pfedpokldd4 a skutetnost to potvrzuje, Ze ndhodné
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chyby spadajf do oblasti hromadnych nihodnych jevii a vyhovujf tedy viem podminkém
pro toto zafazeni.

Z téchto pfedpokladi snadno ziskime [5] funkcxonélni. rovnici
w (u) w (v) = C w (u + v), C = konst,

jejiz i‘e§en£ je zndmo. Vezmeme-li v tivahu vyslovené pfedpoklady a uvaZime-li, se jde
o rozdéleni pravdépodobnosti, dostaneme celkem snadnym postupem pro hledané roz-
déleni Gaussovu kfivku.

UkaZme, Ze ke stejnému vysledku dospéjeme, postulujeme-li vychozi pfedpoklady,
odpovidajici redlnému tvofeni nidhodnych chyb pomoci pravdépodobnostniho schematu.
Vyjdéme z t&chto zfejmych piedpokladi:

1. kaZd4 serie méfeni n&které proménné je nevyhnutelnd doprovézena chybami, -

II. kazdou chybu moZno si pfedstavit jako vysledek velkého poltu velmi malych

-a co do absolutnf hodnoty prakticky stejnych elementirnich chyb, jejichZ vliv na cel-
kovou chybu se s jejich ristem zmen3uje. Pfedpoklidejme, Ze elementirni chyby j )sou
nezavislé,

III. kaZd4i elementirni chyba muZe byt pfi kafdém méfeni realisovina se stejnou
pravdépodobnosti pro znaménko ssplus® & ,;minus®,

Méjme tedy posloupnost nezéwslych nihodnych promé&nnych {&}, z nich? ka¥d4
miZe s pravdépodobnost 7 nabyt hodnotu +& nebo —4§; necht m nihodnych pro-
ménnych (elementirnich chyb) nabude hodnoty -+, ostatni pak hodnoty —d. Necht
potet vykonanych méfeni je n. Velikost celkové chyby bude tedy

n=2m—n)d.

Vidime, Ze 7, nabude ka%dé dané hodnoty, na pf. , pouze pii zcela uréité hodnot& m.
Lze tedy aplikovat binomické rozdéleni

Pn=0 = (%) —pr—mitem— 5+ ") gr =

Snadno zjistime, Ze ,
- 1, )
P[(%-—p) 1/:—(;—'3__—?)—<ﬂ]—»72%— f € 2 dt=P(P,n>w. (6)

Vhadnou volbou velikosti elementirnich chyb (tak aby d, — 0, jestliZe n - oo) a celkem
jednoduchou tpravou vyrazu (6) dostaneme

PRy~ P (%)
pro n dostateéné velkd, pfi &emZ c je jistd konstanta.
Lze konetné ukédzat nejobecnéj$f pfedpoklady, za nichZ pomoci theorie pravdg- -
podobnosti zjistime, Ze rozdéleni nihodnych chyb (za pfedpokladu, Ze uvedené poZa-
davky odpovidaji chovéni ndhodnych chyb v realit) je vZdycky aproximativné normé4lni.
Tento problém je beze zbytku vyfeSen v theorii limitnich vét pro soulty nezévislych
nihodnych proménnych. Reédlné predpoklady pro chovinf néhodnych chyb jsou v této
formulaci dény tak zvanou Lmdebcrgovou-Fellerovou podminkou, pfipadné podminkou
Ljapunovovou. [6]
JestliZe pi‘edpoklédéme (coZ je cclkem wdlny pfcdpoklad), Ze nezévislé nihodné
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promé&nné (v naSem pifpade elementérni chyby) jsou stejné rozdéleny, a Ze maji konetné,
od nuly rizné rozptyly, pak shora uvedené podminky jsou splnény, a tedy stejnomérné

vxplin—> o
n

P{—B—lk— E (Ek—ak)<x} - @ (x),kde ax = E&, B2 = 2 D &,
E=1 . k=1
pfi ¢emZ piedpoklidime, e {&x} je posloupnost nezivislych nihodnych proménnych,

Na zdklad¢ uvedeného mozno udinit tento zavér:

Je-li opravnén pifedpoklad, Ze

A. nihodné chyby lze interpretovat jako nihodné proménné,

B. Ze kazda chyba je vysledkem souctu nezdvislych elementirnich chyb, ma]1c1ch
neznimou, stejnou distribuci, potom rozdéleni takto vzmklych chyb miZe vést
pouze na rozdéleni normalni, pfi ¢emZ méme zaruceno, Ze tento zavér
vyplyva z analysy vnitini podstaty sledovaného jevu.

Pfi tom miZeme poznamenat, Ze uvedeny zavér plati, i kdyZ pfipustime, Ze uvaZované
distribuce elementarnich chyb nejsou stejné, a Ze misto toho nihodné proménné spliuji
Lindenbergovu-Fellerovu podminku (coZ 1ze opét olekivat i pro elementirni. chyby).
RovnéZ tak misto ,,nezdvislosti‘ miiZeme pfipustit i ,,malou zdvislost*, jistym zplisobem
definovanou pro elementiarni chyby. Ani v tomto pfipadé nepozbyvd zivér platnosti.
V pripadé€ ,silné zivislosti nem4 vyzkum uvedenym smérem vedeny reilny mysl

Praveé uvedeny vyklad myslim zfetelné€ ukazuje, pro¢ a v jakém smyslu jsme opx§
mluvit o tom, Ze ndhodné chyby maji norméni rozdéleni; a pouze proto jsme
opravnéni mluvit o tom, %e normdlni rozdé¢leni je skuteiné zdkonem rozdéleni na-
hodnych chyb.

5

Je naprosto pfirozené, Ze i kdyz méme zikon rozdéleni opodstatnény a zdavodnény,
nesmime &ekat, Ze vybéry, které z uréitého zikladniho souboru s timto rozdélenim
vezmeme, budou tento zdkon beze zbytku splfiovat. Vybérové a skutelné rozdéleni se
budou vzdycky lisit, a to ve smyslu theorie pravdépodobnosti. Jsou-li odchylky nidhodné
nebo vyznamné, jinak fedeno, pochézi-li vybér ze zdkladniho souboru s uréenou distri-
bucni funkci nebo nikoli, to nam fekne statistickd theorie testovani hypothes. Ndhodnost
odchylek je zpusobovina velkou fadou nejriznéjfich pfi¢in. Vyznamnost odchylek
odhalen4 statistickym testem ndm potom ukazuje, Ze pfedpoklady, za nichZ byla funkce
vyvozena, nejsou (s uréitou pravdépodobnosti) splnény. Poznamenejme, Ze pravé v di-
sledku téchto mnoha pficin se bude vybérové rozdéleni (které je vlastné opét ndhodnou
proménnou) jsa brano ze zdkladniho souboru, na pf. s rozdélenim normélnim, v kaZzdém
konkretnim pfipadé lisit od rozdé€leni normélniho, kteréZto odchylky (i kdyZ hypothesa
o normAlnim rozdéleni v zékladnim souboru bude sprivni) pouZitim vhodné jiné funkce
s vé$im potem parametrd miZeme podstatné sniZit. Pfijeti nebo zamitnut uréité hy-
pothesy je mysleno ve smyslu statistickém, to jest vZdy vzhledem k uréité hladiné& vy-
znamnosti.

Ukéaze-li test shodu, byt i na pfisné hladiné vyznamnosti, nemusi to znamenat, Ze
hypothesa, kterou jsme zvolili a kterou testujeme, odpovidé skute¢né distribu¢ni funkci.
Testovand hypothesa miZe byt tak dobrou aproximaci skute¢ného zékona, Ze test pfijme
tuto aproximaci za ,,zdkon‘ (ukézali jsme, Ze tak dobrou aproximaci Ize vidy nalézt).
Odtud plyne, Ze test nim v podstaté uréuje v jistém smyslu stupefi aproximace.

Jak si tedy pocinat v pfipadé, kdy nemime Zidnou moZnost udat predpoklady, z kte-
rych by bylo moZno skutetnou distribuéni funkci vyvodit. Lze postupovat na pf. timto
zpusobem: Uréitou methodou ziskime vyrovnéini napozorovanych hodnot v jistém smyslu
sstheoretickou* distribucni funkci a otestujeme. Pfijme-li test tuto hypothesu na ur&té
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dosti ptisné hladiné vyznamnosti, pak miZeme tuto aproximaci, ziskanou vyrovnénim,
vzit za ,,theoretickou* (ne skute¢nou) distribu¢ni funkci ve smyslu pouZité methody
vyrovnani a uZitého testu. To plat i pro pfipad, kdy ,,theoretickou* funkci roz-
déleni uréujeme pouZitim theorie odhadu pro pfisluiné parametry (na pf. pomoci mo-
mentd atd.). '

Touto methodou, tak zvanou parametrickou, neni typ skuteéné distribuéni funkce
vyvozen pfimo z vnitfnich zikonitosti sledovaného jevu a ned4va ndm podklad k tomu,
povaZovat vyrovnanou (,,theoretickou‘) distribu¢ni funkci za skutetnou, byt je sebe-
lepsi a k praktickym celim sebevyhovujici aproximaci; tato methoda nidm nefikd nic
o skutetnych distribu¢nich funkcich, ¢ skuteénych zikonech rozdéleni; muZe v sob&
zahrnovat znalny prvek subjektivismu, chceme-li potom s aproximaci pfijatou na z4kladé
statistického testu zachézet jako se zdkonem. Onen subjektivismus odréZi se pii ,,sta-
noveni“ typu funkce rozd€leni, ve které potom pomoci v podstaté objektivnich mate-
maticko-statistickych method uréime sprivné pfislusné konstanty.

Methodou, kterd nis zbavi t&chto prvka subjektivismu a kterd vede k objektivnimu z4-~
véru vzhledem k zdkonu rozd€leni v pfipad¢, kdy nemé4me moZnost postihnout realné
pfedpoklady, které by ndm umozZnily zikon rozdéleni ziskat deduktivné, je tak zv. ne-
parametrick4 methoda, nepfedpokladajici a priori znalost skutedné distribu¢ni funkce.

Necht tedy sledovani nidhodné proménné £ (na pf. pozorované chyby) ma neznimou
funkci rozdéleni, o které pouze pfedpoklidejme, Ze je spojitd. Oznatme piisluinou
kumulativni distribu¢ni funkci F (x). Mé&jme dale fadu nezavislych pozorovani s empi-
rickou komulativni distribuéni funkci Sx (x), kde 7 je polet pozorovani. Pfi hodnoceni
takto ziskaného rozdélenf nesmime, jak se Casto ¢éinf, nikdy zapomenout, Ze jde o roz-
déleni vybérové, o rozdéleni charakterisujici prav& ziskanou mnoZinu dat, které je
's rozdélenim skuteCnym spjato zdkonitostmi pravdépodobnostnimi. Pfedpoklidejme
dile, Ze mechanismus jevu neznime natolik, abychom mohli formulovat takové postu-
laty, z nichZ bychom funkci F (x) mohli vyvodit deduktivng, i, kdyZ na druhé strané
mame opodstatnén pfedpoklad, Ze tato objektivné, redlné existuje. Modernf matematick4
statistika ndm dévé prostfednictvim neparametrickych method moZnost konstruovat na
zékladé vybéru (fad ziskanych méfeni) takové meze, v nich? se, na uréité hladiné «
(to jest ve smyslu pravdépodobnosti) bude neznim4 skuteén4 distribudni funkce nalézat.
Pravdépodobnostni hladinu « dosti pfisnou si pfedem zvolime (0 < a < 1).

Necht potom ziskime posloupnost vysledkd nezivislych pozorovéni i}, x3, ..., x5,
které uspofddime v tak zvanou ,,variadni fadu*: x, < x, < ... < xp. Necht této
fad¢ pfisludi empiricka distribuéni funkce

0 pro x< xp
|k
Sn (%) = - Pro X < X< Xt

1 pro.x< %

Principidlni feSeni nasf dlohy nidm podivd Kolmogorovova véta, fikajici Ze za shora
uvedenych pfedpokladid plati, Ze stejnomérné v z

- lim P{)nsup|Sa(x) —F (x)| <2} =K ()

kde
0 pro 2<0,
K(z) = ko .
. (— Ik e—2k=* pro z>0.
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Tato véta, majici nejrozmanité&jsi aplikace, je historickym vychodiskem (z r. 1933) pti
vyvoji jednéch z nejprogresivnéjich method matematicko-statistického zkouméni —
method neparametrickych. Velkd pfednost téchto method spotivd v tom, Ze kriteria,
na ziklad¢ nich konstruovani, nepredpokléda)l znalost typu distribu¢ni funkce v z4-
kladnim souboru, &mZ odstrafiuji moZnost subjektivniho vlivu v tomto sméru. V. di-
sledku této objektivity jsou tyto methody stfedem pozornosti pfedeviim v SSSR, odkud
- také pochdzi pfevaZnd Cist i dalich ptincipidlnich zivérid. Poznamenejme, Ze uvedené
limitn{ formulace lze pouZit jiz celkem pro nevelkd n.
Upravme shora uvedeny vyraz na tvar

lim P{Su(x) =72 <F () <8 () + 7= =K ()
ktery opét plati pro viechna x, ste)nomérné v 2. Zvolme nyni za K (2) urditou pevnou
hodnotu dostate¢né blizkou 1. Ozna¢me ji «. Z tabulek funkce K (2) pro tuto hodnotu a
ziskdme urditou hodnotu 2z = z,.
Ziskany vysledek nim potom fiki, Ze ve smyslu pravdépodobnostnich zikonitosti
bude skuteény zdkon rozdéleni leZet s pravdépodobnosti « v takto stanoveném péisu

V_ n
pro viechny hodnoty x. V

Vsechny distribu¢ni funkce, které vyhovuji této nerovnosti na hladiné vyznamnosti «,
miiZeme oznadit jako.a — aproximace skuteéné distribuce funkce. Kromé& toho navic
vime, Ze skutedn4 distribuéni funkce bude s pravd&podobnosti « leZet v takto stanoveném
pésu. [7]

Poznimka: a) Neparametrické testy maji platnost v pravé uvedeném smyslu — jak dokézal
Kolmogorov — i po vypusténi pfedpokladu spojitosti pro distribu¢ni funkci v zdkladnim souboru.

b) V soutasné dobé méme ji moZnost uZivat misto limitnich funkci tvard pro kone&ni-n [8].

¢) Velmi zajimavy ¢ldnek v tomto sméru napsal Wieslaw Sadow'ski: O zalofeniu normal-
no$& w teorii bledow, Przeglad statystyczny, 1956, 2, Warszawa, kde je podan rozbor jisté origi-
ndlni uvahy, kterd je v rlném souladu s koncepci tohoto &ldnku.

V tomtéZ smyslu upozorfiufi dile na ¢lének B. Pardubského, Nékterd rozdéleni chyb mé-
feni, Cs. &as. fys., 1955, 5, kter§ rovn&? poddvé feSeni vychézejici z analysy procesu tvofeni
chyb.

Sn
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