Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Josef Schmidtmayer
Reseni soustav linearnich algebraickych rovnic s komplexnimi koeficienty

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 1 (1956), No. 5-6, 571--578

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/137363

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 1956

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/137363
http://project.dml.cz

JOSEF SCHMIDTMAYER

RESENI SOUSTAV |
LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC
S KOMPLEXNIMI KOEFICIENTY

Reseni soustav s komplexnimi koeficienty v komplexnim oboru fe nevy-
hodné a nevhodné pro strojové zpracovdni. V &ldnku je popsdn zpisob,
jak ur&t hledané feseni jen operacemsi v rediném oboru.

1. Gvod

Piedpoklidime, Ze &tenaf zn4 theorii soustav linedrnich algebraickych rovnic, zejména
tyto jeji vysledky:

O feleni soustavy m linedrnich algebrmckych rovnic o n nezndmych nad ciselnym
télesem T plati:

Nutnou a postadujici podminkou pro existenci feSenf dané soustavy je, aby hodnost A
matice soustavy byla rovna hodnosti 4, matice rozdifené. Pfi k2 = h: m4 soustava

a) jediné feleni, je-li 2 =n,

b) vice feleni, je-li 2 <n.

V této prici se ukazuje, jak je moZno obejit f&eni soustavy s komplexn(ml koeficienty
felenim nihradni soustavy s koeficienty redlnymi. Pfednosti takového postupu je pfe-
deviim moZnost pouZiti strojovych poletnich pomicek. -

Vyhodné se uplatni maticovy podet.

2, ﬁodnost pivodni a ekvivalentni soustavy

Pfedpoklidejme, Ze mime fesit soustavu m rovnic o 7 neznimych 2 nad t€lesem kom-
plexnich &sel Tx (t. j. rovnic s komplexnimi koeficienty)

P2 P12 + ...+ PinZn = ¢y, .
PuZ + P + ... + Pon2n = Qaa 1)
Pmi1Z + PmeZ2 + . . . + PmnZn = qm»
kde pix € Tk a
Dik = aik + jbix, t=12...,m,
2k = Xk + Yk (2
g =4 +jvi k=12,...,mn

* = —1; aix, biks Xk> Yk, i, vi jsou vesmés &sla redln, t. j. prvky télesa reilnych &sel Tr:

Dosazenim podle (2) do (1) nabudou rovnice soustavy (1) tvaru rovnosti mezi dvéma
komplexnimi Cisly; odtud vyplyvajicim porovnédnim redlnych a imaginirnich &isti levé:
a pravé strany kaZdé rovnice dostivime soustavu nad Tr

anX; + Gia%y + ... + aynxn — by Yy —b1g¥s — ... —binya =y,
Gge%; + g%y + ... + Amxn — by Yy —buYs —. .. —bpIn = uy,

am1%; + AmaXy + eee + AmnXn — bmlyl— bm’yﬂ _—. e —b!ygnyn = Um,
bu% + bia¥%s + ...+ binxa + auyy + @Y + ... + Gy =1y
by %y + bggxg + ... + bonxa + agy; + Ge¥s + ... + anYn = Uy

---------------------------------------

bmlxl "P b,,,,xg + ceo e + bmnxn + am1y1+ QAmgYa + cee + amyu = Onm.

©)
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Zavedeme zatim tato oznadeni:

Matici soustavy (1), resp. jeji matici roziifenou ozna¢ime p, resp.: Pr. Podobne u sou-
stavy (3) uZijeme oznaceni P, resp. P:. Jsou tedy, oznatime-li jesté¢ matice pravych stran
q, resp. Q,

Pr=| Pus P125 --. 3P

o @
........... E
Pmi5 Pmgs -« - 5 Pmn | Gm
P q
Pe =1

@15 @ias -« 3@ms —bys —byas ... 5—b;m | u | )

Qmy3 Gmg5 « - - 5 @mn —bmyy —Dbmss - - - 3 —bmn Ve

bus big; o 3bimy  ans @i ... G Ty

L bm15 bmas - .. 5bmns  @my3  Ame3 ...3 Gmn | Om _|
P v Q

Pro urceni hledaného feSeni soustavy (1) feSenim soustavy (3) ma zisadni vyznam

Véta 1: Soustava (1) a rovnice (2) jsou ekvivalentni soustavé (3) a rovnicim (2).

Je-Ui hodnost matice p: rovna &slu he < min (m, n), j je hodnost matice P; rovna &islu 2 h;.

Twori-li piitom na pf. prdvé prwdch he Fddki matice pr skupinu Fddki linedrné nezd-
vislych nad Tk, plati o ¥ddcich matice P;:

a) proni af h.-ty fddek spolu s (m + 1)-nim af (m + h;)-tym ¥ddkem jsou linedrné
nezdvislé nad Tr;

b) (A + 1)-ni af m-ty a (m + he + 1)-nf a¥ 2 m-ty Fddek jsou linedrnimi kombinacemi
¥ddku sub a) nad Tr.

Obdobné rorzeni plati i o Fddcich matic p- (hodnosti h) a P (hodnosti 2 k).

Ve, co bylo Feleno o Fddcich, platf s pFislusnymi slovnimi zménami o sloupcich pHislusnych
matic.

Duikaz:

Ekvivalence plyne z vytvofeni soustavy (3).
Jsou-li &isla zx (B =1, 2, ..., n) feSenim soustavy (1), jsou nutné &isla xx, yx feSenfm
_ soustavy (3) -a obricené, pokud ¢&isla 2k, xk, yx jsou vdzana vztahy (2).

Pfedpoklad o pofadi linedrné nezivislych fadki matice p: (v poltu k;) je zfejmé
nepodstatny, nebot neovliviiuje hodnost matice.

K dtkazu tvrzeni a) proto pfedpoklidejme, Ze k matici p. neexistuji (komplexnf)
konstanty (z nichZ alespoil jedna by byla nenulové) )

m=u—ip (=1,2,...,h;, i reilnd &) (6)

tak, aby

-
D vipk=0 M
=1

pro vSechna k=1, 2, ...,n

To viak zna&i — po dosazeni za y; a pi podle (6) a (2) — Ze neexistujf nikoli vesmés
nulovi reélné isla o, B tak, aby mohly byt soucasné splnény tyto podminky pro lineirnf
zavislost nad Tr:
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% ayk + %g8gk + . .. + an_ank + Py bk + Babex + . ..

_ﬂlalk—ﬁga,k—...—ﬁ;.ra;.rk—l—alblk—}—a,,f,k‘—!»...
E=1,2...,m ¥

Aty + gty ...+ anun, + 5oy + Py + ...

—pBiuy — Bau, _-‘-—‘ﬂh,uh, +o9 +ov ...

+ Br bax =0, (8a)
+ an, bax =0, (8b)

+ B, vn; =0, (8¢c)
+an vn, =0. (8d)

Navic je zfejmé, 2o na pf. z nemoZnosti splnit podminky (8a) plyne pfimo, Ze nelze

splnit ani podminky (8b) a' obracen&. Podobné pro (8c) a (8d),
a (8¢, d).

nikoli viak pro (8a, b)

Tvrzeni a) plyne z (8a, b, c). Podminka (8d), zatim zd4nlivé pfebytecnd, se uplatni

. pozdéji.

Tvrzeni b) 1ze dokédzat zcela obdobné a proto je podrobné neprovedeme.

Diikaz pro sloupce by byl formélné shodny.

Vcelku: Je-li 2. hodnost matice pr, je Cislo 2k, hodnosti matice P;.

Zavéry o maticich p a P plynou z (8a) a (8b).
Tim je véta dokizéina.
Poznédmka:

PHi fedeni soustavy (1) mohou nastat prakticky dva pipady, jim? mohou vyhovét

dva podstatné odli¥né pracovni postupy.

Pfedeviim muiZe mit soustava (1) regulirni (¢tvercovou) matici, t.j. A =m = n.

Déle muZe byt d4dna soustava, o jejiz hodnosti nic nevime.

V kaZdém z téchto dvou pfipadi je moZno volit jiny postup.

o0 jistd maticova zobrazeni dané soustavy.

V obou ptipadech jde

3. ReSenf reguldrnf &tvercové soustavy
Pledpoklidejme, %¢ b = n = m. Soustava (1) m4 urdit¥ feleni.

UZijeme téchto oznaleni:!)

' P=I[pil =a+jb, a=[ail, b =[bul,
z =[?k] =x+jY, x=[xx], y=1[l,
q=[g] =u+ijv, u=[u], v=[uvl

Lk=1,2,...,n

Pak bude soustava (1) zobrazena maticovou rovnici
Pz=gq,
(@+ijib)(x+jy)=u-+ijv;
této rovnici lze vyhovét pr{ivé jen tehdy, bude-li soudasné

sl

v ax—by=uy,
bx+ay=yv,
nebo, dile zobrazeno jedinou rovnici,
a; —b x]=[ul.
[ B

1) Zavorkami [ . . .| oznatujeme sloupcovou matici (vektor).

(92)
(9b)
9¢c)

(10)

(11a)
(11b)

' (12)
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Rovnice (12) je zfejm¢ maticovym zobrazenim soustavy (3), a .to pomoci submatic
a az v, viz (9); lze ji psat stru¢ngji [viz (4), (5), (9)]

' PZ=Q . (13)

a]
Véta 2: Jediné faSeni 2,, 29y . .., 2a soustavy (1) pit h = m = n je — v maticovém
tvaru, a to pokud maji naznalené operace smysl —

Z=x+jy,
kde
x=(a+balbylu+(a+balbyrbaly, 14
y=—(a+ba-tb1ba— u+ (a + ba1bylv. 19
Dikaz:

Z h = m = nvyplyvi, Ze feleni je jediné. Vztahy (13) dostaneme pfimym fefenfm sou-
stavy (11) nebo feSenim rovnice (12) pomoci matice inversni k matici rozdélené v sub-
matice (t. j. k hypermatici).

Za predpokladu, Ze viechny operace, jichZ pouZijeme, maji smysl, je postupn&:

Podle (11a)

x=a"1lby 4+ alu.

Dosazenim do (11b) dostévime
(ba—1b+c)y=—-b;1—1.u+‘v, ;
y=—(batb+ay'ba—lu+ (ba-lb 4 a)lyv,
t. j. (14). Podobné pro x. Tim dokézéno.

Pozndmka: Vztahim (14) Ize dit i jiny tvar a bylo by moZno je podrobit hlubiimu
rozboru. Nedinime tak .proto, Ze tento zpisob feleni je vyhodny jen potud, pokud lze
snadno invertovat matice a i (a + b a—!b), t.j. zfidkakdy. Vcelku je formilné jedno-
dus3{ a piehlednéji zpiisob z odst. 4.

4. ReSeni soustavy, jejiZ hodnost nenf zndma

Neni-li znéma hodnost soustavy (1), je vhodné&j§i postupovat jinak.
Je znimo, Ze kazdé komplexni &islo tvaru

z=x+jy
Ize vzijemné jednoznainé zobrazit &tvercovou matici nad Tr
z=[x—y]; (15)
]
struéné to vyjddfime (symetrickym) vztahem

zAZ (16)
Toto pfifazeni je isomorfismem.
Soustavu (1) lze proto zobrazit soustavou maticovych rovnic

a7

......................

PuZi+Pi2Za+.--+PmmZn= Qo }
Pm1Z1 + PmzZa +..._+ Pmn Zn = qm,
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Pit = [aik§ —bik], Zx = [xk; —.'}’k]: qi= {“i} —vi], (18)
bik; aix Yk5 Xk vi; U
1=12,....,m; k=1,2,...,m, -

a tu opét jedinou rovnic{

‘P*Ze — bQo’ (19)
kde matice )
) PP =[ au; —bu |G1a5 —D1a| G5 =3 —o |, (20)
byis ay ! bla, 412: Ibl’l’ aln:vﬁ %
| ...... |...| ...... [ooe e
- |-\~ - -
Gmy3 —bmy1 | Gme5 —bma | | @mn —Dbmn | Um; —Om
_bm1§ amy I bm2§ Qmg I l bmns  Gmn I Um; Um _|
_— —_——
Po Qo
Z* =[x, Q" = [qil t =12...,m (21)

E=1,2,...,m

Ize povaZovat za hypermatice rozdélené v submatice jak naznateno. .

Véta 3: Soustava (17) a rovnice (18) ]sou ekvivalentni soustavé (1) a rovmicim (18).

Je-Ii hodnost matice pe rovna Sislu ke <. min (m, n), je hodnost matice P? rovna &slu 2 h..

Tvord-li pfitom na pF. prdvé pmn(ch h; Fddkit matice Pr skupinu i"ddku linedrné nezd-
vislych nad Tx, plati o fddcich matice Py :

a) promf ¥ddky v poltu 2 h: jsou linedrné nezdvislé nad Tr;

b) poslednt #ddky v poétu 2 (m — h;) jsou linedrnimi kombinacems ¥ddki: sub a) nad Tr.
- Obdobné tvrzeni platf i o fddcich matic p (hodnosti k) a P* (hodnosti 2 h).

Ve, co bylo fedeno o #ddcich, platt s pHislusnymi slovnimi zménams o sloupcich pfislusnych
matic. ‘

Soustavu (17) lze FeSit redukct matice P* na pseudojednotkovy tvar.?)

Dukaz:

Ekvivalence soustav (17) a (1) plyne z vytvofeni soustavy (17).

Matice P; se li$f od P [viz (5)] tim, %e m4 zfejmym zpisobem pfeskupené Fidky
a v submatici P* obdobné i sloupce, a Ze m4 proti P; o druhy sloupec v. Q* vice. S hle-
diska linedrni zévislosti plati o tomto sloupci [podle (8d)] totéZ, co o prvnim sloupci
z Q®*. Proto jsou sprivn4 tvrzeni o hodnostech a p linedrni zévislosti a nezévislosti fadku.

Redukci na pseudojednotkovy tvar lze provést, jak znimo, na pf. nisobenim zleva
vhodnymi regulirnimi maticemi, pfi ¢emZ je lhostejné, zda s jednotlivymi maticemi
pracujeme jako s rozd&lenymi & nikoli. A tato nisobeni jsou rovnocennid postupnym
elementérnim vpravim fidkovym.

Tim je v&ta dokézéna.

Poznimka.

PH této tipravé vyjde na mist® piivodn{ matice Q* matice pravych stran redukované
soustavy. Je viak ziejm& zbytetné pracovat pfi numerickém vypoltu jeité s poslednim

%) T. j. na tvar, v ném2 spoleéné prvky prvnich linedrné nezévislych #4dkd a sloupci v poétu
2 h, tvoii jednotkovou matici.
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sloupcem; nebot v pfedposlednim sloupci vyjdou postupné vidy reilns a imaginirni
¢ast pravych stran redukované soustavy.
Podrobny postup ozfejmi nejlépe piiklad.

Piiklad.
Retit soustavu

i z+A+ D2+ 2— Nz=5+ 4j)
A+ )z + 2 z+(0— PDz=5+ (@)
(3+6)z+B+9D2+0O+2j)2=8+ 29j.
Podrobny vypocet je v tab. 1.

Vyjadfime-li redukovanou matici P* a P} (z fidkil ry aZ ry,) opét v komplexnim
tvaru, dostivime misto soustavy («) redukovanou soustavu

lzy +(1—j) 2 =1—=j
lzg=1+42j.
Tab. 1.
. . . 8
M_a_)uee P z%r —2. . Zkoudkal
— 4 s
Pledpis | J : sl. s 85 s 8 5 8 s 5 2:1
T, 1 —1 2 (] 1 1 5 -9 o
V kazdém Sesti- !
fadkovém pisu I, 1 1 0 2 —1 1 1 —5 0
se politd nej- 1, ] -1 1 —1 2 1 5 -1 1]
prve g::;“ 1 1 0 1 1| —1 2 4 |[—38 0
tlustou &4rkou I —3 —6 3 —9 9 —2 8 o o
Te 6 —3 9 3 2 9 ‘_29 —55 0
n I; 1 —1 2 ] 1 1 5 -9 (4]
La— Ty I 0 2 —2 |7 2 —2 0 — 4 0
T3 Iy 0 —1 1 —1 2 1 5 -7 (1]
Ty—1y Ie 0 1 —1 1 —2 1 -1 1 0
r+3n fn ()} —9 9 | —9 12 1 23 | —27 0
Ig— 61, Tis 0 3 -3 3 —4 3 —1 -1 o
ry + rid I 1 0 1 1 V] 1 3 -7 0
rg:2 3 I 0 1 —1 1 —1 V] —2 2 (4]
Iy + f1e0 419 V] ] ] 1] 1 1 3 -5 V]
I, Tie V] [ V] [\] —1 1 1 -1 0
‘fn+ 9 Iy V] o0 0 (V] 3 1 5 -9 ]
T —3 1 Tis o V] V] 0 —1 3 5 -7 0
fe e 1 0 1 1 0 1 3 71 o
T+ I Ty (1} 1 —1 1 0 1 1 —3 1]
131 Ty .0 0 (V] 0 1 1 3 — 5 0
Tie + Iaa Ty - o (1] o 0 0 2 4 — 6 (1)
fiz—314 9 1] 1] V] [\ V] -2 —4 6 (/]
.Tis + I %% 0 0 (V] 0 0 4 8 —12 0
T19 — Cas Ty 1 0 1 1 V] ] 1 — 4 V]
Tyo = Ias 29 o 1 —1 1 0 [ —_1 0 V]
Tay — Tas Tar (1] (V] V] V] 1 V] 1 —_2 (V]
Tyt 2 T (1] (1] 1] o 0 1 2 — 3 (/]
Tas + 2 Tyg Ty 0 V] 0 0 (4] V] 0 (1] (4]
‘Tga =4 Tqg . | 99 o [\] (1] V] o (1] 0 (V] 0
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Tab. 2.
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os| ¢ 1 Y N T T D U A O I B |
P - - - - - - I_FM_67_63_61_61_6
- 1 : I R
a - - - o - o ) 7_30_.5_3 2_3 1_34 U__o 1_6 3_6 7_6 1_616
[ | | | {
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Reenim je tedy na pf. (volime-li 2, za parametr)

fn=1—i) + 1 +i) 2
25 = libovolné d&slo,
Zyg=1+42 ir

Soustava (o) m4 hodnost & = A, = 2.

. ' 5. V{polet inversni matice

Postup z odst. 4 je vhodny i pro vypo&et inversni matice.

Vychézime z této dvahy:

Necht je p reguldrni matice s redlnymi prvky a e jednotkové matice tého? Fidu jako p-
Napi$me je vedle sebe:

pse.
Nésobime-li nyni obé matice zleva matici p—%, pfejde p v e a soudasné e v p—1, takZe
dostaneme dvojici
, e p . (22)

Vime viak, Ze nisobeni zleva regulirni matici 1ze nahradit vhodnymi elementirnimi
dpravami fidkd. (Pfi nésobeni zprava by $lo o elementirni dpravy sloupcd.)

Necht jsou nyni P* a E* regulirni hypermatice zobrazujici matice p a e zpisobem
z odst. 4. Pak lze opé&t prevést dvojici

P*; E*

E*; (P*! 23)
nisobenim zleva regulirni hypermatici (P*)—. ProtoZe je pfitom lhostejné, pracujeme-li
s E*, P* a (P*)—1 jako s hypermaticemi & jako s oby¢ejnymi maticemi s &selnymi prvky,
-jde opét o elementéirni fddkové tpravy. Vysledek, t. j. matici (P*)—3, interpretujeme opét
jako p—*, nebot rozd&leni matice (P*)—! mus{ byt shodné s rozdélenim matice P*.
~ Piiklad:

Reste soustavu

I+ Dz+U0—2)z+C+ Dzm= 1— 3j
i 5m+Q2— Dat+—2j)sn=—"— 8j G
A+2)z+B—3)2+ T +2))25= 6—14j

a urlete zdroveri matici inversni k matici soustavy.
Podrobné feleni viz v zab. 2.
Soustava (f) m4 hodnost 2 = 3 a jejim jedinym feSenim je trojice

2 =j, za=—j, 2z=1-—2j.

ve dvojici

Matice inversni k matici soustavy je

25— 7j5; T+11j; —I13+ j
[ 3—13j; 9— j; —3+7i]
— 14+ =1+ 35 1=

o -
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