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KVADRATICKE PLOCHY
- Dr. KAREL SINDELAR

Obdobné jako p¥i zkoumani kuZelosetek v roviné!) méjme nyni ddnu v roz-
ffeném redlném prostoru afinnf redlnou soustavu soufadnic s redlnym podat-
kem O a se tfemi nekomplandrnimi, ale jinak zcela libovolnymi redlnymi vek-
tory Ji, Je, Js, jednotkovymi vektory této afinni soustavy soutadnic.

Kvadratickd funkce bodw P [z, y, z] v prostoru je vytvofena kvadratickym
mnohoélenem

F(z, y, 2) = a2 + 20132y F Goey® + 2“13‘“ + 2a23yz + g2® +
+ 2b,z + 2byy + 2bgz + ¢, (44)

v némi aspoh jeden z koeficientt u kvadratickych &lenti nevymizi, tedy aspon
jedno z &isel a,i, g, Ags, @5, @g3, @33 Neni rovno nule.

Detinice 20. Kvadratickd plocha (kvadrika, plocha druhého stupné) je mnofina
vdech bodd [z, y, z] v prostoru, jimZ dany kvadraticky mnohollen (44) pfifazuje
éislo nula.

Rovnice tétq kvadriky pak je

112 + 28,50y + Qg + 203572 + 2a05yz + Age2® +
4 2byx + 2bgy + 2bgz +c =0, _ (45)

nebo libovolnd rovnice, jeZ je s ni ekvivalentni.

Transformaci soustavy afinnich soufadnic v prostoru se mohou zménit
jeji koeficienty, nikoli v8ak jeji stupeﬁ tedy rovmce kvadriky je v libovolné
soustavé soufadnic kvadraticka.

Adjungované (pfidruzené) mnohodleny ke kva,dratlckému mnohoélenu (4)
maji tvar

Fi(z,y,2) = apx + ayy + a5z + by,
Fé(x, Y, z) = OyeT + aﬁy +'a23z + bn ’ (46)
Fy(z,y,2) = 0157 + Qs + a3z + b3, - :
FA(x,?/,z)=b1x+bay+sz+C s

a tak jako u kuZelosedek pro né plati identickd rovnice
F(x,y,2) = aF\(x, y, 2) + yFy(x, Y, 2) + 2Fy(x, y, 2) + Fo(x, y,2) (47)
a dale o ' _
EFl(x’ y? Z) + nFﬂ(xi y’ Z) + CF:,.((E, yy z) + FA(w’ ?/: Z) = xFl(E: 779 C) +
+ yFy(é, n, §) + 2F4(&, 7, 8) + Fy(é, m, {) . ' , (48)

Pro struénost budeme vyrazy (48) znadit op&t bud F(x, y, z; £, 5, {) nebo
F(E,n, &, y, 2).
Definice 21. Bod P [z, y, 2], jeho¥ soutadnice splitujé rovnice
T + QY + a5z + by = 6 "
Q127 + QoY + Q932 + bE = 0 ’ o R (49)
Q15 + Gogy + Ag2 + b3 = 0, :
bix 4+ by +bz +¢c =0,

" 1) Viz K. Sindel&¥, Kulelosetky, v tomto Easopise, IV, 1959, &. 2.
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se mzyvd singuldrnt bod kvadnky (45). Smér vektoru VY(v,, vy, v3), 0 jehof sou-.
fadnicich plati
ay,v; + “12"-’2 + @03 =0,
Q1307 + gyl + g3 = 0,
Q133 + Ggg¥s + G330 = 0,
by +bgvy +bvs =0,

je singuldrnt smér kvadriky (45) a V je jeji singuldrnt vektor.

Je ziejmé, Ze kaZdy singuldrni bod kvadriky je jejim bodem, nikoh viak
naopak.

Detinice 22. Bod kvadriky, ‘ktery nent jejim bodem smgulamim, se nazyvd
reguldrnt bod kvadriky.

Definice 23. Kwvadrika, kterd md aspoii jeden singuldrni bod mebo mﬁér, se
nazyvd singuldrnt, katdd jind kvadrika se nazgvd reguldrni.

Digkriminant mnohoélenu (44) je determinant &tvrtého stupné{ ’

(50)

@1 G1g; Gy35 by _
A — | %2> Q9 Oy, b, ‘ (51)
13, B33, 33, U3
. bl-’ bz ’ bs » €
a platf o ném -

véta 26. Koadrika (45) je singuldrni prdvé tehdy, je-li diskriminant (51)
mmohoClenw (44) rovng nule; jinak je reguldrni.

Ditkaz: Je-li determinant (51) rovny nule, je hodnost A’ roziffené matice
soustavy rovnic (49) nejvysSe tfi. Je-li ~ hodnost nerozsifené matice této sou-
stavy, mohou nastat tyto ptipady:

a)h=1,h =12 h=2 K =2 3) h=3, h'_3 Hh=1, I =2
5)h =2, B = 3.

A% prvnich ttech pifpadech m4 sousta.va, (49) fefeni, takie kvadrika (45)
mé aspont jeden singulédrnf bod; v prvnim pifpadé dokonce celou rovinu singu-
larnfich bodi, ve druhém pf'ipa,dé celou piimku singulgrnich bodi — priseénici
dvou rovin, jejichZ rovnice ze soustavy (49) jsou linedrné nezavislé. :

V prvnim, druhém, étvrtém a patém piipadd mé soustava rovnic (50) nenu-
lové feSeni, takZe kvadrika (45) mé singuldrni smér; v prvnim a ve ¢tvrtém
piipadé dokonce celé zaméFeni singulérnich sméri. 7/

Je-li determinant (51) rizny od nuly, je b’ = 4, h = 3, takZe kva.dnka. (45)
je regulérnf. °

Definice 24. Hodnosti kvadriky (45 nazyvame hodnost dwkmmmantu (51)
mmnohollenu (44). "

Vita 27. Reguldrnt kvadrika md hodnost 4, singuldrni md hodnost 3, 2 nebo 1.
Ma-li hodnost 3, bud md jediny amgularm bod mebo jediny mnguldmi smér,
md-li hodnost 2, md bud celou pFimku singuldrnich bodi a jeden singuldrni smér
(smér této primky) nebo celé zamérent singuldrnich sméri.. Md-li koneéné hod-
nost 1, md celou rovinu stnguldrnich bodi a celé zaméfeni singuldrnich sméri
(zaméie(zi této roviny).

Diikaz plyne z dikazu véty 26.
Podobné jako kuZelosedky rozdélujeme i kvadriky.
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Definice 25. Kvadrika se nazjvd formdiné redind, lze-li ji vyjddrit rovnicé

. tvaru (45) se samymi redinymi kogficienty; jinak se nazyjvd formdlné imagindrni.

Definice 26. Formdlné redlnd kvadrika se mazyvd bodové redind, obsahuje-li
aspott jeden regquldrni redlny bod; jinak se nazyjvd bodové smagindrni.

Zkoumejme déle, jaky ttvar vyplﬁu]i spole&né body dané kvadratické plo-
chy a roviny; o tom platf

v¥ta 28. Rovina, jef nele¥i celd ma kvadrice, md s kvadrikou spoleénou bud
kuZeloseSku (kterd made byt © singuldrni), nebo pitmku, nebo nemd & kvadyikou
spolelny Zidng bod. Rovina, kterd md s kvadrikou vice spolelnyjch bodir neZ
véechny body néyaké kuieloseé'lcy le%t celd na kvadrice. Kvadrika se pak sklddd
jedté z daldt roviny, bud jiné nebo totoné s proni rovinou.

« Diikaz? Zvolme soustavu soufadnic tak, aby zkoumané rovina byla rovi-
nou os soufadnic z a y, takZe jeji rovnice zni .

z2=0. ' (52)

" Rovnice priseku této roviny s kvadrikou pak zni \

a1 %® + 20,57y + agy® + 2bx + 2bgy +c=0. " (53)

Je-li aspoil jeden z koeficientit a,,, a,,, @4, rizny od nuly, j& prisekem kuZelo-
setka regularni nebo singulérni; jsou-li véechny t¥i uvedené koeficienty rovny
nule, ale aspon jeden z koeficientd b,, by nenulovy, je prisekem pifmka; je-li
koneén& viech pét téchto koeficientit rovno nule, ale ¢ riizné od nuly, nemé
kvadrika s rovinou spoleény #4dny bod. A je-li kone¢nd kromd vSech péti
nulovych koeficienti i’ absolutni &len ¢ rovny nule, leZf vechny body roviny
na kvadrice, rovina je soudésti kvadriky. Potom lze v¥ak rovnici kvadriky
napsat ve tvaru

2a,5y2 + 2a55yz + 04422 + 2b,z =0, ~ (64)
takZe je sloZena ze dvou rovin, a te z roviny (52) a z roviny :
B045% + 255y + Bggz + 263 = 0. . (65)

Detinice 27. Kvadrika, je se sklddd ze dvou rovin, of ji¥ ;'uznych nebo splyva-
jicich, se nazyjvd (slofend) rozloZitelnd, ostatnt kvadnky se nazyvajt (jednoduché)
nerozloZitelné.

‘Pozndmka: Na rozdil od kuZelosetek nejsou viechny singuldrnf kvadriky
rozlozitelné. Ale rozloitélnost kvadrik tdzce souvisi s jejich hodnostf.
O spoleénych bodech kvadriky a pfimky plati véta, jeZ je obdobou véty 3:

Vita 29. P#imka, jet nelett celd na kvadrice, md 8 kvadrikou spoleéné bud dva
body, nebo jeden bod, nebo mnemd s kvadrikou spoleény Zddnybod. Primka, jeZ
md 8 kvadrikou vice riizngjch spoleényjch bodi neZ dva, le#t celd na kvadrice.

Dikaz:, Zvolime-li si na dané p¥mce dva body II(¢, 7, ) a Po[a:o, Yos %),
Ize kaidy bod Plz, y, 2] této piimky vyjadfit ve tvaru

1—1; Yy=3—7 ' *=1=73

kromé bodu 77, a naopak kaZdé hodnoté 4 + 1 odpovidd ndjaky bod ptimky.
Spole¢né body této pHimky s kvadrikou (45) urdime, kdy% roztedime rovnici,

(586)

-kterd vzmkne dosazenim vyrazi (56) do rovnice (45); ta.to rovnice po upra.vé
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nabude tvaru ‘
F(‘Sa 775 C) . 2'2 - 2F(E’ .77’ C; xo, yO’ ZO) 2' + F(xoy !/o, 2o) = 0 ’ (57) ¢

obdobného rovnici (15). Dali{ ivahy jsou jiZ zcela obdobné t&m, jez jsme prova-
déli u kuzelosedek.
Rovnéz nésledujici definice je obdobna definici 9:

Definice 28. Smér vektoru V(vy, v,, v;), jehof soufadnice jsou vdzdny rovnici
T 00T F 2015010 + 09903 + 20150105 + 20930505 + Ggav3 = O, (58)

se nazyvd asymptoticky smér kvadriky (45).
Véta 30. Primka, je neleZi celd na kvadrice (45), md s touto kvadrikou spo-

leény nejvyde 7eden bod odpovidajici jednoduchému kokenu A rovmice (57) prdvé
tehdy, kdyZ md asymptoticky smér kvadriky.

Diikaz je zcela obdobny ditkazu véty 4.

. Definice 29. P#imka, kterd nemd s kvadnkou spolecny Zddny bod, se nazjvd
asymptota kvadriky.

Véta 31. Asymptota kvadriky md vidy jeji asymptoticky smér, ale katdd pFimka
asymptotického sméru kvadriky neni jeji asymptotou.

Diikaz plyne z definice asymptoty a asymptotického sméru kvadriky.

Poznamka: Zvolime-li na asymptoté kvadriky libovolné dva od sebe rtizné
body a vyjadiime tuto asymptotu parametrickymi rovmceml (56), budou oba
koteny rovnice (57) rovny jedné.

Obdobné jako u kuZeloseéek si vS§imnéme dale jesté dvou pfipadid, kdy p¥im-
ka le#i celd na kvadrice.

Véta 32. Spojnice singuldrniho bodu kvadriky s dal$im jejim bodem lei celd
na kvadrice

Dtkaz je obdobny ditkazu véty 6, jen je tieba rovnice (14) nahradit rovni-
cemi (56) a rovnici (15) rovnici (57).

Véta 33. Primka, kterd md singuldrnt smér kvadriky a prochdzi nékterym
jejim bodem, leZi celd na kvadrice.

Diikaz je obdobny dukazu véty 7, ]en parametrické vyjadieni pnsluéné
piimky bude

4 E=2ay +vt, Yy=1Yo+ Vb, 2=2y+ vgt, (59)
a bude-li lezet bod Py[x,, ¥,, 2,] na kvadrice, bude splnéna rovnice
F(zy + cot, Yo + vat, 2o + vst) = 0 ' (60)

po kazdé ¢.

Poznamka: Pfimka obsahujici singuldrni bod nebo rovnobé&iné se singu-
larnim smérem kvadriky a prochazejici kromé toho dalsim bodem kvadriky,
lezi podle poslednich dvou vét cela na kvadrice. Obricené to vSak neplati;:
existuji dokonce pifmky leZici celé na regularnich kvadrikach.

O rozlozitelnosti kvadrik plati:

Véta 34. Kvadrika je rozloZitelnd prdvé tehdy, je-li jej hodnost mendi nef .
Potom se sklddd ze dvou rovin, tyto roviny spolu splyjvaji prdvé tehdy, kdyZ hod-
nost kvadriky je jedna.
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Dikaz: Sklddé-li se kvadrika ze dvou rovin '

A+ By +Ciz + D=0, A + By + Cyz + D, ='01 (61)
je jejf rovnice -
(4 + By + Cpz + Dy) . (A% + By + Oz + Dy) = 0 (62)
a diskriminant kvadratického mnohoélenu z levé strany této rovnice je

24,4, , A\B, + A;B,, A,C, + A,C,, 4,D, + 4,D,

A1B2 + A2Bl, 2.Bl'Bﬁ ’ Bloﬁ + BSCI’ Bl‘,Dﬁ + BﬁDl

AICB + ABOI’ BICB + BzCn 20102 ’ ClDﬂ + CBDI )

A\D, + AD;, BD, + B,D,, C,D, + C,D,,  2D.D,

Vybereme-li si z ného kterykoh subdeterminant tietiho stupné lze jej vy-
jadrit ve tvaru

(63)

o7ty + 0‘2”1, %102 + %201, %10, +_0‘201
| Br7te + Barty, B10: + Be01s B10: + Be0y |, (64)
V1% + Va1, Y102 + V103 Y102 + Ve0y :

kde «, 8, y a m, g, o jsou dvé rizné nebo splyvajici kombinace tieti ttidy bez
opakovani z prvkia A, B, C, D. Ale o ka’dém determinantu (64) lze dokézat
obdobné jako o determinantu (19), Ze je rovny nule.

Splyvaji-li ob& roviny (61), z nich# se kvadrika skléd4, je 4, = A4,, B, = B,,
C, = C,, D, = D,; oznatme tato ¢isla postupnd 4, B, 0 D. Potom kazdy sub-
determmant druhého stupnd diskriminantu (63) m4a tvar (20), kde «, B a 7, o
jsou opét dv& totoiné nebo riizné kombinace druhé tiidy bez opa.kovam
z prvka 4, B, C, D. Ale protoZe kaZdy determinant. (20) je rovny nule je
hodnost kvadnky v tomto pripadé jedna.

Naopak je-li hodnost kvadriky mensi neZ tii, mohou pro soustavu linedrnich
rovnic (49) nastat jen ty pi'ipady, kdy 2’ < 3, tedy z pripadi uvedenych’v dii-
kagu véty 26 jen piipad prvni, druhy a étvrty.

Nastane-li ptipad druhy, mé podle v&ty 27 kvadrika pravé pfimku singulér-

nich bodt. A podle véty 32 leii spojnice kazdého z bodi této piimky s libo-
volnym dal$im bodem kvadriky celd na kvadrice. Kvadrika tedy obsahuje
celou rovinu. Tato rovina v8ak neni dvojnasobné rovina kvadriky, nebot pak
by musela byt hodnost kvadriky jedna. Ohsahuje tedy kvadrika jests dalsi
- rovinu, jez s ni protind v jeji pfimce singulérnich bodu. '
Ve étvrtém piipadé ma kvadrika podle véty 27 celé zaméfenf singuldrnich
* sméru. ProtoZe libovolna piimka rovnobézna s timto zamérenim, jez mé s kva-
drikou spoleény bod, lezi podle véty 33 celd na kvadrice, obsahuje kvadrika
v tomto piipadé s kaZdym svym bodem celou rovinu, kterd jim prochdzi
a mé zaméfeni singuldrnich sméri kvadriky. Tato rovina viak neni dvoj-
nésobnou rovinou kvadriky, protoZe hodnost kvadriky je dvé. Obsahuje tedy
kvadrika jest& dalsf bod a s nim i celou rovirru, kterd jim prochéz{ a je s prvni
rovinou rovnob&zna. -

Koneéné v prvnim pf'ipa.d.é obsahuje kvadrika celou rovinu singuldrnich
bodu a kromé nf jiz Zadny jiny bod, nebot pak by kvadrika obsahovala jeits -
aspoil jednu dalsf rovinu a to neni moiné protoze ]eji hodnost je ]edna. '

Z tohoto dikazu vyplyva jesté daldi véta:

Véta 35. Kvadrika se sklddd ze dvou riznyjch rovin prdvé tehdy, je-li jeji
hodnost ' dvé. Tyto roviny jsou rovnobéiné, je-li hodnost h (nerozsifené) matice
soustavy rovnic (49) jedna, a riznobéiné, je-li tato hodnost dvé. -
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Singularni kvadriky, jejichZz hodnost je tii, ]sou tedy nerozloZitelné a maji
zvlastni pojmenovani.

Definice 30. Singuldrni kvadmtickd plocha, kterd md jediny ainguldmi bod,
se nazyvd kvadratickd plocha kuZelovd a ennguldrni bod vrchol této plochy. Kvadra-
tickd plocha bez singuldrnich bod®, kterd md jedimy smgulami smér,-se nazjvd
kvadratickd plocha vdleovd.

Poznamka: Z péti pfipadi uvedenych vdikazu véty 26 je ve tfetim plocha
‘kuZelova, v pAtém plocha valcova.

ProtoZe pf¥imka, kterd nele#i celé na kvadrice, mé s touto kvadrikou nejvyse
dva spole¢né body, 1ze na ni vidy zvolit bod 7 (E 7, £), ktefy nenf bodem kvad-
riky, a dal&f libovolny bod Py[z,, ¥, 2], & vy]adf'lt ji parametricky rovnicemi
(56), takZe pro jeji spole¢né body s kvadrikou je splnéna rovnice (57), jejimz
dvéma kofeniim, pokud jsou ruzné od jedné, odpovidajf spole¢né body obou
utvari.

. Splynou-li takové dva koteny, mé pHmka s kvadrikou spoledny jen jeden
bod, dvojnédsobny prisetik. To nastane vidycky, kdyZ pfimka pochdzi singu-
larnim bodem kvadriky, jenZz je pak timto dvojndsobnym priseéikem. Proto
singulérnf bod kvadriky nazyvame také jejim dvojnisobnym bodem. Ale miiZe
se stat, .Ze dvojnasobny prisedfk piimky s kvadrikou je reguldrnim bodem
kvadriky; pak pisluinéd piimka nemé jiz s kvadrikou Ziddny dalsf spoleény
bod.

Definice 31. Md-i pMmka 8 kvadrikou dvoymisobny privselik v jejim reguldr-
nim bodé, nazyjvd se tebnou kvadriky v tomlo bodé a pfisludny bod bodem dotyku
(dotykovym bodem).

O tednach kvadnky v jejim daném reguldrnim bodé plati

véta 36. Viechny tedny kvadriky, jeZ se ji dotykaji v jejim daném reguldrmim
bodé P, [:lz:,o Yor 20), leFt v rovmé ye;nfz rovnice znit

F(a: Y, 2; xo, Yos %) = 0. . (65)

Dikaz: Necht.-Py[z,, Yo, 2,] je reguldrni bod kvadriky (45). Bod II(£, %, )
lezi na tednd této kvadriky v bod& P, pravé tehdy, kdyZ rovnice (57) ma dvoj-
ndsobny kofen 4 = 0. To vSak nastane pravé tehdy, kdyZ soutadnice bodu /7
vyhovu]i rovnici (65).

PoznimKa: Rovnice (65) vyjadtuje rovinu, pokud bod P, je reguldrnfm
bodem kvadriky (45), z duvodu zcela -obdobnych ¥¥m, pro né&Z rovnice (21)
vyjadfuje pimku.

Definice 32. Rovina (65) se nazyjvd teénd rovma kvadnky (45) v jejim reguldr-
nim bodé Py[xy, Yo, 2o)

Véta 37. Teénd rovina nerozlofitelné k'va,dmky v jejim reguldrnim bodé P,
. protind kvadriku ve slofené kuZeloselce, kierd md v bodé P, svij singuldrni bod

Dikaz: Zvolme soustavu soutadnice tak, aby bod P, byl poditek a te&né.
rovina kvadriky v ném rovina os soufadnic z, y, kterda mé rovnici (52). Rovnice
kvadriky pak zn{

1,22 + 20,57Y + Gggy? + 20,572 + 2005y + Agg2® + 2bgz = 0 (66)
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a rovina (52) ji protiné, v kuZelosetce ~ ' ,
a3, 2* + 20,0y +agy® =0, (67) .
]ei se sklddé ze dvou pfimek, které ob® prochézejf potdtkem. -

Poznémka: V rovnici (67) je aspont jeden koeficient nenulovy, nebof jinak
by kvadrika, (66) méla nutné hodnost niZ¥{ ne% tfi a nebyla by tedy nerozloZi-
telna. -

Viechny tedny kvadriky, které se ji dotykajf v jejim daném bod Py, lexf
v roving, tedné rovind kvadriky*v tomto bod&. Necht nynf bod P, lef mimo
kvadriku a zkoumejme utva.r, v ndm? le#{ viechny tetny kvadnky které bo-
dem P, prochézejf.

Deﬂnwe 33. Plocha tez‘,'en vedenyjch z bodu Py[x,, y.,, 2,] lekictho mimo kvadnkuv
(45) k této kvadrice, je mnofina_ vdech takovijch bodn, jejichbspoinice 8 bodem P,
bud protind kvadriku ve dvojndsobném prfweé’iku nebo je jeji asymptotou.

. Poznédmka: Plochs tefen privé defmované, je tedy plocha, na niZ le#{
nejen viechny teény a asymptoty kvadriky prochézejief danym bodem P,,
nybr i spojnice bodu P, se viemi singuldrnimi body kvadriky.

Vita 38. Plocha tefen vedenych ke kvadrice (45) z bodu P [Zo, Yo, zo] mimo ni
letictho md rovnics

[F(@, ¥, 2 %o, Yo 21 —F(@, 9, 2) F@o, Yoo %) =0. (68)
- Diikaz je obdobny diikazu véty 11.

Vita 89. Plochd teden vedengjch ke kvadrice (45), jejt# hodmost. je aapo'ﬁ dvé,
2z bodu P, ktery na nt nele¥, je .nnguldmi kvadrika a dvoymieobnym bodem v bo-
déP,.

Diikaz je obdobny diikazu véty 12.

" Detinice 34. Bod P[x,, yo, 2,), leéici mimo nerozlofitelnou kvadnlcu se nazyvd
jejim: ondjsim bodem, je-li plocha tefen vedenych z ného k této kvadrice redind,
je-lt tato plocha tefen imagindrnt, nazyvd se vnitiniém bodem dané kvadriky.
~ Rovnice (65) vyjadfuje rovinu i kdyZ bod P, lexf mimo kvadriku (45), pokud
oviem jeho soufadnice nevyhovuji zdrovet prvnim tfem z rovnie (49). Tuto
rovinu pak dand kva.dnka. bodu P, jednoznadné ptifazuje. Proto zavidime
-definici:

Definice 35. Rovina, jeji rovnice 7e (65), se nazyvd poMmi rovina bodu P,
vzhledem ke kvadrice (45).

Polarnf rovina regulérntho bodu dané kva.dnky vzhledem k této kvadrice
je tedy jeji tednd rovina v tomto bodé Leii li v8ak bod Po mimo kvadriku,
platf o ni tato véta: .

Véta 40. Poldrné rovina bodu Py[z,, Yo, z.,] lefictho mmw kvadriku vzhledem
k této kvadrice (pokud je definovdna) je geometrické misto bodi, které 1. na pHim-
kdch prochdzejicich bodem P, a protinajécich kvadriku ve dvou raznyeh prasesi-
cich odd&lugi bod P, harmonicky od téchio présetikt; 2. na pHmbdch pmc‘mmtcuh
bodem Py a protindjicich kvadriku ve dvojndsobném priseliku left v fomio prise- -
&ku; 3. na pFimkdch prochdzejicich bodem P, a protinajicich kvadrikw v jediném
jednoduchém prisebiku vytinajt s bodem P, lu&et‘,'lcu, je% je timto prisesikem s kva-
drikou pilena.

Diikaz je obdobny dikazu véty 13.
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Véta 41. Bod P, le4t na své poldrni roviné vzhledem ke kvadrice (45) prdvé -
tehdy, kdyZ je reguldrnim bodem této kvadriky. '

Diikaz je obdobny dikazu véty 14.

Véta 42. LeZi-li ze dvou bod# P, a P, jeden v poldrni roviné druhého vzhledem
k dané kvadrice a efistuje-li jeho poldrni rovind, lefi v né druhy z téchto bodi.

Ditkaz je obdobny dukazu véty 15.

Definice 36. Dva body, z niché kaidy let v poldrni roviné druhého, vzhledem
k dané kvadrice, se nazyvaji sdrufené pily této kvadriky; jejich poldrni roviny
se nazyvaji sdruiené poldrni roviny prislusné kvadriky.

Véta 43. Poldrnt roviny vdeck bodé dané primky vzhledem k dané kvadrice
(pokud existuji) patié do téhof svazku rovin. -

Dikaz: Necht dand piimka je vyjidiena rovnicemi (59). Potom polarni
roviny vzhledem ke kvadrice (45) odpovidajici jejim jednotlivim bodim,
tedy jednotlivym hodnotdém parametru ¢, pokud existujf, maji rovnice

F(x, y, z; &y + vit, Yo + vof, 2o + v3t) = 0, (69)
jez lze napsat ve tvaru

F((I), Ys 2; To, Yo, 20) + t[vlFl(x> Y, 2) + v Fy(z, '?/, z) + sts(‘”, Y,2)] = 0. (70)

Vsechny tyto roviny bud splyvaji nebo patii do téhoZ svazku rovin, a to
bud prvniho nebo druhého druhu.

V ptipadé svazku prvniho druhu je osa tohoto svazku piimka, jejiZ vztah
k ptimce (59) je vzajemny. Plati totiz

vita 44. Prochdzeji-li poldrné roviny vdech bodé dané primky vzhledem k dané
kvadrice (pokud jsou definovdny) néjakou druhouw piimkou, prochdzeji poldrni
roviny vdech bodd této druhé primky vzhledem k téfe kvadrice (pokud jsod defino-
. vdny) pront danou primkou.

Dikaz: Necht polétni roviny (70) viech bodé ptimky (59) vzhledem ke
kvadrice (45) prochdzeji (pokud jsou definovany) utéitou druhou pfimkou.
Potom kazdy bod této druhé pfimky, pokud je definovéana jeho polarni rovina,
je sdruzenym pélen ke viem bodém dané pHmky (59), jejichZ poldrni rovina
je definovana, takZe jeho. polarni rovina prochézi pfimkou (59).

Poznémka: Polarnf rovina ka¥dého bodu druhé pfimky, (pokud je defino-
véna) prochézi nutné nejméné dvéma body pi{mky (59), nebof neni mozné,
aby byla definovéna poldrnf rovina pravé jen jednoho bodu piimky (59).

Definiece 37. Dvé pFimky, z niché kaZdd leZi v poldrnich rovindch vdech bodi
druhé primky vzhledem k dané kvadrice, se nazgvaji sdruzené poldry této kvadriky.

Ka#dému bodu Pz, y,, 2,] pfifazuje kvadrika (45) jedinou polarni rovinu
(65), pokud jeho soufadnice neanuluji ziroveil prvni t¥i adjugované mnoho-
dleny (46), tedy pokud jeho soufadnice, nejsou feSenim prvnich t¥i rovnic
ze soustavy (49). :

Definice 38. Bod S[m, n, p], jehof soufadnice vyhovuji pronim tfem z rovnic
(49), e nazyvd stfed kvadriky (45). '

Véta 4b. Stied S kvadriky je jejim stfedem soumérnosts.
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Dﬂkaz je obdobny diikazu véty 16, jen transformalnf rovnice (33) maji
tvar .
zr=2+m, y=vy +n,z2=2 +p -(71)
* & rovnice (34) zn{ :
43,22 + 20,52'Y" + Qggy’? + 20,52 + 2a45y'7 + ag2'? +
+ 2F\(m, n, p) @' + 2Fy(m, n, p) y' + 2Fy(m, n, p) 2’ + F(m, n, p) = 0. (72)

Véta 46. Kvadrika nemd bud Zddny atfed‘ ‘nébo md jeden stfed, nebo md st¥edn
nekonetné mnoho a ty pak vyplhugjé celou pfimku nebo celou rovinu. Nekoneéné
mnoho stfedu muZe mit jen kvadrika singuldrni.

Diikaz: Prvni t¥i rovnice ze soustavy (49) oznadme (49,). Hodnost matice
soustavy (49,) oznaéme Ay, hodnost roziffené matice soustavy (49,) ozna¢me
hg. Celkem mohon nastat tyto pf¥ipady:

Dho=1,hi =1;2) by =2, bt =2;3) hg=3, b}, = 3; 4) hy=1, k) = 2;
5) by — 2, B} — 3.

V prvnim a druhém lp¥{pad® ma kvadrika stfedit nekonetn& mnoho; tyto
sttedy pak vypliujf v prvnim piipadé rovinu, ve druhém p¥imku. Ve tfetfm
piipadé mé kvadriku jediny stfed, kde#to ve &tvrtém a patém ptipadé nems
kvadrika stfed Zadny.

ProtoZe hodnost kvadriky miize byt nejvyse o jednitku vyssf nez Ay, nemize
byt kvadrika regulérni v prvnim, druhém a &tvrtém piipadé.

Detinice 39. Kvadrika se nazjvd stfedovd, md-li prdvé jeden stied; jinak se
nazyjvd nestfedovd.

Véta 47. Kvadrika je nest¥edovd pravé tehdy, kdy? determinant
Qq3, Qq3, als'

Qyg, Agq, Agg
Qy3, Qag, Agg

B= (73)

je rovny nule; jinak je stFedovd.
Duiikaz plyne z definice 39 a d diikazu véty 46.

Definice 40. Nesttedovd reguldrni kvadrika se mazyjvd paraboloid; stfedovd
requldrni kvadrika se nazyjuvd elipsoid, je-li stfed jejim vnitinim bodem.

Poznamka: Plocha teten vedenych k reguldrnf sttedové kvadrice z jejfho
stfedu, je plocha jejich asymptot.
Véta 48. Kvadratickd plocha vdclovd nemd nud stfed 2ddmy nebo md stfedd

nekonelné mnoho a ty pak vyplivuji primku, jejiZ body jsou viechny bud vnitinims
nebo vnéjimi body této kvadratické plochy. :

Dikaz: Pro kvadratickou valcovou plochu (45) je hodnost matice soustavy
rovnic (49) A = 2, a matice rozsffené A’ = 3. Hodnost roziffené matice sou-
stavy (49,) prvnich t¥ z nich je hy = h = 2 a hodnost h, nerozifrené ma.tlce
soustavy (49,) je bud jedna nebo dvé. .

Je-li by = 1, nemé soustava rovme (49,) %4dné fefenf, vlcovd plocha nemé.
iadny sti'ed ’

Je-li by = 2, m4 soustava (49,) feSeni nekoneéné mnoho, a ta jsou soufadni-
cemi bodt vyplﬁu]icich piimku urdenou libovolnymi dvéma rovnicemi sou-
stavy (49,), jeZ jsou lmeé,mé nez4vislé. Zvolme soustavu soufadnic tak, aby
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tato pfimka byla osa z. Pak bude platit @,, = a}; = a33 = b, = by = by = 0 -
a rovnice plochy vélcové bude mit tvar (36). Rovnice plochy teten vedenych
k nisz libovolného bodu na ose z bude mit tvar (37), bude tedy pro libovolny

stted plochy (36) vyjadfovat tutéZ plochu a to pro vSechny stfedy reé.lnou‘
nebo pro vSechny stfedy imagindrni.

Definice 41. Kvadratickd plocha vdlcovd, kterd nemd Sddny stied, se nazyvd
parabolwka,, kvadraticka plocha vdlcovd, kterd md celow pFimku sti‘edu, se nazyjvd
eliptickd, jsou-li tyto stedy jejt body wnitini, a hyperbolickd, jsou-li tyto stfedy
jejt body vnéjsi.

Tak jako u kuZelosedek je stied kvadrlky bod, ktery pl"l]i viechny t&tivy
kvadriky, které jim prochézeji.

Zkoumejme naopak, co je geometrickym mistem stiedu t&tiv dané kvadriky
zvoleného sméru, ktery pro danou kvadriku neni asymptoticky, ale jinak
zcela libovolny. Plat{

vita 49. Geometrické misto stfedd tétiv, které na pFimkdch rovnob&mijch s da-
nym vektorem V(vy, vy, vs), nemd asymptoticky smér kvadriky (45), vytind tato

kvadrika, je rovina
vlFl(x’ Y, Z) + vEFB(x’ Y, 2) + v3F3(x, Y, Z) =0 . ’ (74)

Dikaz je zcela obdobny ditkazu véty 20, jen bod IT bude mit soufadnice
&, n, ¢. K rovnicim (39) pfibude jesté dalsf, takZe misto nich dostaneme

. z=E(+tot, y=n+vd, z2="0+vgt; (75)
déle misto rovnice (40) dostaneme rovnici

13§ + v18)? + 2a,5(& + vif)(n + vaf) + age(n + vot)? +
+ 2a13(8 + 0:)(E + vat) + 2a95(n + Vaf)(§ + vab) + @ga(d + v4t)® +
+ 2by(§ + vt) + 2by(n + vef) + 2b5(C + vat) + C =0 (76)

a kone¢né misto rovnice (41) dostaneme rovnici 7

(@0} + 2a,49,05 + @gev§ + 2“13‘1}1'”3 + 2‘123”2”:; + ayv3)] 2 +
+ 2[”1F1(§, 7]: C) + 'Uze(E, 7]7 C) + vaFa(§9 n, C)] t + F(E: 77’ C) = 0 . (77)
Definice 42. Rovina, kterd phli tétivy, je na primkdch daného sméru, ktery

nent asymploticky, vytind dand Icvadnka se nazyvd pramérovd rovina této kvadriky
sdrufend s danym smérem. \

Véta 50. KaZdd pramérovd rovina stfedové kvadriky procMzi jejim stiedem.
Diikaz je obdobny dikazu vty 21.

Yéta b1. Je-li jedna. ze dvou pramérovijch rovin kvadriky sdrufend s nékterym
smérem, zaméfeni druhé, je druhd sdrufend s nékterym smérem zaméfent promi.

Dukaz: O soufadnicich vektoru U(y,, u,, %;) rovnobéZného s primérovou
rovinou (74) kvadriky (45), je% je sdruZena se smérem vektoru V(vl, Vg, V3),
plati

(@3101 + Q1908 - Q1303) . Uy - (ByaV1 + Bgo¥y + Gog¥3) . Uy +
+ (@130; + Qog¥p + @3a05). . Uy = 0, (78)

coz vdak znamend, %e naopak vektor V je rovnob&iny s primérovou rovinou
sdruZenou se smérem vektoru U.
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Deﬂnlee 43. Dvé pramérové roviny kvadriky, z mchi ka¥dd 7e admfmd 8 ndkte-

rym smérem zaméfent druhé, se nazgvajé sdruZené.

- Véta 52. Vgech'ny privmérové roviny kvadriky admiené 8 7ednotkvgﬂm méry
danébo zaméfent (pokud _tyto sméry. mejsou aaymptomké) jsou bud totoiné ~nebe
pattt do tého avazlm rovin.

Dikaz: Necht pﬁslu!né zaméi‘eni je urdeno dvima nekohneérnim vektory
U(u,, uq, us) & V(v,, v4, v,). Potom libovolny vektor rovnobéiny s timto zamé- '
fenfm lze vy]é,dht ve tvaru 4,U + }.,V a prumérové. rovina, jeZ je sdruiena'
8 jeho smérem, mé rovnici tvaru

WPy + 4Py=0, N (79)
kde P, ]e‘leva. strana rovnice (74) a P, je vvra.z ‘ktery z nf v;mkne kdyi vof

. soutadnice vektoru V nahradime soutadnicemi vektoru U.

Definice 44. Urduji-li primérové . roviny kvadriky sdrufené s 7ednothvymz

- éméry daného zaméfeni svazek rovin promiho druhu, nazyvd se 7eho osa pramér

sdruzeny s danym gaméfenim.
Véta 63. Kasdy pramér stfedové kvadriky prochdzi jejém str‘adem ‘
 Ditkaz plyne ptimo z vity 49 a definice 44.

Je-li prisednice dvou sdrufenych primérovych rov1h kvadriky prumér

]mé o sméru ne’ asymptotického, je s jeho smérem sdruZena primérové
a kvadriky, s jejfmiZ nékterymi dvéma sméry jsou sdrufeny ob® ptivodni
da.né priamérové roviny. Ta.kové roviny tvof iitvar, jehoZ si zv144t8 viimneme.

Detinice 45. T# pramérové rovmy kvadriky, z nich% kadé dvé 7m .9dm¥ené
tvott trojici navedjem sdrusensjch priomérovijch rovin kvadriky. :

Definice 46. Pmdnm jednotlivgch pdrts rovin vybranyeh z troywe admie-
nych pramérovich roviny dané kvadriky, tvort tro;ncz navzdyem admienych pri-
mérid: této kvadriky.

‘Poznédmka: Trojice navzé,]em sd.ruienych prﬁmérﬁ i pr&mérovych rovin

existujf vidy u reguldrnich kvadrik stfedovych, kde se 126 o tom. snadno pre-

svéddit sestrojenim takové tro]lee U reguldrnich kvadnk negtfedovych je
tomu viak jinak. Tam platf - '

vita b4. Viechny pramérové romny neatiedwé kvadﬂky 78010 rovnobéiné
& tym% smérem, tak zvanym pramérovym smérem této kvadnky

Dikaz: Protote determinant (73) je u nesttedovych kvadnk ro'vny nule

| jsou linearnf &leny adjungovanych mnohodlend Fy(z, y, 2), Fy(, y, z)a Fyf, y,2)

. 8 jejém jedingm pramérovym’ smérem, tedy i na'vzdpem

linedrné zavislé, tedy nejvy¥e dva z nich mohou byt linedrn& nezévislé, To
znamend, Ze existuje smér rovnob&iny, se viemi rovinami (74).

Vita b5. Viechny praméry reguldrnt nestfedové kqunky jaou” rovnobéiné

S
\ Dikaz: Ze jsou viechny primérové roviny n;m rovnobéiné
k /

8 kaZdym jejfm primérovym smérem plyne

53. Zb 4 uké-
zat, %e v.ptipads regulérni nesttedové kvadriky jé tento pr&m? r jediny.
To viak plyne z toho, Ze kdyby jich bylo vice, tedy oelé’ na.m&eni byla by
hodnost determidantu (73) men nes dve, tedy rovna jednéia. hodnost diskri-
minantu 4 kvadriky, kterd miZe byt ne)vyée o dvé vyiéf by nemoh]a byt

* &tyti; kvadrika by nebyla regu]tmi
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Yita 66. Kafdou reguldrni kvadriku lze pit vhodné volbé soustavy soutadnic
vyjddist bud rovnict

C %%+ Agey? + a2 +¢c =0, (80)
je-li to kvadrika stedovd, nebo rovnics |
Qogly? + a33z2 + 2bx =0, (81)

. je- h to kvadrika nestiedovd. Ptitom Zidny z koeficieni® v rovmicich (80), (81),
tedy £ddné z Eisel ayy, agy, ags, by, ¢ nent rovno nule.

Dikaz: Zvolime-li v pi{padé regularni sttedové kva.dnky soustavu sou-

Fadnic tak, aby roviny
r=0,y=0,2=0 ! (82)
\

tvofﬂy trojici sdrufenych priimérovych rovin, tedy osy z, y a z trojici sdruZe-
nych primérd, je podle rovnice (74) v rovnici kvadriky (45) a,, = a3 = ag3 =
=b, =b, = bs = 0. Zédny dalsi koeflclent nemuZe jiz byt nulovy, nebot
dana kvadrika je reguldrni.

.V piipadé reguldrni kvadriky nesti'edové zvolme soustavu soul‘a.d.mc tak

aby rovina A
z=0 - (83)

byla te¢nou rovinou kvadriky, osa z jejim primérem sdruZenym so zaméfenim
roviny (83) a zbyvajici soufadnicové roviny .

y=0,2=20 - (84)

iejf sdruZené priim&rové roviny. Potom podle rovnic-(65), (74) a (78) je v rov-
nici kvadriky (45) a;3 = @13 = @43 = by = by = ¢ = 0, a protoze jde o regulérnf
kvadriku nestfedovou, je i au =0, kdeito véechny ostatni koeflclenty jsou
vesmés nenulové .

Véta bY7. Reguldmi kvadrika (80) je elipsoid, maji-li a,,, a“, agy stejnd zna~
ménka, a to zmagmamz, md-li totéZ znaménko 1 ¢, a-redlny, md-ls c opaéné zna-
ménko. Jinak je kvadrika (80) hyperboloid, ktery je vidy redlnyj. Kvadrika (81)
je paraboloid, ktery je rovné% vidy realny

Dikaz: Kvadrika (80) nema zad.ny redlny bod pravé tehdy, kdy% a,,, a,,,
a43, ¢ maji totéZ znaménko. Potom i a,,, ay,, a3; maji totéZ znaménko a rovnice
plochy teden vedenych ke kvadnce (80) z podatku jejiho stiedu, znf podle rov-
nice (68)

1% + @ggYy® + a552* =0, ' (85)

kde a,,, a,yy, as; maji totéZ znaménko, takie tato plocha teden je imaginarni;
_totéZ vak nastane také v piipadd redlného elipsoidu. V kaZdém jiném pif-
pads je plocha teden (85) redln4, takze kvadrika (80) je pak hyperboloid.

Detinice 47. Hyperboloid, v, 7ehoz rovnict (80) jsou z Icoefwzenm Gy, Qag, Gsy, ©
dva kladné a dva zdporné, se nazyvd jednodilny; kaidy jiny hyperboloid se nazyva
dvojdilng.

Poznimka: Véechny realné body dvojdilného hyperboloidu lze rozdélit —
podobné jako u'hyperboly — do dvou oddé&lenych mnoZin. Je-li v rovnici
- dvojdflného hyperboloidu (80) na piiklad a,; > 0, az < 0, ag3 <0, c <O, *
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potom k reé,lnému x exmtuje redlné ( az pré.vé tohdy, kdyi 'je aux' +c 2 0,
tedy kdyZ je bud z < -—V—— — .nebo = V—— 2. To viak znamend, Ze

mezi rovnob&Znymi rovina,mi x = — a_ ar= —%neleii Zddny
) 11 @11

realny bod hyperboloidu. Odtud plyne pOJmenovéni dvojdilného hyperboloidu
" a rozdélenf hyperboloidii na jednodilné a dvojdilné.

Detinice 48. Paraboloid (81) se nazjvd ehptwky’ mdyi—bi Ggg, Ay, LOLZ 2ndménko;
maji-li as,, agy opabnd znaménka, nazjvd se paraboloid hyperbolicky:

Pozné,mka, Soustavou rovin E

a—

z—d=0 . (88)

je paraboloid (81) protat v elipsich, je-li elipticky, a v hyparbolach ]e-h
hyperbolicky; odtud plyne jeho oznadeni.

Vita 58. Ka#dym bodem reguldrni kvadriky prochdzej dvé pfimky, kieré leX

celé na prislusné kvadrice. Tyto pHmky jsou rediné, je-li kvadrika jednodilny -

hyperboloid nmebo hyperbolicky parabolmd jinak jsou imagindrni. .

Dikaz: Podle véty 36 a pozmimky k této vété existuje v kazdém bod¥:
regulérni kvadriky teénd rovina, kterd podle véty 37 kvadriku protind v sin-
gulérni ku¥elosetce sloZené ze dvou ptimek, jez se protina]i v dotykovém bodé&
- této tetné roviny. Jak plyne z rovnic (80) a (81), jsou tyto pffmky redlné jen
v pi'ipadé jednodilného hyperb0101du a hyperbohckého paraboloidu.

/
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