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POKROKY MATEMATIKY, FYSIKY A ASTRONOMIE
ROENIK JV — CIsSLO 3. A

/
! MATEMATIKA

N

O TOPOLOGII 1Y)
D’ . G, BorLryanskis, V. A, JEFREMOVIE

Topologie je jedna z nejmladiich geometrickych disciplin. Pfes velkou
nézornost & geometngky charakter jejich zdkladnich myslenek je viak
jednim z nejabstraktndjiich obori soudobé matem&tlky V dne&nich uéebni-
" cfch topologie se ttendf setkéva se znadnd obtiZnym a abstraktnim aparétem,
ktery je sice nezbytny pro pfesnou vystavbu topologie, ktery viak &tendfi
zté%uje proniknout B podstaté pfedmétu a poznat jeho zdkladn{ ideje a metody
Tento abstraktni apardt je mo#no srovnat se stavebnfm leSenim, které'je pro
postavenf budovy nezbytné, které viak brani poznat snadno jejf ‘architekturu.
Jediné pomé&rnd obecnd pifstupné dflo o topologii byla kniha P. 8. Alexandrova
a V. A. Jefremovide?), vydana v roce 1936. Dnes je tato kmha jit bibliografickou
vzécnostf a krom& toho trochu jiZ zastarala.

Cilem tohoto &lénky je sezndmit &tendre s nejzékladndjiimi fakty a myslen-
kami topologie. Autofi se pokusili o snadny a nfizorny vyklad, snaZice se
o to, aby étené.l' nabyl vieobecné a ndzorné ptedstavy o tomto piedmétu.
Védoms ponechévajf stranou druhofadé podrobnosti a ndkdy i upoustéji
od matematické pFesnosti. ! -

Dne#ni topologie se déli na ,,obecnou 'oopologli” a na , kombinatorickdu
(algebraickou) topologii”. Obecné topologii je vénovina druhd &ést tohoto.
dénku?) (prvnf st obsahuje vyklad zékladnich pojmi); vyZaduje na &tenéfi
jistou schopnost abstraktné myslet, je proto o négo obtiZndjif, neZ ¢4st prvni
a tretf. Tretf ¢4st; &ldnku je vénovana kombinatorické topologii. Tato dast
je geometrittdjsi a pfimyks se ptimo k &4sti prvni.

1. PREDMET TOPOLOGIE '

! Vybudovéni topologie je sp]ato se jmény Euler, Poincaré, Fréchet, Riesz
a jinymi. Jako sa,mosta.tné, matematickd dlsclphna. existuje topologle teprve
néco pres 50 let.

V zékladech ka?dé matematické discipliny je vidy jistd vedoucf my#len-
ka. Prolind celou disciplinu‘a ddvé ji tvdinost. Co je touto vedouci myslen-
kou v topologii? Touto vedoucif myilenkou je myslenka spojitosti. S timto

) B.T. Boatauckmi (Mocksa) m B. A. E¢pemonnu (UBanoso), O9epk OCHOBHEX
uaei ronosormu, Matématideskoje pronvo&bem;e 8.2, 1957.

’) II. C. Anekcargpop u B. A E(bpeuonnq, OdepK OCHOBHHX HOHATHHE TONOJO-
rna, Gostdchizdat, M.-L., 1936,

" 3) Vyjde v pFitim #sle tohoto dasopisu.
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pojmem se setkdvéme jiZ v matematické analyse; tam viak neni vedoucim
motivem, nedozndvé proto plného rozvoje. V topologii je myslenka spojitosti .
zédkladni a vedouc.

Spojité funkee a spojitad zobrazeni.

V matematické analyse se setkivime s riznymi funkcemi, nejdastdji
8 funkcemi spojitymi. V topologii se pojmy funkce a spojitost zobeciiuji.
Rekneme-li, Ze y je funkcf x a napifeme y — f(x), mdme tfm na mysli, Ze
y zavisi na z, tj. kazdé hodnoté x je zcela uréitym zpisobem prifazena
jistd odpovidajici hodnota y. Funkce muZe byt zaddna formnuli (napt. y =
= log(x* 4 1)), nebo miiZze byt spjata s geometrickymi vlastnostmi néjakého
objektu (zndme-li polomér kruZnice, miiZeme
oblouk kruhové vysefe urdit jako funkci ob-
- sahu této vysete), nebo miize byt definovana
jinak. Nakonec bereme funkeci zcela obecné,
tj. predpokladdme, Ze y jistym zpiusobem
zavisi na x.

Funkce y = f(x) nemusi byt definovdna pro
vSechna redlnd &fsla x. Napf. funkce y = log
je definovéna jen pro kladnad z, funkece y =
= arcsin log # je definovdna jen pro z, kters
jsou. mezi ¢éisly % a 10 (véetné téchto éisel)
apod. Obecné Fedeno, kaZrds funkce y = f(x)

;! mé jisty definiéni obor, coZ je mno#ina téch z,

Y pro né% jsou definovany odpovidajici hodnoty

Obr. 1. y = f(x). . : ..

Zadat, funkei znamena kazdému bodu z z jisté

mnoziny A (z defini¢nfho oboru) ptifadit

urtity bod f(x) z jisté mnoziny B. To je obecny pojem funkce. Rikdme také, %e

na mnoiné A je zaddpa funkce, jejit hodnoty jsou v mmoZiné B, neboli, Ze je
zadano zobrazent mnoéiny A do mnozZiny B. :

ekneme-li, e zobrazime jednu mnoZinu do jiné mnoziny, zdaleka tim ne-

myslime jen mnoZiny realnych é&sel. Ozna¢me nap¥. znakem A mnozinu bodi
stran rovnostranného trojihelnika a znakem B mnoZinu bodé na kruZnici
jemu.obsané (obr. 1). Pak promfitani bodua stran tohoto trojihelnika na
opsanou kruZnici z jejiho stfedu je zobrazenim mnoZiny A do mnoZiny B.

Obratme se nyni k pojmu spojité funkce. Pfipomerime, Ze funkce y = f(x)
se nazyvé spojitou v bodé z,, jestlize pro hodnotu x, ktera se ,,malo* lidi od
hodnoty z,, se ptisludnd funkéni hodnota f(x) rovnéz ,,malo* li&f od funkéni
hodnoty f(z,). Ptesn&ji: Funkce y = f(x) je spojitd v bodé x,, jestliZe k libovolné-
mu danému &islu ¢ > 0 existuje takové &islo & > 0, Ze pro kaZdou hodnotu z,
kterd se od hodnoty x, li$t o méné nef o 4, prislusnd funkéni hodnota f(x) se od
hodnoty f(x,) li§ o méné nef o e. Aby tato definice méla smysl, je nutné, aby
i v mnoZing A, i v mnoZing B byla definovina vzddlenost dvou bodu. Jde-li
o mnoziny reilnych nebo komplexnich &¢isel, bereme za tuto vedéalenost &islo
| — b|, (kde a, b jsou redlna nebo komplexnf &isla).

Dohodneme se na tom, %e mnoZzinu U viech boda, které se od bodu z, lisi
0 méné neZ o 4, budeme nazyvat é okolim bodu x, a analogicky mnoZinu V
viech bodd, které se od f(x,) lisi o méné neZ o ¢, okolim & bodu f(x,). Okolim
bodu na &iselné ose je tedy mald tise¢ka na této ose (bez krajnich bodi), jejimz
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stftedem je dany bod. Je-li. nap¥. A plocha kulové, z, ]e]i ,,severni pél‘, pak
okolfim U bodu x, v A je kulovy vrechlik (obr. 2). éim meni{ je tento vrch]ik,
tim men&f je okolf U bodu z,. Obecné nazyvéme e-okolim (v Gtvaru A!) bodu z,
dtvaru A tu dést utva.ru A, které, padne dovnit plochy kulové o stfedu
v bodé& z, a o poloméru e.

Pomoci této terminologie se spoptost zobra.zeni (tj. funkce) defmu]e ta,kto
Zobrazent | je spojité v bodé x,, jestlize k jakkols malému danému okolt V bodu
f(x) (v mnoZiné B) existuje.(v mnofing A) tak malé u
okoli U bodu z,, %e vdechny body, odpovidajict pii -
zobrazeni | bodam okoli U, leZi v okoli V. Jinak
fedeno, celé okoli U se zobrazi do okolf V. : k8T,

Snadno nahlédnéme, %e nap¥. zobrazeni, sche-
maticky zndzornéné v obr. 1, je spojité v kadém
bodé z, obrazce A.
~ dJe-li zobrazeni f mnoZiny A do mnoZiny B spo-
jité v kazdém bod® + mnoZiny A, ¥kime kratce
%e zobrazeni f je spojité v A.

Nézorn& fedeno znamens spojitost zobrazeni f,
e ,,vzéjemns blizké' body mno¥iny A prejdou (

_(zobrazenfm f) opét ve ,,vzajemnd& blizké‘ body
mnoimy B, tj. pfi zobrazen{ f nedojde k ,,nespoji-

* tostem‘ nedO]de k poruchdm v celistvosti mno-
Ziny A. Pozna.mene]me, %e pfitom vzéjemné rizné body mnoZiny A se mohou
zobrazit na tyZ bod mnoZiny B mohou vznikat ,,pfekryti®, ,,splyvanf‘
apod.

BudiZ napf. A rovinné k¥ivka, B piimka, kterd s nf leZ v ]edne roving
(obr. 3a). Pak promiténf khvky A do pi'imky B je zobrazeni mnoZiny A
do mnoziny B, a toto zobrazenf
je spojité, V tomto zobrazeni do- § 4

Obr. 2.

chazf k ,,pfekrytim*‘, schematicky
znézornénym v obr. 3b. Uvedme
jesté jako pifklad spojité zobra-
zenf kruznice do ,,0smi¢ky*‘, spo-
¢ivajiof v ,slepeni* jistych dvou
bodt kruznice v jeden bod (obr. 4).

Homeomortni zobrazeni.

Spojité zobrazeni nema tedy :
,,nespojitosti‘, muZe viak vést @ 1)
k ,,slepové.ni“ Mimotddng dile- Obr. 3 o
%itd jsou zobrazenf, kters nejen . e .
nemaji nespojitosti, ale kters ne- :
vedou ani k slepovéni. Takova "’CO"CX)"‘OO
zobrazeni se nazyvaji homeomor- A ‘ .
ftems. Probereme tento pojem po- . Obr. 4
drobnéji.

Zobrazenf f mnofiny A na mno%inu B se nazyvé vzdjemné jednoznainé,
(nebo také prosté), jestlize se na ka¥dy bod y mnoZiny B zobrazi pravé jeden

. bod mnoZiny A. V takovém zobrazenf ¥4dné dva vzé]emné rizné body mno-

\
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¥iny A neptejdou v ty% bod mnoZiny B, ,,neslepi*‘ se pfi zbbrazeni f. Kromé

toho je kazdy bod mnoZiny B ptifazennékterému bodu mnoZiny A, tj. mno- .

%ina A se zobrazf na celou mnoZinu B a nikoli jen na jejf &¢4st. K vz4jemnd jedno-
znadnému zobrazen{ f mnoZiny A na mnoZinu B 1ze definovat inversni zobrazeni
mnoZiny B na mnoZinu A; k tomu je nutno kaZdému bodu y mnoZiny B p¥i-
tadit ten bod « mnoZiny A, ktery zobrazenim f pfejde pravé v bod y. Inversnf
zobrazenf k f budeme oznadovat znakem f-1. '

Ptikladem vzdjemn® jednoznadného zobrazeni mie byt stfedové promit-
nuti stran rovnostranného trojihelnfka na jeho opsanou kruZnici (ze sttedu
této kruZnice), zndzornéné v obr. 1. :

Zobrazeni f Gitvaru A na tGtvar B se nazyvé homeomorfnim zobrazenim neboli
homeomorfismem, je-li ptedeviim vzajemnd jednoznadéné, a za druhé

vzédjemnd spojité, tj. je-li spojitym nejen
zobrazeni f, ale také zobrazenf inversni f-1.

meomorfismu. .

Lze-li dva utvary A a B zobrazit homeo-
morfné jeden na druhy, Hkéme, %e jsou homeo-
morfni. Napf. trojihelnik, nebo obecngji mno-
‘hotihelnik je homeomorfni s kruZnicf. Ndzorné
si miZeme jlomeomorfﬁmus predstavit takto:
mysleme si, e oba tutvary jsou ,,zhotpveny*‘
z pevné (netrhajici se) pruzné latky, napt.
z gumy, tak, Ze je lze libovolnd natahovat a
deformovat, aniZ se porusi, natrhnou, slepf
apod. Je-li potom moZno takovymi deformacemi
jeden z nich ,,navléci‘‘ na druhy, jsou oba Gtvary

Obr. 5. * homeomorfni. To viak neznamend, Ze obricend

Ize ka?dé dva homeomorfnf dtvary deforma-

cemi v prostoru pfemé&nit jeden v druhy. Predstavme si napi. dva tdtvary,
nakreslené v obr. 5. V obr. 5a je souvisly pds, homeomorfni s pldstdm

vélce, v obr, 5b je souvisly pas dvakrat ,,stodeny‘‘¢), Oba ttvary jsou homeo- -

morfnf (pro¢?), a¢ deformacemi bez natrieni a slepovéni je nelze vzdjemné&
v sebe prevést. Ditkaz této skutednosti neni jednoduchy?s).

Zde je poutné srovnat pojmy homeomorfismu dtvari a shodnosti
atvari. V geometrii se vySetfuji zobrazeni zvlddtniho typu, tzv. pohyby,
tj. pfemistovani dtvart jako tuhych celkd, beze zmén vzdalenosti (bez defor-
macf). Dva ttvary, které lze takovym pohybem prevést jeden v druhy, se
nazyvaji v geometrii shodnymi (kongruentnimi), tj. pokladaji se za stejné
(z geometrického hlediska). V topologii se vySetfuji zobrazeni obecné&jif,
zejména pak homeomorfni zobrazeni, kterd nemuseji zachovivat vzdile-
nosti, kterd zachovavajf pouze souvislost dtvart (tj. které nepfipoustsji roztr-
Zeni a slepovani). Z topologického hlediska se pak poklddajf za stejné pravé
ttvary vzédjemné homeomorfni. C.

Plocha kulové, krychie (pojimand jako plocha), valec (jeho plast + pod-
stavy), elipsoid apod. jsou vzidjemnd homeomorfni;' Zddny z t&chto tGtvart

4) Oba ttvary jsou v obr. 5 nakresleny tak, jako by mély ,,tloustku‘‘. To je jen pro nézornost.
Otendt si musi tuto tloustku odmyslet. Jde tu o plochy v matematickém smyslu, které tloubtky
nemaji.

e\5) Zékladni myslenku tohoto ditkazu najde dtenéf v tieti ¢4sti tohoto &lénku..
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viak nenf homeomorfni 8 anuloidem (torem). Tvar anuloidu mé napf. duse -
automobilového kola, nebo povrch zéchranného pdsu (obr. 6a). Povrch télesa
zobrazeného v obr. 6b je homeomorfni s anuloidem. Pismena G, L, M, S
(myslime-li si je jako jednorozmérné diry) jsou vzajemnd homeomorfni
Také pismena E, Y, T jsou vzdjemnd homeomorfni. Neni viak Homeomorfn{
24dné pismeno prvé skupiny s ﬁédnym pismenem skupiny druhé Pismeno
B zase nenf homeomorfni s Zédnym jinym pfsmenem ap.

Podfvejme se jeit& na jeden pfiklad homeomorfismu. Vezméme ﬁlkruimcl k

ﬁe%os 8 tednou a (obr. 7), rovnob&%nou s primérem PQ. Promitnéme
kaidj d pilkruZnice k Z jejiho stfedu S na p¥mku a. Pak kazdy bod pil-
kruZniee k kroms bodi P a Q se
promitne do jednoho jediného
bodu pHmky a. Vylouéfme-li
body P a @, dostaneme ttvar :
k, (ptlkruZnici k¥ bez bodd P’ £
" & @) homeomorfn{ 8 pf{fmkou a.
P#imka je tedy homeomorfnf
8 pllkruZnicf bez jejich kraj-
nich bodu. Naproti tomu celd
pidkrugnice (i s krajnimi body)
je homeomorfni s tisedkou (pil-
kruinici lze naptimit). Je tedy
piimka hotheomorfni{ s dsedkou bez’ kra;nich bodu, neboli — jak
také Hkdme — s olevienou wuselkou (otevienym mtervalem)

Jeitd jeden p¥klad (obr. 8): Oznadme pismenem a useéku bez levého kra]-
ntho bodu (zleva otevieny interval). Budi f zobrazeni této Gsedky na kru¥nici g
kterd vznikne ,slepenfm tiselky v uzavienou &&ru. Toto zobrazenf je vz
jemnd jednozna¢né (nebot k slepeni dvou bod# zde nedochézf vzhl. k tomu, f
¥e tisedka a je mnoZinou jedinym krajnfm bodem P). Zobrazen{ je také spojité,
jak snadno nahlédneme. Toto zobrazeni f nenf vak homeomorfismem, nebot.
inversni zobrazenf f—! nenf spojité vbodé P, odpovidajicim pravému krajnimu
bodu tsedky a: bliZi-li se totiZ bod X na kruZnici b neomezend bodu P zleva
(ve.smyslu pohybu hodinovych rudidek), nebliZf se odpovidajici bod X na
usedce a bodu P, tj. pti zobrazeni f-! se titvar b ,,trhé*.

.
!
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Topologické invarianty. )

Nyni jiz neni obtizné vidét, ¢m se zabyva topologie. Ponévadz z topologic-
kého hlediska se dva homeomorfni utvary pokladaji za stejné, je patrné, Ze
v topologii se budeme zabyvat takovymi vlastnostmi titvart, které se nezmén,
pi'e]de-h atvar v-utvar s nim homeomorfni. Dva ,,topologlcky stejné* utvary
musi mit totiZ ,,topologicky stejné‘‘ vlastnosti. Viastnosti ditvard, kieré se
neméni homeomorfnim zobrazenim, se nazjvaji topologické vlastnosti ttvari
neboli topologické invarianty. Topologie se pak zabyvé (mimo jiné) stu-
diem topologickych invariantd dtvard.

Trojihelnfk mé t¥i vrcholy. Tato vlastnost neni vSak topologickym inva-
riantem, nebot &tverec mé vrcholy &tyfi, kruZnice nemd vrcholi, a &tverec
i kruZnice jsou s trojihelnfkem homeomorfni.

Jaké vlastnosti atvart jsou tedy topologicky invariantnimi? Déile, co méme
rozumét pod pojmem ,itvar (kterého se zde uZivad jen pro nazornost)? Na
tyto otdzky je nutno odpovédét, chceme-li mit jasnou pfedstavu o tom, co .
se v topologii studuje; tim se v dal§im budeme zabyvat.®)

2. NEJJEDNODUSSI TOPOLOGICKE INVARIANTY
Uloha topologickych invarianti.

K tomu, abychom mohli tvrdit, %e dva dtvary jsou vzijemnd homeomorfni,
stadf konkrétné udat zobrazen ]ednoho dtvaru na druhy a dokazat, Ze toto
zobrazeni je homeomorfismem. Pravé tak jsme ukézali vySe, Ze obvod troj-
thelnika je homeomorfni s kruZnici jemu opsanou, %e pfimka je homeomorfni
8 tsetkou bez krajnich bodu (s otevienym intervalem) atd.

Jak viak dokdZeme, Ze dva tdtvary nejsou homeomorfni? Vidyt.z toho,
e nedovedeme najit homeomorfni zobrazeni jednoho wtvaru na druhy,
jesté neplyne, %e takové homeomorfni zobrazeni neexmtu]e Mluvili jsme
o tom, Ze kulova plocha neni homeomorfnf s anuloidem, %e pismena L a T
nejsou vzajemné homeomorfni, a ¢tendt sotva bude pochybova,t o tom, Ze
napf. kulové plocha a anuloid jsou skutedné topologicky ,rizné“ (tzn. Ze
nejsou vzidjemné homeomorfnf). Je viak néco jiného nepochybovat o tom,

ze kulové plocha a anuloid nejsou vzéjemné homeomorfni, a néco jiného
umét - to dokazat!

‘K dukazu, Ze dva utva,ry nejsou vzajemné homeomorfm, se pouiiva topolo-
gickych invariantu. Nejlastéji se pouZivé invarianth, které jsou tisly
(nebo jiné algebraické vyrazy), nebot s takovymi invarianty se nejlépe pracuje.
Dejme tomu, Ze jsme stanovili pravidlo, pomocf né¢ho# se kazdému dtvaru
prifadi urdité ¢islo, a to tak, Ze é&fsla ptifazend homeomorfnim dtvarim jsou
vidy stejné. Takové &slo pak charakterisuje jistou vlastnost titvaru, a homeo-
morfnim zobrazenim se zachovavi, tj. je topologickym invariantem. Jestlize

¢fsla, charakterisujici'itvary A, B jsou rizné, nemohou byt A a B homeo-
morfnimi.

Dnes je zndmo mnoho topologlckych invariant. Nékteré ne]]ednoduééi
zde probereme.

%) Kone¢ns, co to je vibec ,,8p0jitoste, ,,homeomorfies, tim se budeme zabyvat v 2. ¢4sti to-
hoto &lanku. Pozn. pfekl.
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Polet sloZek (kompmient).

Pismeno CH je ttvar sloZeny ze dvou ,,84sti‘‘, nijak spolu nesouvisfcich.
Ostatni pismena latingké abecedy (nepfihliZime-li k ha¢ktum, ddrkdm, krouz-
kim, napt. €, U apod.) tvo¥ souvislé wtvary, slotené z jedné Shati. Polet
,,éé,sti“, z nichZ je utvar sloZen (podet sloZek, komponent atvaru) je topologic-
kym invariantem: jsou-li dva utvary homeomorfni jsou sloZeny ze stejného
podtu sloZek (komponent). Pismeno CH neni tedy homeomorfn s pismeny O,
P, S, a pod. Potet komponent je nejjednodusiim topologickym invariantem.

Délicf body.

V osmidéce (obr. 9a) je bod X takovy, %e odstranime-li z osmidky libovolné
malé jeho okoli, dostaneme ttvar nésouvisly — tj. itvar sloZeny z vice neZ
jedné komponenty (obr. 9b). Body této vlatsnosti nazyvéme délici body

utvaru. Snadno nahlédneme, %e kromé& bodu X nem4

osmitka ]mych délicich bodt. Zvolime-li libovolny
bod X' rizny od X (obr. 9c), miZeme vidy najit a)

takové jeho okoli, e po odstranéni tohoto okolf
z utvaru zistane ttvar souvisly (tj. sloZeny z jedné
komponenty).

Osmitka v obr. 10a mé tedy jeden jediny délici
bod. Neni obtiZzné poznat, Ze kruZnice v obr. 10b
nemd %4dného délicfho bodu, éara v obr. 10c Ze m4
dva d8licf body. Usedka v obr. 10d mé viechny body
délicf kromé& bodu krajnich, viechny body &ary v obr.
~ 10e kromé& tH bodu (krajnich) jsou d&lici, utvar
v obr. 10f (homeomorfni napf. s pismeny P, e) mé
nekonetné mnoho bodu délicich a nekone¢né mnoho
bodi, které délicimi nejsou.

X0
b, C~::{::- O

~aX’ )

Obr. 9.

Podet délicich bodd i podet bodi, které nejsou délicimi, jsou. topologické
invarianty. Je-li z délici bod dtvaru A, a je-li f homeomorfni zobrazeni A
na B, je f(x) délici bod ttvaru B. Z toho napf. plyne, e Z4dné dva utvary

z obr. 10a—f nejsou vzdjemné homeomorfni.

C><>Q<><><>

« Obr..10.

TO—
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Indexy bodi.

Ukézeme dalsi topologicky invariant, zvany tndex bodu. BudiZ A ttvar slo-
%eny z konetného podtu obloukii a X jeho bod. Podet obloukd dtvaru A,
vychézejicich z bodu X, se nazyva index bodu X v dtvaru A. Index bodu je
topologick)'r invariant. V obr. 11 je ttvar typu ruského pismene . Jeho bod 4
m4 index 1, bod B index 2, bod C index 3, bod D index 4. Poé&et bodii o indexu
1, 3, 4 atd. je topologlckym invariantem. Pomocf pojmu indexu bodu se snadno
dokaie %e mnapf. ruskd pismena 0 a @ nejsou
vzdjemné homeomorfni (jen pomoci vyse uvede-
nych topologickych invariantid nenf tento dikaz
mozny). ]

Unikursalni éary.

Zajimavym topologickym invariantem je uni-
kursdlnost &4ry. Céru, sloZenou z koneéného A
pottu obloukd,, nazyvime wunikursdlni, lze-li ji
,,nakreslit ]ednim tahem*, tj. projit # spojitym Obr. 11.
pohybem, aniZ nékterou &ast{ (nékterym obloukem)
projdeme dvakrat. Takové vlastnost je ziejm& také topologlckym invarian-
tem. Nenf to vSak invariant novy, nybrZ invariant odvozeny z indexu bodu..
D4 se totiZ ukdzat, Ze édra je prdvé tehdy unikursdlni, nemd-li bud vibec boda

8 lichym indexem, nebo md-ls
~ takové body prdvé dva?).

Obr. 12. Okr. 13.

Rovmne titvary.

Utvar nazveme rovinngm, je-li homeomorfni 8 néjakym utvarem leZfcim
v roviné. Vlastnost utvaru byt rov1nnym je zfejmé topologickym invariantem.
Velmi zndémé jsou dva ptiklady s timto invariantem spojené.

7) Diikaz najde &tenaf v knihdch: Hans Rademacher und Otto Toeplitz, Von Zahlen
und Figuren, Berlin, J. Springer 1930, rusky pieklad I'. Pagemaxep m O. Tenamm, Yncaa
7 purypsr, ONTI, M. L., 1936; ddle [I. O. ]]]Knﬂpcrmn H. H. ‘-Iennon U. M. firaowm,
Ws6paBHne 3ajaum M. TeOpPeMHl dJIeMeHTapHOH Maremarukm, 8. 2. (3amaza 382), Gos-
téchizdat, M., 1952.
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Ptiklad 1: (domky a studng). V roviné je déno éest. bodd D,, D,, D,
(domky), S, S,, S; (studnd). Otézka zni: je mo¥né, aby se od kaZdého domku
vedla (v. roving) stezka ke kaZdé studni ta.k aby se 24dné dve nekﬁilly'l
Odpovéd je zéporna \— nelze.

Cestitek, spojujicich kazdy domek 8 kaZtdou studni, je celkem devét. Jen
osm viak lze vést tak, aby se Z4dné dvé nekiZily (v obr. 12 jsou za.kresleny
viechny stezky kromé stezky Dy8,)8).

Utvar, sestdvajfcl z Sesti bod D, Dy, D, Sy, 8y, 8, a deviti spojnic D,8,,
D,8,, D,S;, 'DyS,, DgS,, D,S;, DsS,, D,,S,, DyS,q (spo]u]icich kaidy bod D
8 kaZzdym bodem §) takovych,
%e zddné dvé spojnice se ne-
protinaji, nenf rovinny. Tento
atvar oznaéime P,. o

Priklad 2: Vezméme pé&t
bodu A4,, 4,, A4, A,, A5 vV TO-
vind a spojme kaZdy s kaZzdyr
darou (t&chto spojnic je () =
= 10). Oznaéime tento utvar
P,. V obr. 13 je pln& vyryso- _
vdno devét spojnic, z nichZ )
¥4dné dvé se neprotinaji, de- Obr. 14.
satd A,A; je darkovéna. Tuto '
desétou spojnici jiZ nelze v roviné vést tak, aby neprofala Za4dnou z prvych
deviti spojnicf). Dé se ukazat, %e tenty? vysledek dostaneme’i pii ]akékoh jiné
poloze spojnic da.nych péti bodl‘.l Utvar P, tedy rovnéZ nenf rovinny.

Uvedli jsme vy%e fadu pﬂkl&dﬁ na tutvary, sloZené z konedného poétu
oblouki. Takové Gtvary na,zyvé,me v topologii koneéné grafy. Obecnd se koned-
ny graf — budeme déle tikat jen graf, nebof nekonené grafy nebudeme uva-
Yovat — definuje takto: Je dan konedny podet bodii (zvanych vrcholy grafu),
z nich¥ nékteré jsou spojeny oblouky vzdjemnd se neprotinajicimi (tyto

. oblouky nazyvédme hrany grafu.) Pfitom dva vrcholy grafu lze spojit Vvice
hranami a jsou také pHpustné hrany, které vychézejf a kon¥ v tomté% vrcholu
(tzv. uzavtené hrany). Piklad grafu je v obr. 14. Také pfsmena ruské nebo
latinské abecedy lze poklédat za grafy. tvary P, a P, z pfedchazejfcich pii-

- kladii jsou rovnéZ grafy. Grafy %: a P; nejsou, jak jsme ukézali, rovinné.

Je zajimavé, Ze tyto dva grafy jsou typlcké neni-i néjaky graf rovinny,

pak nutné obsahuje (jako &st) bud ytvar P, nebo vtvar P,. Dikaz podal jiZ v roce

1927 sovdtsky matematik L. 8. Pontrja,gm nepublikoval jej viak. Nezivisle

na Pontrjaginovi podal dikaz této véty a publikoval ]e] polsky matematik

K. Kuratowski.?)

Jordanova vdta.

Nakonec promluvime jeitd o jednom topologickém invariantu. Budiz A
rovinny graf. Takovy graf je mo#no obecnd v roviné rozmanité umfstit. V obr.
- 15 napf. jsou zobrazeny tfi stejné grafy (tj. grafy vzdjemnd homeomorfni),

' 8) Viz napt. knihu E. B. ,Hunlmn # B. A. VcecneHcknit, MaTteMaTnueckne 6ecenu
M.-L., Gostdchizdat, 1952.

) Také ‘je zajimavé, Ze kaidy graf lze ulotit v trojrozmérném prostoru (pro ploohy to ne-
plati — viz déle). Pozn. pfekl.
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v roviné ruzn® rozmisténé. Z obrazu je vidét, fe ve véegh tiech pifpadech
dsli graf rovinu ve stejny podet &4stf. Poet édsti, v n&Z rovinny graf déli rovinu,
4visi na tom, jak je tento graf v roviné rozmistén Toto &islo je topologlc-

;m invariantem uvaZovaného grafu. Diilkaz nenf jednoduchy. Jest& se k véci

vratime. Napt. graf, slofeny z jediného vrcholu a z jediné hrany (uzaviené),

tj. graf homeomorfni s kruZnici (obr. 16), déli rovmu na dvé &asti, z nichz

jedna se nazyva vnitint a druhd vnéjdi. Obecn&ji kafdd jednoduchd ‘wzaviend

k¥ivka v roviné (tj. krivka homeomorfni s krufnict) roz- \

déluje rovinu na dvé oblasti (vmitini a vnéjst). To je

dasti zname?ité Jordanovy véty.

Obr. 15. _ Obr. 16.

3. TOPOLOGIE PLOCH

Mimofddné zajimavy a dileZity topologicky invariant najdeme v pracich
genialnfho matematika L. Eulera, ktery jej prvni popsa.l Nazyvé se Eulerovou
charakteristikou. Promluvime o ni.

Eulerova véta.

Je dobfe zndmo pét tzv. platonskych téles: pravidelny étyfstén (tetraedr),
pravidelny Sestistén (hexaedr, krychle), pravidelny osmistén (oktaedr),
pravidelny dvandctistén (dodekaedr) a pravidelny dvacetistén (ikosaedr)
(obr. 17). Polet vrchold, hran a stén téchto pé&ti mnohosténu (polyedri)
vidime v nésledujic{ tabulce.

Téleso Poéet vrcholii| Polet hran Podet stén
tetraedr 4 6 4
hexaedr - 8 12 6
oktaedr 6 12 8
dodekaedr 20 30 12

[ ikosaedr 12 30 20

Z této tabulky snadno urdime tento vztah mezi pottem vrcholit », poétem
hran % a poétem stén s:
v+8=h+2. (1)
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Vztah (1) plati nejen pro pravidelné mnohostény ale i pro jiné mnohostény,
napf. pro jehlany, hranoly atd. Euler prvni si této vlastnosti viiml a dokézal ji.
Vztah (1) se proto nazyvé Eulerovou vétou pro mmohostény.

Formulaci této véty zpfesnime. Predevi&im si viimnéme, %e kaZdé sténa
kazdého z vySe uvedenych téles je mnohothelnfik, tj. itvar homeomorfni
s kruhem. Existuji mnohostény, v nichZz nejsou viechny stény homeomorfni

Obr. 18.

8 kruhem. Napf. horni vodorovné sténa télesa zobrazeného v obr. 18a neni
homeomorfn{ s kruhem, nybrZ s mezikruZ{m. Tento mnohostén mé 13 vrchold,

' 20 hran a 10 stén, vztah (1) pro néj tedy neplati. Je tomu tak pravé proto, Ze
jedna ze stén tohoto mnohosténu nenf homeomorfnf s kruhem: P¥iddme-li k to-
muto t8lesu je¥td dvé¥,hrany*, jak je znédzorn&no v obr. 18b, tj. rozdslime-li
uvafovanou horizontélnf sténu ve dvé, budou vSechny stény takto vzniklého
télesa homeomorfni 8 kruhem. Vrcholt bude 13, hran 22-a stén 11, vztah (1)
bude platit. Budeme proto v daliim rozumé&t ,,mnohosténem‘‘ takovy mnoho-
stén, jehoZ ka¥d4 sténa je homeomorfni 8 kruhem, tj. jehot ka¥d4 sténa je
omezena jednou uzavienou ¢arou, a nikoli napf. dvéma &darami, jako sténa, -
kterd je homeomorfnf 8 mezikruZfm.

Povrch kaidého z vySe uvaZovanych téles (mdme na mysli plochu, kters
téleso omezuje, nikoli velikost) je ddle homeomorfnf s plochou kulovou.
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Jestlize totiZ opifeme kolem kaZdého z téchto mnohosténi plochu kulovou
a promitneme-li do nf z jejiho stfedu povich mnohosténu, dostaneme hledany
homeomorfismus. Povrchy mnohosténi, vyobrazenych v obr. 18a,b jsou rovnéé
homeomorfni s plochou kulovou. Pro mnohostén, jehoZ povrch neni homeomort-
nf 8 plochou kulovou, vztah (1) neplati. V obr. 19 nap¥. je zobrazeno téleso,
jehoZ povrch nenf homeomorfni s plochou kulovou, nybr% s anuloidem. Tento
mnohostén m4é 16 vrchold, 32 hran a 16 stén. Zde je tedy v + s = k, vztah (1)
tedy nenf splnén. Ve vété Eulerové se tak mléky predpoklada, Ze povrch uvao-
vaného mnohosténu je homeomorfni s plochou kulovou ‘(povrech kteréhokoli
konvexniho polyedru je vidy homeomorfni s plochou kulovou) V&ta Eulerova
pak pfesnéji znf takto:
Pro kaZdy mnohostén, jehof povrch je homeomorfni s plochou kulovou a jehok
kaZdd sténa je homeomorfni 8 kruhem, platt vztah (1).
Vétu Eulerovu miizeme kone&nd formulovat také &isté topologicky. Viechny
vrcholy a hrany polyedru tvoif graf (zvany sif polyedru). Rozi{zneme-li povrch
. mnohosténu podél hran tohoto grafu,
rozpadne se na jednotlivé stény, tj.
itvary homeomorfni 8 kruhem. M-
%eme pak FHci (pon&kud obecndji ne
~ve vété Eulerové) toto:

BudiZ ddn na plode kulové (nebo

" na plode s kulovou plochouw homeo-

morfnt) graf, ktery ,,délt tuto plochu

na Cdstt homeomorfni s kruhem. Je-li

téchto Cdsti s, polet hran grafu h a

vrcholi, grafu v, je v +8 =h + 2.

Obr. 19. . Diikaz tohoto tvrzeni nenf obtfZ-

ny (dal by se provést na né&kolika

milo strdnkéch), nebudethe jej viak uvédet. Ctendf jej najde v knize Ra-
demachera s Toeplitze (citované v pozn. 7) i jinde.

Eulerova charakteristika.

Probereme. nékteré disledky, plynouci z Eulerovy véty. Budeme ¥kat, %e
plochu A je mo#no rozdélit na mnohoihelniky, lze li na ni »,narysovat‘ takovy
graf, ktery ji rozdéluje na kone&ny podet ,,mnohotihelnfka* (tj. ¢asti homeo-
morfnich s kruhem). Oznadfme podet vrcholt grafu v, podet jeho hran A a podet
mnohotihen{kd samych m. Cislo v — h + m se nazyvé Eulerovou charakteris-
tikow daného délenf plochy A na mnohoihelniky. Plochu kulovou nebo plochu
s nf homeomorfnf 1ze rozd&lit na mnohothelniky. Eulerova véta ¥ka, e u plo-
chy homeomorfni s plochou kulovou nezivisi Eulerova charakteristika na.
volbd délenf na mnohothelnfky, %e je tedy urdena plochou samou — je jejim
topologickym invariantem.

Vezmé&me nékteré jiné plochy, je¥ lze rozdélit na mnohothelnfky. Vezméme
plochu A, kterou dostaneme z plochy kulové tak, e v nf vyfizneme nékolik

- kruhovych otvori (obr. 20). Takovou plochu lze snadno rozddlit na mnoho-
tGhelniky. P¥iddme-li k témto mnohotihelnfkiim jexté vSechny otvory, dostane-
me rozdélen{ celé kulové plochy na mnohotihelnfky. Oznadfme zase pismeny
v, b, m podet vrchold, hran a mnohotihelnfkd délictho grafu a pismenem ¢ po-
det otvorti, Pak déleni celé kulové plochy mé v vrchold; 4 hran a m +gq
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mnohothelnfk. Podle Eulerovy véty je tedy v ) + (m + q) = 2, tedy
v—h+m=2—gq. (2)

| Plocha A, kterd vznikla z plochy kulové vyfznutim ¢ otvori, mé Eulerovu
charakteristiku 2 — ¢, at je dslenf plochy A na mnohotihelnfky jakékoli. Také
~ v tomto piHpad$ je tedy Eulerova charakte- i '
ristika ddna plochou samou, tj: je jejim topo-
~ logickym invariantem. -
D4 se ukézat, e Eulerova oharakteristika
je topologickym jnvariantem obecnd, tj. pro
kaZdou plochu, %e tedy nezavisf u #4dné plo-
chy na délenf na mnohotGhelnfky. To mé ne-
smirny vyznam. Napf. pro vypodet Eulerovy
charakteristiky sta¢f tak volit délenf co nej-
jednodudi{ (majicf pokud mo#no co nejméné .
vrcholl, hran a mnohothelnfkii)19). N

Slepovéni. i . ' N

Vypotteme Eulerovu charakteristiku nékte- Obr. 20.
rych ploch. Poznamenejme pfedevifm: Bud-
teZ A,, A, dv8 plochy, které majf kraj (bfeh) homeomorfni s kruhem (obr. 21).
Spojenim kraji téchto ploch (spojenfm obou ploch podél téchto kraji) do-
staneme novou plochu. Tomuto tkonu Hkéme slepovdni. Rfkdme také, Ze
otvor v plode A, se zalepi plochou A; (nebo obricend, otvor v ploSe A,

l

Obr. 21. o Obr. 22.

se zalepf plochou A,). Ukazuje se, e Eulerova charakteristika plochy, vzniklé
slepenfm dvou ploch, je rovna soudtu Eulerovych charakteristik téchto dvou
ploch. MuZeme si totiZ myslet plochy A, a A, rozdéleny na mnohoihelniky
tak, %e kraje obou ploch jsou rozdéleny na stejny podet obloukid. Obd plochy
slepime tak, %e vrcholy kraji padnou na sebe, tedy také jednotlivé oblouky
kraji padnou po dvou na sebe. Plocha vznikld takovym slepenim bude roz-
d&lena rovnéZ na mnohoiihelnfky. Oznaéime nyni podet vrcholi, hran a mnoho-
Ghénfkd plochy A, pismeny v,, &,, m,, plochy A, analogicky pismeny v,, hg,
10) Zajimavou topologickou charakteristikou plochy je nejmenkf podet barev, jimi¥ lze poloZit
jakoukoli ,,mapu‘‘, na ploke nAkreslenou (danou jakymkoli grafem), tak, aby kterékoli dvé sou-
sednf ,,zemd‘* byly riznd zbarveny. O tGlohéch spojenych s touto charakteristikou viz nap#. knihy
E.B. Iuskne u B. A. Ycnerckui#t, Maremarnseckue Oecennl, M.-L., Gostdchizdat,
1952; I'. Pagemaxep u O. Tennun, Yncna u purypw, ONTI, M.-L., 1936 (viz také pozn.
7); P. Kypant n I'. Po66uHc, YT0o Takoe MareMaTnKa, Gostéchizdat, M.-L., 1947; JI. .
Fonosmna m U. M. firnom, Uanykoma B reoMerpam, Gostéchizdat, M.-L., 1956. -
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my; podet vrcholi (tedy také oblouku) kraji, podél nichZ plochy A,, A, slepu-
jeme, ozna¢me m. Bude tedy mit déleni plochy, vzniklé slepenim plochy A,, A,
pravé v, + v, — m vrchold (vrcholy, leZici na krajich, nutno v disledku
slepeni potitat jen jednou), k,+ h, — m hran a m; + W, mnohothelnikd.
Eulerova charakteristika plochy bude tedy (v, + v, — m) — (b, + by — m) +
+ (my + my) = (v; — by + my) + (v3 — by + my),
coz dokazuje nafe tvrzeni. -

Eulerova charakteristika kruhu je rovna jedné.
Kruh je totiz homeomorfni s kulovou plochou,
kterd mé jeden otvor, ve vztahn (2) je tedy ¢g=1.
Zalepime-li proto otvor kruhem, zvétsi se Eulerova
charakteristika o 1. Obricené znamend vytiznuti
otvoru, %e Eulerova charakteristika se o 1 zmensf.
Eulerova charakteristika anuloidu- je rovna nule,
jak nahlédneme z vypodétu Eulerovy charakteristi-
ky mnohosténu z obr. 19. Vy¥izneme-li v anuloidu
otvor, dostaneme ttvar (obr. 22) s Eulerovou
charakteristikou —1. Tento WGtvar se nazyvé
,,ucho*‘. Z toho, co jsme fekli, plyne, %e nalepime-li
k plo%e ucho podle nékterého z otvora v ploée vyi‘iznutych dostaneme titvar
s Eulerovou charakteristikou o 1 mensi.

Nalepime-li na plochu kulovou podél otvora v ni vyfiznutych ucha, dosta-
neme tzv. plochu kulovou s wuchy (obr. 23). Eulerova charakteristika kulové

plochy s p otvory je 2 — p, Eulerova charakteristika kulové plochy s p uchy
je podle toho, co jsme Fekli. .

2—2p \ E)

(v obr. 23 je p = 3). Plocha kulova s jednfm uchem (obr. 24) je homeqomorfn{
s anuloidem, plocha kulovd se dvéma uchy je homeomorfni s ,,Prec]ikem
(obr. 25).

Plochy. '

Plocha kulovd mé v blizkosti kteréhokoli svého bodu topologicky touz
strukturu. Vysvétlime tento pojem. V obr. 26 je zobrazen ,,seit** se ,,tfemi
listy*“. Podivejme se na body A, B, C v obraze 26 vyznadené. V blizkosti
kaZdého z téchto bodi je utvar stavén jinak. Okoli bodu A je homeomorfni
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s kruhem, p¥idem# bod 4 je na hranici tohoto okoli. Rfkdme v tomto pH-
pads, %e bod A le¥f na krajs Gtvaru. Okoli bodu C je sloZeno ze t# polokruhii
o spoleéném priméru. Rikédme, %e titvar se v takovém mist® vétvi, tj. k nékteré
dare se pFimykd vice , listi‘‘ zkoumaného ttvaru. Koneénd okoli bodu B je -
homeomorfni s kruhem; ttvar se zde ani nevétvi, ani nemé kraj. Na plofe
kulové je okolf kazdého jejiho bodu homeomorfri s kruhem, tj. plocha kulové
nem4 kraji, ani se nikde nevétvi. ' ' C
Utvar, jeho¥ kaZdy bod md okolé homeomorfnt 8 kruhem, se nazjvd plochoul?).
Plocha mema4 kraji a nevétvi se, tj. v okoli kazdého svého bodu je topologicky
»Stejné stavénd‘‘. Plocha kulovd s uchy (obr:. 23) je plochou. Plocha kulova,
anuloid, preclik jsou rovnéZ plochy. Né&kdy se uvaZuji také plochy s krajem

Obr. 26. ‘ o Obr. 27. .

(bFehem), tj. Gtvary, které maji kraj, nevétvi se v8ak. Kruh je plocha s krajem.
Plocha kulové s otvory je rovné% plocha s krajem. Vyfizneme-li v plose kulové
P -+ q otvort a p z nich zalepime uchy (obr. 27), dostaneme plochu s krajem
(plochu 8 p pchy a g otvory). Snadno zjistime, Ze Eulerova charakteristika
této plochy je 2 — 2p — q. _

Moebiiiv list. A : <

Velmi zajimavs plocha s krajem byla popsina v letech 1862—]865 v pracich
n8meckych matematikéi Moebia a Listinga. Nazyvé se Moebiaw list. Vytvor
se takto: Deld{ tvarnd stuha obdélnfkového tvaru (obr. 28a) se jednou stodi
(o 180°, obr. 28b). Pak se jeji konce vzdjemné& (ji% bez stodeni) slepf na sebe
(obr. 28¢,d). Vznikne plocha s krajem (obr. 28d), zvand Moebidv list. Moebidv
list mé tu pozoruhodnou vlastnost, e je to jednostranné plocha. Vysvét-
lime tento pojem. _ ‘

Slepime-li (u#&i) konce obdélnikové stuhy bez pfedchozfho stodeni, dosta-
neme plochu s krajem, kterd je zfejmé homeomorfni s plé§t&m vélce (obr. 29).
Zhotovime-li model této plochy napf. z papfru, miZeme ji obarvit z jedné
strany jednou barvou, z druhé strany jinou barvou, aniz by se barvy n&kde
slily. To znadi, %e plocha mé dvé strany. Moebiliv list t obarvit nelze.
Pii jeho barvenf se Stétcem dostaneme (obr.30) nejprve zpdt do mista, z néhoz
jsme vygli, aviak na druhou stranu (ani% jsme ptekro¢ili kraj); pokradujeme-li
v barvent, dostaneme se zase do mista, kde jsme barvit zadali. Moebiuv list

1) Je-}j navic omezeny (tj. lei-li v dostateénd velké kouli), nazfvdme jej uzavienou plo-
chou. Nap#. rovina je plocha, kterd nenf uzaviend. Pozn. pfekl. ) ‘
g t
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miZeme takto bez prekrodeni kraje obarvit souvisle cely jednou barvou. Je
to jednostrannd plocha (v obr. 30 jsou &fsly 1, 2, 3, ... vyznadeny nékteré po-
lohy &té&tce pii barvenf).

Timto nézornym zpisobem — barvenim — je moZno ilustrovat pojem
jednostranné nebo dvojstranné plochy jen na modelech, potizenych z néja-
kého materiélu, tj. maji-li tloustku. Aviak plocha jako matematicky pojem
tloustku nemé. Vysvétlime proto pojem jednostrannosti plochy i z matema-
tického hlediska. ' :

Obr. 28.

V ka?dém bod® A Moebiova listu miZeme vést dva vektory, oba kolmé
k ploSe a vzéjemnd opadnd orientované (obr. 31a). Nazyvédme je normdlams
(normdlovymi vektory) Moebiova listu v bod$ A. Pohybuje-li se nynf bod A
‘po Moebiov¥ listu, pohybuje se s nfm i norméla v ném vedens (obr. 31b).:
Mysleme si nynf, e bod 4 prob&hne po jisté
Sate cely Moebitv list a vratf se do pavodnf
polohy. Normaéla, jak si snadno pfedstavime,
pfejde v normalu proti pivodni normaile’
opatné orientovanou (obr. 31c). Existuje
tedy na Moebiové listu uzaviend cesta t6 -
-vlastnosti, Ze normdla, kterd se po ni pohybuje,
Obr. 29. se vrdtt ne do polohy pivodni, nybrs do polohy
opaéné orientované. Plochy, které maji tuto
vlastnost, se mazyvaji plochy jednostranné (doporudujeme &tendfi presvédéit
se, %e na ploSe kulové, na anuloidu, na vélcovém plasti takovych uzavienych
" cest nenf). Snadno si predstavime, %e tento matematicky pojem jednostran-
nosti plochy je ekvivalentni s pfedchézejicim ,,barvenfm®.
Aviak i tento matematicky popis jednostranné plochy mé své nedostatky.
- Otézka, je-li plocha jednostranné nebo dvojstrannd, spodivé v stavbé plochy
samé. Mluvime-li o norméle plochy, midme na mysli nejen plochu samu, ale
i jak je uloZena v prostoru. Pfitom napt. gtvary, zobrazené v- obr. 5a,b jsou
vzéjemnd hi)meomorfni. Je mo#né podat ,,vniténi* definici jednostranné plochy,
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tj. definici, kters by nebyla sp}ata s otdzkou, jak je plocha uloZena v prostoru?
Takovou ,,vnitini‘‘ definici lze ziskat snadno. Kolem bodu 4, v 'némz je
vedena norméla plochy, opiSeme malou kruZnici, na niZ zvolime snfysl ob&hu

\ ‘ Obr. 30.
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(n&jak, pevng) (obr. 32a). Bude-li se nyni pohfbovat bod 4 po plode, bude
se 8 nfim pohybovat spojité i normala, i kruznioe kolem né&j opsané s danym
smyslem ob&hu. Probshne-li bod A = cely Moebitv list a% zpét do vychoz
- polohy, pfejde plivodnf norméla v normélu opang orientovanou; na kruZnici,
kterd probfhé plochu spolu s bodem A4, se proto zméni smysl ob&hu po nf
(obr. 32b). Existuje tedy na Moebiové listu uzaviend cesta té viastnosti, %e pohy-
buje-li se podél ni kruZnice, zméni se po mdvratu do vychozt polohy smysl
obéhu na ni. Takové cesty se nazyvaji cesty ménict orientaci. Plochy, na
nichZ nenf takovych. cest, se nazyvaji orientovatelné neboli dvojstranné (kulo- -

c
= Ay

li;

= =

()]

Obr. 34. . . Obr. 35.

vé plocha, anuloid), plochy, na nichZ takové cesty existuji, se nazyvaji
~ neorientovatelné neboli jednostranné (Moebiuv list a jiné plochy, o nichZ jests ,
budeme hovofit). Ndzornd vzato znamenéd orientovatelnost plochy, Ze lze
plochu pokryt malymi kru#nicemi a zvolit na viech takovy smysl ob&hu,
%e ,,blizké”’ kruZnice budou stejné orientovény (tj. budou mit tyZ smysl ob&hu).
Na neorientovanych plochéch to moZné neni. B

Moebitv list mé dalsf zajimavou vlastnost: jeho kraj je homeomorfnf 8 kru-
nict. Ndzorné to vidime v obr. 33. Tato okolnost nabidé ptirozend k pokusu
slepit Moebiiv list podél jeho kraje s plochou podél otvoru v ni vykiznutého.
To by znamenalo deformovat Moebitv list tdak, aby jeho kraj dostal tvar
kruZnice a Moebiiv list sém aby cely leZel po jedné strané roviny této kruznice.
Pak by bylo moZno provést slepeni pi{fmo. V trojrozmérném prostoru viak
takova deformace Moebiova listu nenf moZné, pokud se nepfipustf, aby se
plocha Moebiova listu sama protinala. \ -

Abychom se o tom presvédéili, vézméme dva trojihelniky, ABM a CDM,
které se protinaji podél spole¢né piitky MN (obr. 34). P¥ipojme k tomuto.
utvaru jedt& &tyfi trojihelniky ANC, BND, AMD a BMC {(obr. 35). Tento
dtvar sim sébe protina podle usedky M N a étyiihelnik ADBC je jeho krajem.
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Ukézeme, %e jej lze v prostoru uloZit tak, %e se sém nebude protinat; ukéfeme
dile, %e v tomto p¥ipad® bude homeomorfnf s Moebiovym listem. '
Rozffzneme titvar podél usedek CM, DM, AN, BN. Dostaneme dva utvary
' vyobrazené v obr. 36. Oba ttvary narovnéme a slepfime znovu podle tychz
tsetek. Po narovndni obou ¢ast{ dostaneme dva royinné dtvary, vyobrazené
v obr. 37. Tyto ttvary je moZno (topologicky) pfeménit v obdélniky, vyobrazené

:,/////// /////ﬂﬂﬁ ﬁ "“ .

D ~\\\|\“\\\ ik “‘
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v obr. 38. Slepenim obou t&chto obdélnfkl podél tisedek AN, BN dostaneme
pravodhly prouZek (obr. 39), ktery nyni slepime podél tsetek CM a DM.
K tomu je oviiem tieba prouZek jednou stolit (slepeni je tfeba provést tak,
aby se slepily stejné oznatené body C, D, M), &m% dostdvéme Moebitv list. |
V obr. 35 je tedy vyobrazen Moebitv list sdm sebe protinajici. Vyfizneme-li
nyni v néjaké plote otvor tvaru ¢tyfihelnfka, miZeme jej zalepit Moebiovym
listem z obr. 35 podél kraje ADBC. Vysledkem je nové plocha, sama sebe
protinajici. Této operaci ¥kame zalepovdni otvord Moebiovym listem.

Zalepovéni otvoru Moebiovym listem lze popsat ]eété jinym zpisobem,
ktery je ndkdy vhodnéj¥i, nez zplisob vySe popsany. Rozi{zneme Moebiav
list podél ,,st¥edni pHaky*, tj. podél sttednf p¥eky obdélnfka, z ndho% se Moe-
" bitv list utvoi{ slepenim s jednim preto¢enim (obr. 4[0&) Slepime-h tsetku AB
s tisedkou A’B’ (bod A4 s bodem A’, bod B s bodem 'B’), ‘dostaneme z nerozHz- .
nutého obdéinika AB’A’B Moebitv list. Cheeme-li dostat Moebidiv list roziz-

283



nuty podél ,,stfedni p¥itky*‘, muZzeme nejprve podél stiedni ptitky rozfiznout
pivodni obdélnik (obr. 40b) a pak provést slepeni, jak bylo fedeno pied tim.
K tomu doln{ polovinu rozi#iznutého obdélnfka ,,pfevritime‘* (obr. 40c) a potom
obé& poloviny poloZime, jak je naznadeno v obr. 41. Nasledujici slepeni je jiz
_snadné (obr. 42). Vidime, e podle ,,stfedni pii¢ky‘ rozfiznuty Moebviw list je

utvar homeomorfni 8 mezikrugim. V obr.

40—42 jsou body, M,, N,, P,, My, N,,
D N C P, body, jez vzniknou z bodi M, N,

P rozifznutim obdélnika AB’A’B podél
) /;1 c
A N B
A N B8
AT 18
c N D c M D
¢ Obr. 38. Obr. 39.
A‘ ']
M N P
a) +
8 . A
A &'
0 L U M Py R
A Ne R )
8 A
A : .4
M N Py 3
0B A
' A N, Py 1
B V'
Obr. 40. Obr. 41.

sttedni pii¢ky. V obr. 42 tvofi dvojice bodu (M,, M,); (N, N,); (P, P,)
dvojice bodii diametralng proti sob& poloZenych. Zpétné slepovani
M,s8 M,,N,s N,, P, s P,atd. zméni mezikruz{ op&t v Moebitv list. Mame tento
vysledek: JestliZe na jedné z obou kruénic mezikru#i slepime kaZdé dva diametrdiné
prott sobé poloZené body, dostaneme Moebiiw list.

BudiZ nynil kraj otvoru nanéjaké plose A. Vezmeme tizké mezikruZi, vytvore-
né kolem ! a v&t&i z obou jeho kruznic oznaéime !'. MezikruZi nyni z plochy A
vytizneme (obr. 43). Zistane téZ plocha, jenZe s otvorem I’, ktery je o néco
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vétsi (t4Z plocha z topologického hlediska, tj. s pivodnf plochou homeomorfnf)
a mezikru#f. Na kruZnici ! slepime nyni ka?dé dva diametraln& proti sobé
leZicf body; dostaneme Moebiiv list, a tento nalepime nyn{ na zbylou plochu
podél otvotu l’. Tim jsme slepili nasi plochu (pi’esnéjl plochu 8 ni homeomorf-
ni) 8 Moebiovym listem. Thned v8ak nahlédneme, Ze rozfezdni pévodni plochy
podél I’ a opétné slepeni podél I’ nebylo nutné. Statilo prosté slepit na k¥ivce !
ka?dé dva diametralng proti sobd poloZzené body. Je tedy slepeni kaZdgch dvou
diametrdlné proti sobé leZicich boda okraje kruhového otvoru ekvivalentni se zale-
pentm tohoto otvoru Moebiovym listem. Poznamenejme, %e takové slepenf ne-
musf byt vidy proveditelné (v trojroz-

mérném prostoru), nep¥ipusti-li se, aby

se plocha sama protinala. ”
Snadno zjistime, Ze Eulerova charak- l '
teristika Moebiova listu je rovna nule. b :
i
- # .
| ) YN, My ’
. | W
\ ﬂ |
U )

Obr. 42. Obr. 43.

Zalepent otvoru Moebiovym listem neméni tedy Eulerovu charakteristiku dtvari.
Vytizneme-li tedy v plose kulové g otvorii a zalepime-li je Moeb10vym1 listy,
dostaneme plochu 8 Eulerovou charakteristikou

2—q. (4)
Zakladni véta topologle ploch.

Vyslovime nyni pozoruhodnou vétu o topologlcké klasifikaci ploch,
kterou odvodili v poloviné minulého stoletf némecky matematik Moebius
a francouzsky matematik Jordan. Omezime se na wuzavfené plochy, tj. na plo-
chy bez kraJu které phpouété]i rozdéleni na keneény poéet mnohouhelniki.
Rovina napf. nenf uzaviena plocha, Zddny konedny graf ji nerozdéli na oblasti
homeomorfn{ s kruhem. Uloha topologicky klasifikovat plochu spodivé v tom,
ukdzat fadu uzavienych ploch, z nich Zddné dvé by nebyly vzdjemné homeomorfni,
a které by mély tu vlastnost, Ze libovolnd uzaviend plocha by byla homeomorfni
s jednou z fich. Jinak fedeno, tlohou je provest vydet v8ech topologicky
riznych uzavienych ploch

Postup FeSeni této 1lohy je takovy:

Oznadime znakem P, plochu kulovou, znakem P, (p je piirozené ¢islo)
kulovou plochu s p uchy, znakem N, plochu, kterd z plochy kulové, z ni% je
vyifznuto p otvort, vznikne zalepenim téchto otvori Moeblovyml listy. Do-
staneme tak nekonetns mnoho ploch

P, P,P,..,P, ... ()

Ny . N ..
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Ukazuje se, Ze plochy z (5) piedstavuji dplnou topologickou klasifikaci uzavie-
nych ploch, tj. jimi je proveden vydet vSech topologicky riznych typt uzavie-
nych ploch. .

Ze %4dné dvé plochy z hornf posloupnosti v (5) nejsou vzéjemnd homeo- "
morfni, plyne z toho, %e maji rizné Eulerovy charakteristiky (kulové plocha _
8 p uchy mé Eulerovu charakteristiku 2 — 2p, viz vzorec (3)). TotéZz platf
o plochach z druhé posloupnosti v (5) (Eulerova charakteristika plochy, vzniklé

Obr. 45.

z plochy kulové vyfznutim p otvort a jejich zalepenim Moebiovymi listy, je
2 — p, viz vzorec (4)). Kone¢né Zadna plocha typu P, neni homeomorfni se
Z4dnou plochou typu N, jak plyne ihned z toho, Ze plochy N, jsou jedno--
stranné a plochy P, dvojstranné. Jsou tedy viecthny plochy v (5) topolo-
gicky razné. . S

Dikaz, Ze ka’dd uzaviens plocha je homeomorfni 8 jednou z ploch v (5),
je mnohem obt{Zné&jsf; nebudeme jej uvidét.

Poznamenejme jesté, %e vyfizneme-li v ploSe kulové otvory a &¢ist z nich
zalepime uchy a ¢&¢ast Moebiovymi listy, nedostaneme topologicky novou
plochu. Nalepovéni p uch a ¢ Moebiovych listi je totiz ekvivalentni s nalepenim
2p + ¢ Moebiovych listi, tj. dd plochu typu Ny, ,.

Plochy typu P,, uvedené v horni posloupnosti v (5), tj. uzaviené dvoj-
stranné plochy, je moZno skuteéné ,,zhotovit’“ v trojrozmérném prostoru,
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ani? jakkoli samy sebe protinaji. U uzavienych jednostrannych ploch
(typu N, z druhé posloupnosti v (5)) to moZné nenf. V ¢tyfrozmérném prostoru
Ize sestropt jakoukoli plochu aniZ by musela samu sebe protinat. -

PFiklady. t

Qbytejné euklidovskd i‘ovma nent uzavfenou plochou. Uza, enou plochou *
. se viak stane, doplnime-li ji nevlastnimi body. To provedeme tak, %e kaZdé
ptimce, leZici v eukhdovské roving, phdé.ma jeden nevlastni bod (bod ibéZny,
bod nekoneénd vzdéleny), phéemi ty% nevlastni bod nédleZi také viem
pfimkém s danou p¥{mkou rovnobéinym; dv&mg riiznobdZkdm pak piislusf
dva rizné nevlastni body. Takto doplnénéd euklidovskd rovina se nazyvi
projektivnt rovinou.

Obr; 46.

Sestrojme polokulovou plochu tak, aby se dotykala dané roviny a aby kru%-
nice (hlavni), tvotef kraj polokulové plochy, lefela v rovind s danou rovinou
rovnobd¥né (obr. 44). Nazveme ofevFenou polokulovou plochou Gtvar, ktery
dostaneme z polokulové plochy vynechénim jejtho kraje (hlavnf kruimce
kterd plochu omezuje). Stfedové promitnuti této. oteviené polokulové plochy
z jejtho st¥edu do dané roviny je homeomorfismem mezi danou rovinou a da-
nou otevienou polokulovou plochou (viz t6% homeomorfismus, spojeny s obr. 7).
Nevlastni body zavedeme nyni takto: dotykovym bodem, v ném% se poloku-
lové plocha dotyké roviny dané, vedeme piimku I. Sttedem S polokulové
plochy vedeme rovnobétku ' s pﬁmkou l. PHmky l'a ' se ,,protinaji v neko-
neénu*, takie body M; a M,, v nich ptimka I' protiné krajovou kruZnici
polokulové plochy, se ,,promita,]i“ p¥imkou !’ v jeden bod, v nekoneénd vzda-
leny bod p#mky I. Neni tedy zobrazenf polokulové plochy 8 okrajem
na projektivni rovinu vzédjemnd jednoznaéné. Aby se stalo vzdjemns jedno-
znanym, aby se tedy stalo*homeomorfismem, je t¥eba slepit vzdjemnd:
kaZdou dvojici diametriln® proti sobs polofenych bodi na kraji, polokulové
plochy (napt. body M, a M,). Jinymi slovy: Pm]ektlvni -rovina je homeo- -
morfn{ s polokulovou plochou, zalepenou podél 'kraje Moebiovym- listem. Je
tedy projektivni rovina homeomorfni s plochou typu N, tedy jednostrannbu
plochou; naproti tomu euklidovské rovina je ploaha. dvojstrannd.

Jinym zajimavym pikladem - ]ednostranné plochy. je tzv.:Kleinova
ldhev. V obr. 45a je plocha s krajem I, Pro lep&i piedstavu je v obr, 45b Jeji
Yez. Zalepi-li se otvor  kruhem, vznikne uzaviens plocha sama sebe protinajfcf —
tzv. Kleinova ldhev (obr. 45c). Je to plocha jednostranné. V obr. 45b ]e \n(}ét

-
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Ze z bodu A, ktery leZf na ,,vnéjsi strand‘‘ plochy (drZadla), miZeme dojit
dovnitt (do bodu B na ,,vnitinf strané‘‘ drzadla). Jako uzaviend jednostranns
plocha je Kleinova ldhev homeomorfni s nékterou z ploch typu N,. Ctenat
necht si spoditd sdém, Ze Eulerova charakteristika plochy s krajem, vyobrazené
v obr. 45a je rovna —1. Zalepenim kruhem zvétiuje se Eulerova charakteristika -
o 1, je tedy Eulerova charakteristika Kleinovy ldhve rovna 0, tj. Kleinova ldhev
je homeomorfni s plochou typu N,. :

Probereme na zivér zajimavy piiklad dvojstranné plochy. Vezmeme
pravidelny dvandctistén (obr. 46) a strany jednoho omezujicfho pétitihelnika
prodlouZime tak, aby se viechny vzajemné protinaly. Dostaneme pravidelnou
péticipou hvézdu (obr. 47).*Stejnou hvézdu utvoiime ze stény sousedni. Obg

\\
xS
)

W/W\///’ ,

|

)

Obr, 48. Obr. 49.

hvézdy budou mit spoleénou tise¢ku 4D (obr. 48). Dohodneme se v3ak, Ze
ob& hvézdy maji spoleéné jen tisetky AB a CD, Ze tedy k tseéce BC nebudeme
piihlizet, jako ke zbytetné,vzniknuv¥i jen ,,nevhodnym* uloZzenim obou hvézd
v prostoru. Vytvofime nyni stejné hvézdy ze viech stén dvanactisténu (obr. 49).
Dostaneme jakousi plochu, kters samu sebe proting (,,pfebyteénymi‘‘ priseé-
nicemi budou hrany vychoziho dvanéctisténu). Tato plocha je dvojstranna,
jak bychom se presvéddili napt. tak, Ze bychom viechny hvézdy obarvili
touZ barvou na strané ,,vnitini“ (obrdcené ke sttedu plochy), a jinou barvou
,,zvendi®, v
Plocha je tedy uzaviena a dvojstrannd, je tedy homeomorfni s plochou
typu P,. Se kterou? NaSe plocha ma 12 stén (hvézd). Jeji hrany jsou prodlou-
zené hrany vychoziho dvanictisténu (napi. 4B, CD), je jich tedy dvakrat
tolik, co u pravidelného dvanéctisténu, tedy 60. Kone¢né vrcholi je 32. Je to
20 vrcholit dvanéctisténu a viechny ,,vn&jsi* vrcholy hvézd, jichz je 12. Eule-
rova charakteristika nasf plochy je tedy 32 — 60 + 12 = — 16. Eulerova
charakteristika plochy P, je 2 — 2p, odkud pro nafi plochu vychazi p = 9.
Nage plocha je tedy homeomorfni s plochou typu Py, tj. s kulovou plochou
s deviti uchy. '
(Pokradovéni)

Preloil dr. Josef Veselka
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