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POKROKY MATEMATIKY, FYSIKY A ASTRONOMIE
ROENIK V—CISLO 5

MATEMATIKA

ARCHITEKTURA MATEMATIKY?)

NicorLas BOURBAKI

Matematika nebo niatematiky?”)

Utéinit si dnes obecnou pfedstavu o matematice jakoZto v&dé znamena zaby-
vat se otdzkou, jejiZ FeSeni naraZi hned zpolitku na skoro nepiekonatelné
potiZe, plynouci z rozsahlosti a rozmanitosti zkoumaného materialu. Jako
v kaZdé védé i v matematice nesmirné vzrostl do konce XIX. stol. podet védcit
a védeckych praci. Price z oboru ,,¢isté’* matematiky, publikované po celém
svété bdhem jednoho roku, zabiraji primérné mnoho tisic stran. Vé&decka
hodnota praci je oviem rizné. I kdyZz opomineme prace, nepfinaSejici nové
vysledky, pozname, Ze se matematika kaZdy rok obohacuje o spoustu novych
vysledki, jeji obsah je neustale rozmanit&jsf, vznikaji nové a dale se rozvijejici
teorie, jez se vnitind pretvareji, vzajemné srovnavaji a spojuji. Dnes jiZ neni
matematika, ktery by byl schopen sledovat tento vyvoj do v8ech podrobnosti,
byt by tomu vénoval veikerou svoji ¢innost. Mnoho matematikii pracuje
v nékterém , koutku’“ matematiky, nesnazi se jej opustit, a nejen Ze témér
ignoruji v8echno to, co se netyka jejich pracovniho oboru, ale dokonce ani
nerozumi jazyku a terminologii svych kolegli — specialisti v odlehlejsim oboru.
Neni matematika, ani mezi témi s nejvétsi erudici, ktery by se necitil cizincem
v nékterych oblastech obrovského svéta matematiky. Ti, jejichZ genius se pro-
jevil téméf ve viech oborech — napt. Poincaré nebo Hilbert — jsou i mezi
nejslavnéjsimi vzdcnou vyjimkou.

Proto nemuZeme chtit dat neodbornikovi pfesnou ptedstavu o tom, co ani
matematikové nemohou plné obsihnout. Nicméné si v8ak miZeme poloZit

) Hukonait By p6akm, ApxuTeKkTypa MmaTeMaTaky, (Nikolas Bourbaki, @ pannua-CIIIA),
Matdmatideskoje prosveidtenije, &. 5 (1960).

Rusky pieklad ¢lénku L’ Architecture des mathématiques, publikovany ve sborniku Les grands
courants de la pensée mathématique, vydaném F. Le Lionnaisem (Cahiers du Sud, 1948, str.
35—47). Do rustiny pielozil JI. H. Jlercknii. Autorisovany anglicky pfeklad tohoto élénku The
Architecture of Mathematics, pochézejici od A. Dresdena, je otistén v &¢asopise The American
Mathematical Monthly (sv. 57, &. 4, 1950, str. 221—232) s touto poznémkou o autorovi:

,sProfesor N. Bourbaki, byvaly élen Krilovské poldavské akademie v&d (Royal Poldavian
Academy), %ijici nyni v Nancy (Francie), je autorem obséhlé monografie o soudobé matematice,
kterd vychdzi pod ndzvem Eléments de Mathématique (Herman et Ci¢, Paris, 1939), a jejiz deset
svazki jiz vyslo®.

Uplngjsi a spolehlivé informace o autorovi (pfesndji — o autorech) lze nalézt v &lénku K.
Rychlika, ktery je otiStén v tomto éasopise (8. 6, rod. IV. 1959, str. 673—678). Viz téz P. Hal-
mos, Scientific American, kvéten 1957, str. 88— 99.

2) La mathématique ou les Mathématigues? (tj. jedna matematika nebo nékolik matematik?)
D. N. Lenskzj.
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otazku, zda tento ohromny rist je vyvojem jednoho jednotného organismu,
s neustale tésnéjsi souvislosti viech jeho dasti, nebo zda je tento rust pouze
vnéj§im znakem tendence rozpadu, vlastni samé podstaté matematiky. Ne-
vyristd snad z matematiky babylonskd véz, shluk autonomnich disciplin,
vzajemné oddélenych jak metodami tak cili a jazyky ? Kratce, mdme v soudas-
né dobé jedinou matematiku nebo vice matematik ?

A¢ je nyni tato otazka velmi aktualni, nesmime se domnivat, Ze je nova.
stranou aplikovanou matematiku, jsou geometrie a aritmetika (alespon na
svém elementarnim stupni) ztejmé rozdilné svym pivodem, protoze druha byla
pii svém vzniku védou o diskrétnich velidinach, zatim co prvni pracovala se
spojitou rozprostranénosti, coz jsou dva aspekty, jejichz protikladnost vy-
zdvihl objev irracionalit. Pravé tento objev zmafil prvni pokusy unifikace
matematiky — aritmetisace provadéné pythagorejci (,,véci jsou ¢isla‘).

Zasli bychom piili§ daleko, kdybychom chtéli sledovat cesty této jednotici
koncepce v matematice od pythagorejct az do nasi doby. Kromsé toho je k této
préci spise povolan filosof nez matematik, jezto spoleénym rysem vsech pokust
o sjednoceni v8ech matematickych disciplin, at jiz jde o Platona, Descartesa,
Leibnize nebo o aritmetisaci &i logistiku XIX. stol., — je jejich souvislost s fi-
losofickym systémem, jehoZ vychodiskem byly vidy apriorni nizory na vzta-
hy mezi matematikou a dvojakou skutednosti vnéjsftho svéta a svéta idei.
Zde bude nejlepsi, odkiZeme-li ¢tenafe na historickou a kritickou studii L.
Brunschvicga , Etapy matematické filosofie'?). Nase tloha je skromnéjsi,
ale piesnéji vymezena; zlistaneme uvnitf matematiky a budeme hledat odpo-
véd na poloZenou otazku v rozvoji matematiky samé.

Logicky formalismus a axiomaticka metoda

Zatatkem tohoto stoleti, po vice méné zfejmém nezdaru systémi, o kterych
jsme pravé pojednali, se zdalo, Ze je tieba opustit nazor na matematiku jakozto
védu, charakterisovanou jedinym pfedmétem a jedinou metodou. Brzy se
objevily tendence chépat matematiku jako ,,fadu disciplin, zaloZenych na
specidlnich, pfesné definovanych pojmech‘‘, mezi nimiz existuji ,,tisice souvis-
losti‘‘4), které umoziiuji metodami jedné discipliny obohacovat jednu nebo vice
dalsich disciplin. Nyni se domnivame, Ze vnitini vyvoj matematické védy
v rozporu s vnéj§imi znaky upevnil vice nez kdy jindy jednotu rozmanitych
obort a utvoril jadro, jez je vice nez kdykoli pfedtim jedinym celkem. Podstat-
na v tomto vyvoji je systematisace vztahi, existujicich mezi riznymi matema-
tickymi teoriemi, jez potom vedla k tzv. axiomatické metodé.

V této souvislosti se také mluvi o ,,formalismu‘‘ nebo o ,,formalistické meto-
dé“. Je vSak zapotiebi se od poéitku vyhnout zmatku, ktery zptsobuje nedo-
statetné piesné vymezeni smyslu téchto slov a ktery dosti éasto vyuzivaji
odpirci axiomatické metody. Kazdy vi, Ze vnéj§im specifickym znakem
matematiky je onen ,,dlouhy fetéz soudi‘’, o kterém hovoii Descartes. Kazda
matematickd teorie je stetézenim vyrokt, jez se vyvozuji jeden z druhého
pravidly logiky, ktera se v podstaté nelisf od logiky zndmé z dob Aristotelovych
pod nazvem ,,formalni logika‘‘; formalni logika byla jen ptizptisobena specific-
kym potfebam matematiky. Tvrzeni, Ze dedukce je sjednocujicim principem

3) L. Brunschvicg, Les étapes de la philosophie mathématique, Paris, Alcan, 1912,
4) L. Brunschvicg, tamtéz str. 447.
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matematiky, je tedy samozfejmou pravdou. Tento povrchni poznatek nemize
tedy vysvétlit jednotu rozmanitych matematickych teorii pravé tak, jako nelze
napt. sjednotit v jedinou védu fysiku a biologii proto, Ze ob& pouZivaji experi-
mentalni metody. Uvaha fetézcem sylogismi je pouze transformujicim me-
chanismem, ktery lze pouZit na jakoukoli soustavu premis a nemaZe proto tyto
premisy charakterisovat. Jinymi slovy, je to jen vnéji forma, kterou nabyvaji
matematické ideje, nastroj, umoziiujici spojovat rizné matematické ideje, tedy
jakysi jazyk vlastni matematice a nic vie.?) Uspotadat slovnik tohoto jazyka
a zpfesnit jeho syntax je praci velmi uziteénou, jez je skuteéné jednou strankou
axiomatické metody, onou strankou, kterou nazyvame logickym formalismem,
nebo, jak se také rika, logistikou. Avsak — znovu to zdiraziiujeme — pouze
jednim aspektem této metody, a to nejméné zajimavym.

Pravé to, co si axiomatika klade za svij zakladni cil, totiZ srozumitelnost
stavby matematiky, nemuZe dosdhnout logicky formalismus sdm o sobé. Tak
jako experimentélni metoda vychazi z apriorni neménnosti piirodnich zédkoni,
opira se axiomatickd metoda o fakt, Ze neni-li matematika hromadénim sylo-
gismt v nahodné vybraném sméru, je tim méné jakZ takZ vynalézavym umé-
nim, spodivajicim na libovolnych asociacich, tvofenych pouhou technickou
dovednosti. Tam, kde povrchni pozorovatel vidi jen dvé nebo nékolik teorif
vzajemnd Gplné odlinych svou vnéjsi podobou, a kde zisah genidlniho mate-
matika vede k odhaleni zcela ,,neotekavané pomoci‘‘¢), kterou jedna z téchto
teorif muze prokazat jiné, u¢i nds axiomatickd metoda hledat hlubsi pti¢iny
takového objevu, nalézt obecné myslenky, které se skryvaji za jednotlivostmi
kazdé z téchto teorii, vyabstrahovat tyto myslenky a uéinit je piedmé&tem
samostatného zkoumani.

Pojem ,,struktury*

Jakou formou probihad tento proces? Priavé zde mé axiomatickd metoda
nejvice spoleéného s experimentalni metodou. Cerpajic z Descartesa ,,rozdg-
luje obtiZe, aby byly lehéeji zvladnutelny‘‘. V dikazech néjaké teorie se snaii
analysovat hlavni motivy provadénych dvah. Naéez uvaZujic ka?dy tento
motiv sam o sobs, formulujic jej v abstraktni formé a pozvedajic jej na obecny
princip, vyvozuje z ného zavéry. Vracejic se potom k teorii, znovu kombinuje
predem abstrahované prvky a studuje jejich vzajemny vztah. V tomto klasic-
kém spojeni analysy a synthesy neni nic nového; originalita této metody spo-
¢iva ve zpusobu jejiho pouziti.

K ilustraci popsaného procesu pouZijeme nejstarsi (a nejjednodussi) axioma-
tickou teorii, totiz teorii abstraktnich grup. UvaZujme tyto t¥i operace: 1) s&i-
tani redlnych &isel, pii kterém soudet dvou realnych éisel (kladnych, zdpornych
nebo nuly) je definovin obvyklym zpusobem; 2) nisobeni modulo p ptiroze-
nych ¢&isel, pii némz uvazujeme ¢&isla 1, 2, 3, ..., p — 1 a souéinem dvou tako-
vych é&isel rozumime zbytek pii déleni jejich obydejného soudinu &islem p;
3) skladani pohybu v trojrozmérném euklidovském prostoru; sout¢inem dvou
pohybi T a S (v tomto pofadi) rozumime pohyb, ktery vznikne sloZenim po-
hyba T a §, tj. pohyb, ktery vznikne za sebou provedenymi pohyby 7 a 8.

5) Kaxdy matematik vi, Ze dukaz neni ,,srozumitelny* v obvyklém smyslu tohoto slova,
omezime-li se pouze na provérku spravnosti zaveéra, které dukaz tvoii, a nesnazime-li se do dusled-
ki pochopit ty myslenky, pro které byla ddna pfednost pravé tomuto fetézei zdvéra pied jinym.

6) L. Brunschvicg, tamtéz str. 446.
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V kazdé z téchto t¥ teorii je kazdé usporadané dvojici prvka z a y z uvaZované
mnoziny (v prvnim piipadé z mnoZiny vSech realnych éisel, v druhém pifpadé
z mnoziny &isel 1, 2, ..., p—1, a ve tfetim piipadé z mnoZiny vSech pohybi)
ptitazen (zpisobem pro kaZdou tuto mnozZinu specifickym) jednoznaéné prvek
z této mnoziny, ktery ve viech téchto tiech piipadech symbolicky oznadime
z7y (je to soudet, jestliZe x a y jsou realnd ¢&isla; soudin modulo p v piipadé,
7e x a y jsou piirozend &isla mensi neZ p; pohyb, ktery vznikne sloZenim pohybu
S a T v tfetim pi{padé). Jestlize si nyni v§imneme vlastnosti této ,,operace
v kazdé z téchto tii teorii, objevi se nipadny paralelismus. Uvnité kazdé
z téchto teorii jsou tyto vlastnosti vzajemné zavislé a logickd analysa téchto
vzajemnych souvislosti nas vede k vymezeni nékolika malo vlastnosti, které
jsou vzajemné nezavislé (tj. takovych vlastnosti, z nichZ Zadné neni logickym
dusledkem ostatnich). Lze napi.”) vzit tyto t¥i vlastnosti, které zapiSeme po-
moci naSeho symbolického oznadeni a které lze snadno vyjadrit jazykem kazdé
z uvedenych teorii:

a) pro kazdé t¥ prvky z, y, z plati (xry) 72 = xr(y7rz) (asociativnost opera-
ce xty);

b) existuje prvek e takovy, Ze pro kazdy prvek x plati etx = x (pii sé¢itani
realnych &isel mé tuto vlastnost nula, pfi ndsobeni modulo p é&islo 1, a pii skla-
ddni pohybi tzv. ,,identickd transformace‘, pievadé&jici kazdy bod v sebe
sama);

¢) ke kazdému prvku x existuje prvek x’ takovy, Ze plati xrx’ = e (pti séi-
tani redlnych ¢&isel ma tuto vlastnost opaéné ¢islo — =z, pfi nadsobeni modulo p
vyplyva existence prvku z' z jednoduché aritmetické dvahy, pfi skladani
pohybl m4 tuto vlastnost tzv. inversni pohyb, tj. takovy pohyb, kterym obraz
bodu pti pohybu z se zobrazi ve vychozi bod.8) Vlastnosti, které lze pouzitim
obecného oznadeni vyjadiit stejnym zptisobem v kazdé z téchto tii teorii, jsou
dusledky uvedenych t¥i vlastnosti. DokaZzme napf., Ze z xvy = x7z plyne y = z.
Mohli bychom to dokazat v kazdé z téchto teorii zvlast, pouzivajice ivah spe-
cifickych pro tuto teorii. MiZeme vSak postupovat zpisobem spoleénym pro
vSechny tii teorie. Ze vztahu xry = z72 odvodime vztah z'z(xty) = x't(r72)
(" ma shora uvedeny smysl). PouZivajice vlastnosti a) dostaneme vztah
(x'tx) Ty = ('tx) 72, z néhoZ na zakladé ¢) plyne ety = ery, nadez pouzijeme-li
koneéné b), dostaneme zadany vztah y = z. V této Gvaze jsme tplné abstra-
hovali od povahy prvki z, y, z. Nezalezelo nam vubec na tom, zda to byla
redlnd &isla, pfirozend éisla mensi nez p, ¢i euklidovské pohyby. VyuZili jsme
pouze toho, Ze operace xty mé vlastnosti a), b), ¢). Abychom se vyhnuli zby-
tetnému opakovéni, je prirozené odvodit jednou providy logické dusledky
téchto t¥i vlastnosti. K tomu je v8ak vhodné vytvotit obecnou terminologii.
Rikame, Ze mnoZina, na nfz je definovdna operace xry, charakterisovans vlast-
nostmi a), b), ¢), ma strukturu grupy (nebo kratéeji je grupou). Podminky a),
b), ¢) nazyvame axiomy grupy®) a odvozovani logickych duasledku téchto axio-
mu znamena tvorit axiomatickou teorii grup.

7) To neni jedind moZn4 volba. Existuji razné systémy, které jsou ,,ekvivalentni‘ 8 uvedenym
systémem; pfi tom je kaidy axiom jednoho systému logickym dusledkem axiomu libovolného
systému. .

8) Poznamenejme, %e zbytky pii déleni &islem p é&isel 1, z, 22, ... 2%, ... nemohou byt vesmés
razné. Porovndme-li totiz dva z nich, snadno dokézeme, %e z*-! (k > l) ma pti déleni &islem p
zbytek 1. Oznagime-li #’ zbytek pfi d&leni &islem p &isla a*-!-1  je soudin xx’ roven 1 modulo p.

) Tento smyslslova ,,axiom‘‘ nemé ziejmé nic spoleéného s obecné pfijatym smyslem ,,zfejmé
pravda‘“.
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Nyni méZeme objasnit, co jest rozumét v obecném piipadé matematickou
strukturou. Obecnym znakem pojmi, oznadenych timto spolenym nézvem,
je to, Ze mohou byt pouZity na mnoZinu prvki, jejichZ povahal®) neni blize
specifikovéna. Strukturu definujeme, uddme-li jednu nebo vice relaci pro tyto
prvky) (v piipadé grupy to byla relace xry mezi libovolnymi tiemi prvky).
Nadez postulujeme, Ze tyto vztahy vyhovuji jistym podminkidm (které vy-
jmenujeme a které nazyvime axiomy uvaZované struktury)'?). Vybudovat
axiomatickou teorii dané struktury znamena odvozovat logické dusledky
z axiomu struktury bez pouziti jakychkoli dal§ich vyrokd o uvaZovanych
prvcich (zejména bez pouziti jakychkoli hypotéz o povaze téchto prvki).

Zakladni typy struktur

Definice struktury se opiré o pojem relace, jez miZe byt velmi riznorodou.
Relace v grupové struktufe se nazyva algebraickd operace (nékdy téz zakon
komposice). Je to relace mezi tfemi elementy, jednoznaéné ptitazujici kazdé
dvojici prvku opét néjaky prvek. Je-li definujici relaci algebraicka operace,
nazyvame piislusnou strukturu algebraickou strukturou (napt. struktura téle-
sa se definuje dvéma algebraickymi operacemi, spliujicimi jisté axiomy. Mno-
Zina realnych ¢isel mé strukturu télesa vzhledem k séitani a nasobeni).

Dalsim dilezitym typem struktur jsou struktury definované relaci uspoia-
dani, coZ je binarni relace (tj. relace mezi dvéma prvky =z, y), kterou symbolic-
ky vyznalujeme xRy a obvyklé vyjadiujeme slovy ,,x je mensi nebo rovno y*‘.
O této relaci se nepfedpoklada, Ze uréuje jeden z prvka =z, y jako funkeci dru-
hého. Tato relace spliiuje axiomy: a) pro kazdé x je xRx; b) z xRy, yRx vidy
plyne x = y; ¢) z xRy, yRz vidy plyne xRz. Piikladem mnoZiny takové struk-
tury je mnozina celych ¢isel (nebo mnozina reilnych &isel), rozumime-li sym-
bolem R symbol <. Je v8ak nutno si uvédomit, zZe uvedena soustava axiomi
neobsahuje axiom: ,,pro kazdé dva prvky z, y plati bud xRy nebo yRz*, ad by
se zddl samozfejmym pro pojem uspofadani, se kterym se béZné setkdvame.

10) Vychézime zde z ,,naivniho* stanoviska a nedotykéme se citlivych polofilosofickych, polo-
matematickych problémt, vzniknuvsich v souvislosti s otédzkou ,,povahy‘‘ matematickych
,;objektu‘‘. Omezime se jen na poznémku, e puvodni pluralismus v nasich pfedstavéach o téchto
,»objektech', jez byly zpo¢dtku mysleny jako idealisované ,,abstrakce‘‘ smyslovych ,,zkuSenosti‘
a zachovaly tudiZ veikerou jejich rozmanitost, byl vyzkumy o axiomatice v XIX.—XX. stoleti
postupn® nahrazovén unitdrni koncepci tak, %e se vSechny matematické pojmy odvozovaly
nejprve z pojmu celého ¢isla a potom v druhé etapé z pojmu mnoziny. Pojem mnoziny byl dlouhou
dobu poklédén za ,,prvotni‘, ,,nedefinovatelny‘ a byl pfedmétem mnoha sporu, vyvolanych
vyjime¢nou obecnosti a mlhavosti pfedstav, jeZ tento pojem vyvoldval. Obti%e se pfekonaly
teprve tehdy, kdyZ v souvislostis neddvnymi vyzkumy v logickém formalismu ztratil sviij vyznam
s4ém pojem mnoziny (a s nim i v8echny metafysické pseudoproblémy matematickych ,,objektu‘).
Z hlediska této koncepce jsou mo#no ¥iei jedinymi matematickymi objekty, matematické struk-
tury. Ctené¥ najde zevrubngjsi vyjédieni tohoto hlediska v téchto dvou pojednénich: J. Diedonné,
Les méthodes axiomatiques modernes etles fondements des mathématiques, Revue Scientifique 78 (1939),
str. 224—232; H. Cartan, Sur le fondement logique des mathématiques, Revue Scientifique 81
(1943), str. 3—11.

1) Pro potfeby matematiky neni tato definice dostateén& obecné. Je totiZ tteba, aby zahrno-
vala i takové pripady, kdy ve vztazich definujicich strukturu vystupuji nejen prvky uvaZované
mnoziny, ale také napi. podmnoziny této mnoZiny, nebo obecndji prvky ,,vydsiho typu‘ — ve
smyslu teorie typu. Dalsi podrobnosti najde étendf v nasi knize Eléments de Mathématique,sv.I.
(shrnuti vysledka), Actual. Scient. et Industr., str. 846.

12) Pfesns vzato bylo by tieba v teorii grup povaZovat za axiom, kromé uvedenych a), b), c)
také tvrzeni, ¥e vztah z = zry pfifazuje pravé jeden prvek z kazdé dvojici prvka z, y. Zpravidla
se mltky predpokladé, Ze tato vlastnost je splnéna jiz zdpisem tohoto vztahu: z = zty.
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Nevyluéujeme tedy piipad dvou ,,nesrovnatelnych prvka. To se moZna jevi
na prvni pohled paradoxni. Snadno v8ak uvedeme velmi dulezité ptiklady
struktur uspofadani, které tento axiom nespliiuji. Takovou strukturu dostane-
me, zavedeme-li v systému vSech podmnoZin néjaké mnoziny uspofadini
takto: XRY znamena ,,X je podmnoZinou Y. Dalsi piiklady takové struktu-
ry ziskdme, jestliZe v mnoziné ptirozenych ¢isel relace xRy znamena ,.x je
délitelem y*‘, nebo jestlize v mnoZiné vSech reilnych funkei definovanych na
intervalu ¢ < x < b fRg znamena: ,,f(x) < g(x) pro kazdé x‘‘. Na téchto pti-
kladech vidime, v jak rozmanitych oblastech se setkavame se strukturou
uspofadani. Z toho si muZeme uéinit piedstavu o dileZitosti jejich studia.

Zminime se jesté nékolika slovy o tieti dulezité struktufe — o tzv. topolo-
gické struktute (&ili topologii). Tato struktura zachycuje abstraktni matema-
tickou formulaci pojmu okoli, limity a spojitosti, ke kterym nas vedou nase
predstavy o prostoru. Formulace axiomi topologické struktury vyzaduje
vétsi stupen abstrakce neZ predchazejici piipady a presahuje ramec tohoto
pojednani. Odkazujeme proto &¢tenate, ktery se o to zajimé, na specialni litera-
turu.13)

Standardisace matematickych prostFedki

To, co jsme Fekli, snad jiz postaéi k tomu, aby si étenai mohl uéinit dosta-
tetné presnou predstavu o axiomatické metodé. Nejnapadnéjsim rysem axio-
matické metody je znaéna Gspornost v mysleni. ,,Struktury* jsou matematic-
kym nastrojem. Jakmile matematik zjisti, Ze mezi prvky, které studuje, plati
vztahy, spliujici axiomy struktury jistého typu, mize ihned pouzit cely arsenal
obecnych vét, které plati o struktufe tohoto typu. Jinak by musel vynaloZit
velké usili, aby vytvoftil prostiedky nezbytné k feseni vySetfovaného problému.
Pii tom @éinnost t&chto prostiedku zavisi na jeho osobnim nadéni a tyto pro-
stfedky jsou omezeny fadou zbytednych piedpokladii, které vyplyvaji ze spe-
cifiénosti studovaného problému. Axiomatickd metoda nenf tedy ni¢im jinym,
nez jakymsi ,,taylorismem‘ v matematice.!4)

Takové porovnani je v3ak nedostadujici. Matematik totiZz nepracuje jako
stroj. V matematickych uvahach je dilezita specifickd intuice,!5) odlisna od
bézné smyslové intuice a spoéivajici spise v pfimém vytuseni (pied pfesnou
tivahou) pravého stavu véci, které matematik zdanlivé opravnéné oéekava od
matematickych objekti, s nimiz se jiz natolik naudil zachazet, Ze na né nazira
jako na objekty realného svéta. Vidyt v jazyku kazdé struktury se odrazi ona
specificks teorie, ze které se abstrakei piislusnd struktura tvofila. Jakmile
matematik objevi ve studovaném problému jiz zndmou strukturu, je tim ovliv-
nén intuitivni postup jeho mysleni, tfeba v neofekidvaném sméru. To dasto
zpusobuje, Ze zkoumana matematicka problematika se objevuje v jiném svétle.
Chceme-li uvést stary priklad, vzpomenme jen, k jakému pokroku vedla na
zatatku XIX. stol. geometrickd interpretace imaginarnich éisel. Z naSeho hle-
diska to bylo odhaleni dobie zndmé topologické struktury euklidovské roviny

13) Viz napt. nase Eléments, sv. IIL. Uvod ke kap. I., Actual. Scient. et Industr., str. 858.
(Rusky pteklad: H. Bypbaku, Tonosoeuueckue cmpyxmys,, Moskva, 1959 — pozn. red.).

14) Taylorav systém — kapitalisticky systém organisace price, navrieny americkym inZeny-
rem F. Taylorem, ktery slouzi vytvafeni maximalniho zisku. Jednim z prvka tohoto systému je
studium pracovniho procesu pomoci rozkladu tohoto procesu na éasti (pozn. red.).

15) Tntuice, kterd je i asto chybn4 (jako kazdé intuice).
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v mno%ing komplexnich ¢&isel. Tim byly ptirozens spojeny viechny z toho vy-
plyvajici moznosti aplikace, pomoci nichz Gauss, Abel, Cauchy a Riemann za
méné nez jedno stoleti obrodili analysu.

V poslednich 50 letech bylo mnoho takovych piiklada: Hilbertiv prostor
a obecnéjsi funkciondlni prostory, coz jsou mnoziny funkei (nikoli bodu) s to-
pologickou strukturou; teorie Henselovych p-adickych éfsel, kterymi — coz
je zvla§t udivujici — topologie ovladla i oblast, jez byla aZ dosud povaZovana
za vyluénou doménu nespojitého, diskrétniho, totiz mnoZinu celych ¢&isel;
Haarova mira, kterda neomezené rozsifila oblast pouziti pojmu integralu a kte-
r4 umoznila velmi hluboké studium vlastnosti topologickych grup. Takové
jsou nejdilezitéjsi momenty ve vyvoji matematiky, ty déjinné obraty, v nichz
mySslenky génit udavaji novy smér vyvoji teorie objevenim struktury, ktera,
jak se zdalo a priori, byla bezvyznamna.

Svédéi to o tom, Ze v soudasné dobé je matematika méné nez kdykoli pted
tim mechanickou hrou se vzorci. Silnéji nez kdykoli pfedtim dominuje intuice
v genesi objevi. Nyni v8ak jiZ mé matematika k disposici mohutné nastroje,
které ji poskytuje teorie nejdulezitéjsich typa struktur, a tak muze jedinym
rozmachem obsahnout obrovské oblasti, unifikované axiomatikou, ve kterych,
jak se zdalo, vladl chaos.

Celkovy pfehled

Vyjdeme z koncepce axiomatiky a pokusime se piehlédnout matematiku
v celku. Samoziejmé nenajdeme zde jiz ten tradiéni ¥ad, ktery podobné& jako
prvni Kklasifikace Zivo¢icht se omezil na to, aby postavil vedle sebe teorie,
které se svymi vnéjsimi znaky nejvice .podobaly. Misto pfesné rozlisenych
oborl, napt. algebry, analysy, teorie ¢isel a geometrie jevi se teorie prvodisel
vedle teorie algebraickych kiivek, nebo euklidovska geometrie vedle integral-
nich rovnic. Poradajicim principem je hierarchie struktur, ktera vede od
jednoduchého k slozitému, od obecného ke konkrétnimu.

Jakysi stfed tvoii zakladni typy struktur, z nichZ jsme se zminili jenom
o nejdulezitéjsich, o jakychsi ,tvoficich‘ strukturach (les structures — meéres).
U kazdého z téchto typh se setkame s dostateénou rozmanitosti, nebot musime
rozliSovat nejobecnd;jsi strukturu uvazovaného typu, tj. strukturu s nejmensim
podtem axiomu od struktur, které z ni ziskdme piridavanim dopliiujicich axio-
mu, jeZ implikuji nové dusledky. Napt. teorie grup, kromé t&ch obecnych vét,
platnych pro kazdou grupu a odvozenych z vyse uvedenych axiomi, obsahuje
jako zvlastni pfipad teorii koneénych grup (kterd vznikne, p¥iddme-li k axio-
mim vymezujicim pojem grupy dalsi postulat, poZadujici, aby poéet prvki
grupy byl koneény), teorii Abelovych grup (tj. grup, ve kterych pro kazdé dva
prvky z, y plati 2ty = yrx), nebo i teorii koneénych Abelovych grup (tj. grup
spliujicich oba pfidané axiomy). Pravé tak z uspoifddanych mnozin zkoumdame
zv]a§t ty, ve kterych jsou kaZdé dva prvky v relaci uspofddani (jako napi.
v mnozing celych nebo redlnych ¢&isel) a které nazyvame linedrné& usporida-
nymi mnoZinami; z téch se zas zvlas§t vySetiuji, tzv. dobie uspoifadané mno-
ziny, coZ jsou takové uspofadané mnozZiny, ve kterych kazda neprazdna pod-
mnoZina obsahuje prvni (tj. ,,nejmensi‘‘) prvek (jako napf. mnozina ptiroze-
nych ¢isel). Podobné je tomu i u topologickych struktur.

Vedle téchto zdkladnich struktur existuji struktury, které bychom mohli
nazvat sloZzenymi a které jsou tvofeny jednou nebo n&kolika zakladnimi struk-
turami, nikoli prostym spojenim (coZ ale by nedalo nic nového), organickym
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kombinovanim pomoci vhodnych spojujicich axiomi. Takového charakteru
je topologické algebra, zkoumajici struktury, definované jednou nebo nékolika
algebraickymi operacemi a topologii, pfi ¢emz tyto struktury jsou spojeny
pozadavkem, aby algebraické operace byly spojitymi funkcemi prvka vzhledem
k zavedené topologii. Stejng duleZita je algebraicks topologie, ktera zkoumé
jisté bodové mnoziny prostoru, uréené topologickymi vlastnostmi (simplexy,
cykly atd.) jako mnozinu, na niZ je definovana algebraicka operace. Pravé tak
spojeni struktury uspoiadani s algebraickou strukturou vede k mnoha vysled-
kim; jednak k teorii délitelnosti idealu, jednak k teorii integralu a spektralni
teorii operatort, kde také topologie ma svoji dlohu.

Pokratujice dale dostaneme se k speciadlnim teoriim, ve kterych prvky vyse-
tfovanych mnozin, jejichZ povaha byla v obecnych strukturdch nepodstatns,
dostavaji svij individualni konkrétni obsah. Tak dospivame k teoriim klasické
matematiky: k teorii funkei realné a komplexni proménné, k diferencialni
geometrii, k algebraické geometrii, k teorii ¢isel. Tyto teorie ztraceji tak svoji
autonomnost, stavaji se utvary, v nichZ se obecngj$i matematické struktury
spojuji a vzajemné na sebe pusobi.

Abychom ziskali spravnou predstavu, je tfeba k tomuto zbéznému piehledu
dodat, Ze jej povazujeme za velmi hrubé pfibliZzeni skuteénosti v matematice.
Tento obraz je schematicky, idealisovany a staticky.

Schematicky proto, Ze v podrobnostech zdaleka neni vie tak jednoduché
a systematické, jak by se zddlo po tomto vykladu. V matematice dochazi
k neo¢ekavanym obratum, kdy teorie, kterd ma jasné specialni charakter, jako
napf. teorie redlnych ¢&isel, poskytuje pomoc, bez niZ se nelze obejit v n8kterych
obecnych teoriich, nap¥. v topologii nebo v teorii integralu.

Idealisovany proto, Ze zdaleka ne ve viech oblastech matematiky se kazda
z obecnych struktur jevi jasné nebo je presnd vymezend. V nékterych teoriich
(napt. v teorii ¢isel) je mnoho isolovanych vysledku, jez a% dosud nelze klasi-
fikovat, ani uspokojivé uvést v souvislost se zndmymi strukturami.

Staticky proto, Ze nic neni vzdalenéjsiho axiomatické metodé, nez statickd
koneepce védy. Nechceme proto u &tenafe vzbudit dojem koneéného stavu
védy. Struktury nejsou neménné ani co do poétu ani co do podstaty. Je zcela
mozné, Ze daldi rozvoj matematiky povede k vytvoreni dalsich fundamental-
nich struktur zavedenim novych axiomi nebo kombinaci axiomu. Pritom
ulelnost tohoto zavedeni se da posoudit porovnanim s vysledky, jichZ bylo
dosaZeno pomoci jiz znamych struktur. Tyto znamé struktury nejsou v Zadném
piipadé né¢im uzavienym a bylo by velmi udivujici, kdyby jejich ,,Zivotnost
se jiz vycerpala dosavadnimi vysledky.

Po téchto nezbytnych poznamkach lépe pochopime vnitini Zivot matema-
tiky, lépe pochopime to, co vytvaii jeji jednotu a vna&i do ni rozmanitost.
Lépe pochopime ono velké mésto, jehoZz pfedmésti se neustale chaoticky roz-
rastaji, zatimco jeho centrum se periodicky piebudovavé, pokazdé podle
jasnéjstho a promyslengjsiho planu, ktery je stale velkolepéjsi a ktery boura
staré ¢tvrté s labyrintem uli¢ek, aby mohly byt vybudovany p¥imé;jsi, Sirsi
a pohodInéjsi ulice — spojeni s piedméstim.

Retrospektiva a zavér

Koncepce, kterou jsme se snaZili vyloZit, nevznikla najednou, ale jako
vysledek vice nez pil stoleti trvajictho vyvoje, a nebyla ptijata bez odporu
jak filosofti tak matematiki. Mnozi matematikové nechtéli dlouho souhlasit
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s tim, aby se axiomatika povaZovala za néco vice neZ za pouhou nepotiebnou
jemnost logikil, neschopnou rozvijet jakoukoli teorii. Takové kritika je disled-
kem historické nahodilosti: axiomatiky, jeZz vznikly nejdfive a jez mély nejvét-
81 ohlas (Dedekindova a Peanova axiomatika aritmetiky, Hilbertova axioma-
tika euklidovské geometrie), se tykaly univalentnich teorii, tj. teorif, které
byly uplné urdeny svym systémem axiomi, pfitemZ tento systém axiomu
nemohl byt pouzit v Zadné jiné teorii, kromé takové, ze které byl odvozen (na
rozdil napf. od axiomatiky teorie grup). Kdyby tomu tak bylo u vech struk-
tur, pak by namitka o neplodnosti axiomatické metody byla opriavnéna.l¢)
Axiomatickd metoda vS8ak svym vlastnim rozvojem dokazala svij vyznam.
Tu a tam se je$té vyskytujici odpor k axiomatické metodé lze vysvétlit jen
tim, Ze ,,zdravy rozum se zdraha pripustit, Ze v konkrétni tloze miuZe byt
uziteénou intuice jind neZ ta, ktera bezprostfedné prameni z piedpokladi
(a ktera vznika obtiznéjsi a vyssi abstrakef).

Pokud jde o namitky filosofu, tykaji se oblasti, kde se necitime kompe-
tentnimi. Zikladni problém je ve vztahu expenmentalniho a matematického
zkouméni.'?) Uzké souvislost mezi experimentalnimi jevy a matematickymi
strukturami byla — zd4 se — zcela neodekdavanym zpusobem potvrzena ne-
davnymi objevy moderni fysiky. Zstavaji nam vsak zcela neznamé hluboké
piiéiny tohoto faktu (pokud vibec méa smysl takova formulace) a je mozné, Ze
je ani nikdy nepozname. V kaZdém pripadé vSak muZe tato poznamka byt
popudem pro filosofy, aby v budoucnu jesté obezietngji feSili tuto otazku.
Diive nez zadal revoluéni rozmach moderni fysiky, bylo vynaloZeno mnoho
prace na to, aby se matematika rodila z experimentalnich vysledki. Na jedné
strané v8ak kvantova fysika ukézala, ze ,,makrokosmicka‘‘ intuice skuted-
nosti skryvd ,,mikrokosmické“ jevy zcela jiné povahy, jejichZ studium vy-
Zaduje uziti takovych obori matematiky, které jesté nebyly vytvofeny s cilem
aplikace v experimentélnich védach. Na druhé strané axiomatickd metoda
ukézala, Ze ,,pravdy*, ze kterych se m8l vytvotit ziklad matematiky, jsou jen
specialnim aspektem obecnéjsich koncepci, jejichZ uzitednost zdaleka neni vy-
terpana timto zvlastnim pripadem. Konec konci toto vzajemné ovliviiovani se,
jehoz nezbytnosti jsme se pravé zabyvali, neni nyni ni¢im jinym nez ndhodnym
stykem véd, jejichZ souvislosti jsou daleko vice skryty nez by se a priori zdalo.

Ve své axiomatické stavbé je matematika seskupenim abstraktnich forem
— matematickych struktur — a ukazuje se (tiebaZe v podstaté nevime pro¢),
ze nékteré aspekty skutednosti, experimentu, jakoby jiZz svym pieduréenim
spadaly do nékteré z téchto forem. Nelze samoziejmé& poptit, Ze vétiina téchto
forem méla jiZz pii svém vzniku ptivodni a zcela uréity intuitivni obsah. Ale
tak jak byly védomé zbavovany tohoto obsahu, byl jim zaroveir dan jiny
obsah, v némz spoéiva jejich vyznam a ktery umoznil vklidat do nich nové
interpretace a splnit také nové 1koly pii zpracovani vysledkd.

18) Zejména na potatku rozvoje axiomatické metody jsme byli také svédky vzniku podivnych
struktur, které nebylo mo#no aplikovat a jejichZ jedinou vyhodou bylo, %e jejich studium umoz-
nilo pfesnd urdit vyznam kafdého axiomu, vyjasnit, jaké mé dasledky zmé&na nebo vynechéni
nékterého axiomu. V tomto obdobi bylo mo#né podlehnout dojmu, %e to jsou jediné vysledky,
které 1ze od této metody odekévat.

17) Neméme zde na mysli ndmitky, které prameni z pou%ivdni pravidel formélni logiky v uva-
héch axiomatické teorie: tyto ndmitky souvisi s logickymi obti%emi, na které naréZi teorie mnozin.
Poznamenejme jen, Ze tyto obtiZze mohou byt pfekonény tak, Ze nevzniknou Zzé4dné pochybnosti
o presnosti uvah. Uvedme v této souvislosti jiZ citované priace H. Cartana a J. Dieudonné.
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Budeme-li jen takto chapat slovo ,forma‘, muZeme ¥ici, e axiomaticka
metoda je ,,formalismem‘‘. Jednota, kterou d4v4 matematice axiomatickd me-
toda, neni formalné logickou kostrou, neni jednotou kostry bez Zivota. Je
Zivnou substanci organismu v jeho vyvoji, poddajnym a plodnym néstrojem
vyzkumi, kterého védomé pouzivaji ve své praci vSichni velei matematikové-
myslitelé, po¢inaje Gaussem, v8ichni ti, ktefi ve smyslu vyroku Lejeuna a Di-
richleta se vidy snazili ,,nahradit vypodty idejemi‘.

Prelozily JiFt Fabera a Ji¥i Gregor

O ZAKLADECH A STYLU MODERNI MATEMATIKY
(Ke stati N. Bourbakiho)

A. A. LyapuNov, Moskva

Resenf konkrétnich matematickych problému a tvofeni obecnych matema-
tickych teorif je vénovana rozsahld moderni matematicka literatura. V tom
spotiva také vyznam moderni matematiky. Nesmirné Siroka problematika
a neustale vzristajici podet téch, ktefi na novych problémech pracuji, vede
viak k tomu, Ze orientace v dnesni védecké literatuie je stale obtiznéjsi.

Tendence vytvoiit systém v soudobé matematice jsou tedy velmi
aktualni.

Nejpronikavéjsim kolektivnim dilem v tomto sméru jsou ,,Zédklady mate-
matiky, které vydava poletny kolektiv francouzskych matematikd pod
pseudonymem ,,N. Bourbaki*. Nékteré svazky tohoto dila byly jiz pfeloZeny
do rutiny. Uplné vydéani tohoto dila v ruském jazyce by bylo velmi uZite¢né.
Poznamenejme jesté, Ze v nejraznéjsich oblastech matematiky neustale vzrista
pocet praci, jez na tyto monografie navazuji.

Stat N. Bourbakiho ,,Architektura matematiky‘ ma programovy charakter.
Autofi v ni vysvétluji ndzor na moderni matematiku, ktery plné uplatnili
ve svém dile. Proto je tato stat zajimava pro 8iroky okruh &tenait, zabyvaji-
cich se matematikou.

Vyznamnou zvlastnosti kolektivu Bourbaki je, Ze jeho ¢leny jsou vyznamni,
tvirdim zpasobem pracujici matematikové, a tak tendence k systematisaci je
harmonicky skloubena se snahou nalézt nové vyznamné sméry rozvoje mate-
matiky a rozpracovivat nové matematické teorie. Je mozné bez prehanéni
Tici, Ze Bourbaki je nejvyznamnéjSsim jevem v soudobé matematice. Tento
kolektiv dosahl velmi vyznamnych vysledkd v rozmanitych oblastech mate-
matiky, napf. v topologii, v topologické algebie, v algebraické geometrii,
v teorii funkei vice komplexnich proménnych, v teorii algebraickych é&isel,
ve funkciondlni analyse. Systém v matematice, ktery vypracovava Bourbaki,
ziskava stale vice stoupenct mezi matematiky na celém svété a ma neustale
vétsi vliv na moderni védu.

Pravé proto, Ze velmi vysoko oceiiuji ¢innost Bourbakiho, zdd se mi byt
velmi neptijemna nepiesnost obecné filosofickych zavéra, formulovanych v za-
véreéné Gasti stati ,,Architektura matematiky‘‘. Autofi velmi presvédéivé do-
kazuji, Ze axiomatickd metoda studia matematickych struktur je progresivni.
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