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ZOBRAZOVACI METHODY V DESKRIPTIVNI GEOMETRII

[Prof. dr A. UrBaN
(Pfedndska pro uéitele deskriptivnt geometrie pofddand JCMPF, odbotka kraj Praha;
_ Pribram, 4. Servence 1957.) .

Vyklady o jednotlivyjch zobrazovacich methoddch v deskriptivni geometrii byvaji
obvykle zaméfeny na ufitt zobrazeni k Fedent zdkladnich stereometrickych uloh.
V &ldnku.se naproti tomu zdirazfiujt jen zdkladni zobrazovact principy, pfi Eamé
do popfedi vystupuje otdzka vadjemné jednoznaéného zobrazent. S tohoto jednotného
hlediska jsou pak pFehledné probirdny lzejména nejzndméjst specidint pHipady
dvojobrazového zobrazent a nékteré daldt typické zobrazovact methody.

1. Uvod

Deskriptivni geometrie se vyvinula jako odvétvi geometrie, jehoZ tikolem
je studovat geometrické vlastnosti method, které ukazuji cesty, jak lze prosto-
rové geometrické tlohy pfevést na rovinné tlohy; aby je bylo moZno Ffesit
graficky. V souvislosti s t¢émito methodami, které obvykle nazyvame zobrazo-
vactmi methodamt, deskriptivni geometrie piimo ¥esf i stereometrické tlohy;
rozlo#i je na sled elementdrnich tloh, pro né% jiZz explicitng uvadi grafické

- TeSeni ve zvolené zobrazovaci methodé.

Prvé podnéty k feeni otézek, souvisicich se zobrazovanim prostorovych
utvari na rovinu, byly dany jednak poZadavky praxe (pivodné stavitelstvim,
teprve mnohem pozdé&ji jinymi technickymi disciplinami), nutnostf mit jasnou
piedstavu o budoucim dile a potfebné podklady k jeho vybudovéni, jednak
poZzadavky vytvarného uméni, touhou poznat zakonitosti platné pfi zobrazo-
vani pfirody na pladtno i do kamene. JestliZe stavitelé potiebovali nejprve
sestrojit' ndzorny obraz objektu, ktery se mél teprve pozdé&ji realisovat, pak
vytvarnici obracené byli vedeni snahou co nejvérnéji vzbudit obrazem dojem
skuteénosti. V obou piipagech vadé¢im motivem bylo vidéni. Neni tedy divu,
. %e prvé zobrazovaci methody, jejichZz geometrické zékony byly podény

a zevrubné prostudoviny, spodivaly na geometricky zjednoduSeném procesu
vidéni, na principu promitini.

S nékterymi prvky takto pojimané deskriptivni geometrie se setkivdme
pomérné brzy, u staviteld, sochaii a malifi, a to dokonce jesté ve starovéku,
na pf. v Egypfani. Pokusy o zachyceni vyjevi ze Zivota na sténich chramo-
vych staveb, hrobkich, kresby na papyrech, vytesané zmenfené padorysy
a narysy navrhovanych chrimi, mnohem pozdé&jdf naérty a rysy na perga-
menech a pak jiz prvni pokusy o vyklad pravidel promitini a zejména uZiti
nejraznéjiich jednoduchych zobrazovacich method ukazuji zhruba cestu,
jakou se bral vyvoj deskriptivni geometrie. Od pouhé empirie, od zvyklost{
a zkuSenosti, od pozorovéni pfirody pies nejruznéjsi navody, jak postupovat
pfi zobrazovani pfedm&ti, aby se docflilo co nejv&rn&jifch obrazi, pfes po-
mérné jiz dobfe podloZené vyklady o linedrnf perspektivé az do r. 1799, kdy
vyila Qéométrie descriptive francouzského geometra Gasparda Mongea
(1746—1818), kterd znamend poloZeni zdkladi deskriptivni geometrie jako
védy. Jeji rozkvét spadé do druhé poloviny minulého stoleti, kdy se rozvinula
zejména jako nauka o promitacich methoddch.

Ale u% i Mongeovo zobrazeni, pravoihlé promftdnf na dvé k sobé kolmé
primétny, nese v sobd zadrodek obecnéjsich zobrazovactch method.
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Pii stfedovém promitini, jak vime, bod prostoru se zobrazuje do bodu
.pramétny (oviem aZz po umluvs, ktera rozsifuje eukleidovsky prostor o ne-
vlastni body) a tedy prostorovy utvar, ktery uvazujeme jako mnoZinu bodu,
se zobrazi na né&jakou mnoZinu bodu roviny, ktera je — pfi vhodné volbs
stfedu promitani a primétny — nazornym obrazem daného prostorového
utvaru. Na tomto misté je vhodné pfipomenout fotografovani, které v pod-
staté realisuje st¥fedové promitani. Fotografie je ndzorny obraz fotografovaného
objektu. V Mongeové promitini vS8ak bod prostoru se zobrazuje do dvojice
bodu a tedy prostorovy ttvar se zobrazi do dvojice rovinnych utvara (pado-
rys, narys). Nedostdvame jen jeden ndzorny obraz, dostdvime dvojici sdru-
Zenych obrazt prostorového utvaru. Mongeovo promitini je oviem ponékud
komplikovanéjsi neZ prosty geometrisovany pro-
ces vidénf; v podstaté se pouZiva dvojiho pravo-
dhlého promitani (proto ty podateéni obtiZe p¥i
§kolnim vykladu Mongeovy projekce). I kdyZ
tasto Z4dny ze vzniklych sdruZenych obrazi
utvaru neni nazorny, je Mongeovo promitin{
piesto v praxi neobydejné ¢asto uZivano. Umoz-
nuje totiZz velice snadné FeSeni metrickych pros-
torovych tloh; pravé v tom spodival zasadni Obr. 1.
obrat v rozvoji deskriptivni geometrie. ‘

Mongeovo promitani neni zdaleka jediné zobrazeni, v ném? bod prostoru
se zobrazuje do dvojice bodd roviny. V deskriptivni geometrii je celad fada
promitacich method zaloZena na obdobném principu. Kromé toho viak
podnéty z praxe, potieby kartografie, krystalografie, mechaniky a fysiky
daly vznik je$t& obecnéj§im zobrazovacim methoddm, jejichZ zédkladem neni
promitédni, nebo u nichZ promitini ma jen podruZnou ulohu. Ptikladem je
dobie znamé cyklografické promitini (obr. 1), v némZ bod A eukleidovského
prostoru zobrazime jeho pravoihlym primétem A, do pevné zvolené roviny
7 a kruZnicf k£ v roviné z o sttedu 4, a poloméru AA4,. Je-li 4 bodem roviny =z,
pak kruznice se redukuje na bod 4,, je-li bod 4 v kladném (zdporném) polo-
prostoru, jehoZ hraniéni rovinou je z, zvolime na % kladnou (zdpornou) orien-
taci, kterou vyznadujeme Sipkou. KruZnice £ s orientaci se nazyva cykl; znadi-
me jej a. Obrazem bodu 4 je tedy cykl a (se stiedem A4,). O cyklografickém
promitani prostoru na rovinu je jen velmi téZko moZno ¥ci, Ze je nézorné.
Rozhodné je vSak uZite¢né jednak v krystalografii (kde se dasto za polomér
cyklu voli radéji $4A4,), jednak v geometrii p¥i feSeni mnohych rovinnyeh
dloh, jeZ se pomoci cyklografie pfevadéji na prostorové tlohy, které 1ze mnohdy
fedit snadnéji nez puvodni dlohy.

Cyklografické promitini ukazuje uZite¢nost zavedeni obecndjiich zobrazo-
vacich method do deskrlptlvm geometrie neZ jsou jen klasické promitact
methody. Je sice pravda, Ze stéle je§té deskriptivni geometrie, zvlasté elemen-
térni, se zabyvé predeviim témi zobrazovacfmi methodami, jejichZ zakladem
je promitéani, ale je alespoti vhodné uvédomit si, e promitaci methody jsou
jen zvléStnim piipadem obecn&jsich zobrazovacich method, uZivanych v ny-
néjii deskriptivni geometrii, a s nimi nalezi do Sirsfho celku, do theorie zobra-
zeni, kterou se zabyva. matematika.

Uvedeme proto nejprve struéné nékteré ne]zé,kladnéjéi pojmy z theorie
zobrazeni, abychom jich pak mohli uzit p¥i vykladu o zobrazovacich metho-
déich v desknptlvni geometrii.
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2. Zobrazeni

Predeviim si uvddomime, %e geometrické utvary nejsou nic jiného nez jisté
mnoziny prvki. Geometrickymi prvky mohou byt nejen body, ale také na
pt. piimky, roviny, nebo i kruZnice, kuZelosetky, koule, kvadnky a pod.;
pFirozend rovné% dvojice bodii nebo dvojice p¥imek atd. mize byt geometric-
kym prvkem.

Mnozinové hledisko nés vede k tomu, za vychodisko vzit zakladni pojmy
zobrazeni, uZivané v theorii mnozin.

A X B
B N G ——
N R ' i
\\Il// \ \/ i i
L P 0 c A X8 D
al b) i
Obr. 2 Obr. 3
p
X
A
Q
Obr. 4. Obr. 5.

Necht M a M’ jsou dvé dané mno¥iny. Rikdme, %e je ddno zobrazent mnofiny M
do mnofiny M’, jestliZe kazdému proku z « M je pr'i'Fazen pravé jeden proek x’ e M'.

Kazdy prvek z ¢ M nazyvéme vzorem; prvkim z’ ¢ M’, prirazenym prvkim
z € M, fikdme obrazy. Tedy v daném zobrazeni x je vzorem prvku z’ a obracené
z' je obrazem prvku z.

Zobrazeni obvykle znaéime f; podrobnép pifeme 2’ = f(z). Znadkou f
vyjadfujeme, Ze zobrazeni je jisté zobecnéni zndmého pojmu funkce. Velmi
dasto misto zobrazeni ¥ikdme operace, pFibuznost, transformace nebo i korespon-
. dence. Je-li dand korespondence &, pak okolnost, %e 2’ je v korespondenci £
obrazem prvku z, zapisujeme nékdy prosté znakou z’ = K.

P¥iklad 1. Je déno p&t vziajemnd raznych bodu 4, B, C, P Q (obr. 2). MnoZina M je
tvorena body A4, B, C, tedy M = {4, B, C}; mno¥ina M’ body P, Q, tedy M’ = (P, Q}.

Body P, Q muieme phi-adlt bodim A4, B C celkem osmi zpusoby, existuje tedy celkem
osm zobrazeni mno#iny M do mnoZiny M (z nichZ dv& jsou vyznadeny na obr. 2).

P¥iklad 2. Necht jsou dény dv® rovnobd¥né tsedky AB < CD se spoleénou osou’
soumdrnosti (obr. 3). Zobrazeni uselky AB do tsetky CD defmu]eme tak, ¥e bodu X
vsedky AB phiadime jeho pravouhly prumét X’ na useku CD. :

P¥iklad 8. Necht j jo ddna p¥imka p kolmé k rovin® g. Patu kolmice oznadme P. Ka#dé-
mu bodu X ep ptifadime jeho pravothly pr&mét do roviny g, t. j. bod P. Tim je ddno
zobrazeni pfimky p do roviny g (obr. 4).

Pfiklad 4. Necht v p: hgzktwmm prostoru je déno promitém svym stfedem S a pru-
métnou n (kterd neprochézf bodem S). Promitdnim boda A roviny g, kterd neprochézi
ati‘edem S, do bodu A’ rovmy n je ddno zobrazeni roviny p do prim&tny = (obr. 5). ‘
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Poznamenejme, Ze pro lepsi ndzornost jsme uvedli jen takové pi'fklady, kde
jak prvky mnoziny M, tak i prvky mnoiiny'M' byly body. Velmi jednoduchy
ptiklad zobrazeni mnoziny M do mnoZiny M’, kde prvky obou mnoZin nejsou
geometrické itvary téhoz druhu, dostaneme z pﬁkl&du 3 (obr. 4). Na pifmce p
za prvky zvolime pifmky a rovinu ¢ poklédejme jako dif:

Sestrojeni p pruseéiku P piimky p s rovinou 0 je zobrazenjm ]edlného prvku
piimky p do roviny .

Jestlize prvek x probih4 celou mnozinu M, mohou na.sta,t pré.vé dva ptipady:
bud z’ soutasné probéhne celou mnoZinu M’ nebo z’ prob&hne jen &ast N’
mnoziny M’ (pfesnéji fedeno pravou ¢ast N’ mnoZiny M’), kde N’ C M'.

Nastane-li prvy piipad, mluvime o zobrazeni mnofiny M na mnofinu M'.
V druhém piipadé fikéme jako dosud; Ze M je zobrazeno do M'.

Hned je patrno, Ze plati jednoduché tvrzenf. Existuje-li zobrazenf f mmnoZi-
ny M do mnoZiny M’, pak vidy existuje N’ C M’ tak, Ze f je zobra.zeni M
na N'.

Zavedené pojmy zobrazeni do (mnoZiny M’) a na (mnoZinu M’) si ozfejmime
na nasich piikladech. V 1a) pifkladu je definovdano zobrazeni mnoZiny M =
= {4, B, C} do mnoZiny M’ = {P, @}; z definice (obr. 2a) je zfejmé, Ze je to
soudasné zobrazenf M na mnozinu N’ = {P}. V 1b) pifkladu dané zobrazeni M
do M’ je soudasné zobrazenim M na M’'. V 2) pi{klad®é je ddno zobrazeni dse¢-
ky AB do usetky CD; je to také zobrazeni usetky AB na uselku A'B’ (M =
= AB, M'=CD, N' = A'B’).V 3) piikladu je déno zobrazeni pHmky p do
roviny g; je to souéa,sné zobrazenf pfimky pnabod P (M = p, M’ = o, N'=P).
Koneéné ve 4) piikladé je ddno zobrazeni roviny ¢ do roviny =, které je sou-
dasné zobrazenim roviny o na rovinu & (M=o, N'=M'=n)._

Pti definici zobrazeni M do M’ bylo jen predepséno, Ze ka¥dému prvku
x € M je piifazen néjaky prvek z’ ¢ M'. Jind podminka pro zobrazeni nebyla
poloiena. Jestlize pro zobrazenf ptipojime dodateénou podminku, aby raz-
nym prvkum z M odpovidaly opét rizné prvky v M’, pak takové zobrazeni
nazyvame prosté. Podrobnéji fedeno, proste zobrazen{ definujeme takto: Nech? f
je zobrazent M do M'. Zobrazent | se naziyjvd prosté, jestliZe pro reM,yeM plati

z + y=f(x) + f(y)-

V piikladu 1a) definované zobrazeni neni prosté, nebot na p¥. atkoli 4 = B, jest j(4) =
= f(B) = P. Ani zobrazeni v 1b) neni prosté, nebot rtiznym bodim B 5= c je prifazen
tyZ bod @ mnoZiny M’. Zobrazeni tsefky A B do tsetky CD v 2. ptikladu je viak prosté,
nebot, jak je znémo z promiténi, z podminky X .4 Y (Xe¢AB, Ye AB) plyne X’ 4 Y’
(X’ = }(X), Y’ = f{(Y)). V 3. piikladu zobrazeni pfimky p do roviny ¢ neni prosté nebot
jsou-li X a Y jakékoli dva riizné body ptimky p, vidy jim je danym zobrazenim pfifazen
jediny bod P (X % Y => f(X) = f(Y) = P; Xep, Yep). Koneén$ promiténi roviny ¢
z bodu 8 na rovinu =z je prosté zobrazeni nebot rizné body roviny g se promitaji do raz-
nych bodu roviny z.

Zduraznéme, neni-li zobrazen{ prosté, pak existuji v M’ takové prvky
Ze jsou obrazy vice prvka z M; viechny tyto' jsou vzory zvoleného z’ e M.
Podle toho jiz snadno -mieme rozhod.nout. zda dané zobrazeni je & nenf
prosté. JestliZe existuje v M’ obraz z’, k némuz néle{ vice vzori, zobrazeni
neni prosté.

V ptikladu la) k obrazu P existuji vzory 4, B, C; v pﬂkla.du 1b) k obrazu @ existuji
vzory B, C; ve 3. ptikladu’k obrazu P existuje dokonce nekone¥nd mnoho vzorit (viechny
body pi'imky p). Pfed tim jsme skuteénd zjistili, e 24dné z t&chto zobrazeni neni prosté.

Predpoklédejme, %e je ddno prosté zobrazeni f mno%iny M do mnoZiny M’.
Jak vime, vidy existuje N’ C M’ tak, Ze f je zobrazenfm M na N’. Zvolime
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x’ € N’. Podle definice prostého zobrazen{ existuje pravé jeden prvek = ¢ M tak,
%e f(x) = «’. To vSak znamen4, %e kazdému prvku 2’ ¢ N’ je pfitazen privé
jeden prvek z ¢ M. Dostdvame tim zobrazenf{ mnoZiny N’ na mnoZinu M. Je
hned zfejmé, %e je to prosté zobrazeni N’ na M, nebot jestlize ' = f(z), y’' =
= f(y), nemiiZe nikdy platit — jak plyne z definice zobrazeni — ' + y' =
= z = y (obr. 6). Tomuto novému zobrazeni ¥{kame tnversn{ zobrazeni k zobra-
zen{ f (mnoZiny M na N’) a obvykle zna¢ime /-1, aby se vyznadila zdvislost na
zobrazeni f; je tedy x = f-1(x’). JestliZze dané prosté zobrazeni M na N’ ozna-
¢ime ]ako korespondencl R pak inversni zobrazeni znatime 81, a tedy pro
prvek z piifazeny prvku z piéeme z = f'.

Vzhledem k tomu, %e prosté zobrazeni mnoZiny M na mnoZinu M’ vede

k inversnimu zobrazeni M’ na M, p¥i ¢emZ ob& zobrazeni jsou jednoznaénd
(kaZdému z e M odpovidé pravé jeden prvek z' ¢ M’ a obracené kaZdému

Obr. 6. Obr. 7.

z' ¢ M’ odpovida pravé jeden prvek z ¢ M), dasto misto o prostém zobrazen{ M
na M’ mluvime o vzdjemné jednoznaéném zobrazent nebo také o 7ednoyednoznaé’
ném zobrazeni M na M’ (a tedy také M’ na M). Struéné fikdme, Ze M a M’ jsou
na sebe zobrazeny jednojednoznadné.

Zobrazeni v ptikladech 1 a 3 nejsou prosté, proto jsou jednoznaéné jen v jednom sm¥ru.
V piiklad® 2 zobrazeni useSky AB do tsetky CD je prosté; proto existuje mno¥ina M’ C
C CD (v naSem piikladu M’ = A’B’) tak, %e zobrazen{ isetky AB a mnofiny M’ je vzh-
jernng jednoznaéné. Podobng ve 4. pi‘lkladu roviny g & 7 jsou uZitim promiténi ze stredu S
zobrazeny na sebe vzéjemnd jednoznaéns. .

Konedné alespoil pozndmkou se je§té zminime o skldddné zobrazent. N echﬁ je
déno zobrazeni f mnoZiny M na M’ a zobrazeni ¢ mnozZiny M’ na M”. Pak kaz-
dému z ¢ M je pfifazen pravé jeden prvek z’ ¢ M’ uZitim zobrazeni f a prvku
z' ¢ M’ uzitim g opét praveé jeden prvek z” ¢ M”. Tedy prvku z ¢ M je prostied-
nictvim zobrazeni f a g pfifazen pravé jeden prvek z” ¢ M”. Tim je definovéno
zobrazeni M na M”; oznadme je h. Rikédme, Ze zobrazeni k vzniklo sloZenim
zobrazeni f a g (v tomto poradku). Protoze = f(x), 2" = g(x') = g(f(z))
a z” = h(x), jest h(z) = g(f(x)).

Casto je vyhodn&jif misto o zobrazeni mluvit o korespondenci. Je-li &, (&,)
prvé (druhd) korespondence zobrazujicf M na M’ (M’ na M”) a jestliZe vysledns
korespondence vznikla sloZzenim obou danych korespondencf je & (zobrazujici
M na M’), pak z' = 8z, 2" = K,2' = K,(K,2) = K, &z, 2" = K. Odtud
je ziejmsé, Ze pro vyslednou korespondenci &, vzniklou sloZenfm korespondenci
£, K, v tomto pofadku, mizeme psit symbolicky £ = K,8,.

Pripomenutych zikladnich pojmi uZijeme nyn{ ph studiu zobrazenf v des-
kriptivni geometrii.
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3. Line&rni zobrazeni .

Nejprve si s naSeho hlediska zéklada theorie zobrazeni vimneme nejdileZi-
t&jstho zobrazeni deskriptivni geometrie, stfedového promitani, které ve své
podstaté jen geometricky popisuje proces vidéni jednim okem a je tedy pomé&rng
dost nazorné. Pro jednoduchost geometrisaci uvedeme nejprve v projektivnim
prostoru P. Pfedpokladame, %e v P je dana base [S, =] stfedového promitini,
t. j. pevny bod S, stfed promitani, a pevné rovina n, primétna, kterd neni
incidentnf s S (obr. 7). Stiedovym promitdnim o basi [S, =] v prostoru P
rozumime zobrazeni, které je dino sledem dvou geometrickych operaci v tomto
pofadi 1) promitdnim bodu 4 € P (4 + S) z bodu 8, t. j. sestrojenim promitact
pfimky bodu 4, 2) protinanim promitaci piimky A8 s praimé&tnou =, t. j. sestro-
jenim pramétu A’ bodu A. ProtoZe obé pouZité operace jsou linedrni, poditdme
stfedové promitani mezi linedrni zobrazent.

Jestlize za prvky prostoru P a primétny = vezmeme body, pak sttedové
promitén{ o basi [S, =] definuje v P zobrazeni mnoziny M = P — § na mnoZinu
M’ = 7, v n8m?% bodu 4 ¢ M je pfifazen jeho primét A’ e x; nenf to viak, jak
snadno nahlédneme, prosté zobrazeni. Podobns, je-li N libovolny geometricky
utvar leZici v P a neprochézejici S, pak uvaZujeme-li jej jako bodovou mno-
zinu N € M, stfedové promitini v P zobrazuje N do M’ = =.

Porznamene]me, %e podle na¥f definice zobrazeni musfme vidy stl‘ed promi-
tani S ze zobrazeni vyloudit. leame, Ze S je singuldrnim bodem st¥edového
promiténi. Pro néj totiZz prvni z.geometrickych operaci definujicich sttedové
promitén{ nenf jednoznaéné; mé dokonce nekoneéné mnoho fefeni. Jestlize
tedy na pf. mluvime o tom, Ze primé&tem promitacf pfimky je bod, pak je to
jen strudné réeni pro tvrzeni, Ze primétem promitaci piimky, z niZ je vynat
stted promitani, je bod.

P¥i praktickém uZiti oviem misto v projektivnim prostoru P pracujeme
v eukleidovském prostoru. V ném dostdvame dva druhy promiténi 1) stfedové
promitdnt (centrilni projekci), 2) rovnobéiné promitdni{ (paralelni projekei),
které jesté s metrického hlediska délime na a) pravoihlé promiténi (orthogonalnf
projekei) a b) kosoihlé promitint (klinogonalni projekei).

~ Jestlize, jako obyéejné, za prvky eukleidovského prostoru i primétny.
- vezmeme body, pak se snadno zjisti, Ze rovnob&Zné promiténi je zobrazeni
(které oviem neni prosté) prostoru na rovinu; rovnéz st¥édové promitan{ je
- zobrazen{ prostoru, z ného? je viak vyiiata st¥edové rovina ¢ (t. j. rovina rovno-
b&Znéd s primétnou a prochézejici stfedem promitédnf), na primétnu. Pro
" %4dny bod 4 (A + S) stiedové roviny totiZz druhé z operaci, z nichZ je sloZeno
sttedové promitédni, nem4 FeSeni. St¥edova rovina je proto pti stfedovém promi-
téni v eukleidovském prostoru singuldrni. Promitdme-li tedy v eukleidovském
prostoru p¥i sttedovém promitani o basi [8, ] hbovolhy geometricky ttvar,
pak z promitani musime vyloudit viechny body, které mé dany ttvar spoleéné

_ se stfedovou rovinou o.

- Singularitu stfedové roviny (nikoli vSak singularitu stfedu promitani)
muZeme odstranit roz§ifenfm eukleidovského prostoru o nevlastni body.
V roziffeném eukleidovském prostoru volime basi stfedového promftani
[8, ] tak, aby jeji elementy 8, = byly vlastni. Jestlize nyni za prvky rozifre-
ného eukleidovského prostoru a primétny vezmeme jak jejich vlastni tak i ne-
vlastni body, pak stfedové promiténi je zobrazenim rozéﬁ'eného prostoru,
z néhoZ je vynat stfed promitanf, na prumétnu
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Pro praktické tdely je vhodné zvySit nézornost st¥edového promiténi
(v rozéffeném eukleidovském prostoru). Stadf kromé jiZz uZitych prvkua procesu
vidéni vzit v Gvahu jedt& nskteré fysmloglcke podminky, které pti skutedném
vidén{ jednim okem omezuji schopnost sitnice oka vnimat obraz objektu.
Ptedeviim distance (vzdalenost S od x) musi byt véti{ neZ je nejmensf zrakova
vzdélenost, kterd je asi 21—24 cm (aby vibec oko mohlo vnimat primét).
Déle zobrazovany ttvar musi lefet v zorném poli, to znamens, musi leZet
uvynit¥ rotaéntho kuZelového poloprostoru protinajictho primétnu a o vreholu
Ve gtfedu promiténi, o ose v hlavni promitac{ ptimce (jdouci stfedem proinftini
kolmo k prﬁmétné) a o vrcholovém tihlu asi 40°—50° (protoze klidné se divajfci
oko pozoruje jen Gtvary leZici v tomto kuZelovém poloprostoru).

I kdyZ vypracovani zobrazovacich method k ziskdni obrazii — zejména
nazornych — z daného vzoru je dileZitym tdkolem deskriptivni geometrie,
pi'esto ]e]im hlavnim tdkolem je ziskat zobrazovaci methody, které by umoznily
z daného obrazu pretist potfebné geometncké tdae o
vzoru. Nékteré vlastnosti vzoru je oviem mozZno uvést
jiz z jeho jediného pramétu — z monoprojekee. Otézky
stim spojené nejsou viak jedté zcela uspokojivé vyfeSeny.

Promitani samo o sobd nemuze stadit K Yedeni zéklad-

- niho tkolu deskriptivni geometrie; promitani neni totiz

vzéjemnd jednoznadné zobrazeni. Abychom mohli udat

viechny potiebné geometrické vlastnosti prostorového

dtvaru z jeho obrazu v roving, musime nutnd u¥ft pros-

tého zobrazeni. Uvedeme j jenom nékters ne]dulezltéjéi prosté zobrazen{ spojené
s promitanim,

Nejjednodu¥{ prosté zobrazeni prostoru na rovinu dostaneme, jestlize
k primétu 4’ bodu A pripojime jeho orientovanou vzdélenost od pramétny,
t. zv. kétu bodu 4. Primétna je hrani¢nf rovinou pro dva poloprostory, z nich%
jeden oznalime za kladny, druhy za zdporny. Kétou rozumime vzdélenost
bodu od pramétny, opatfenou znaménkem poloprostoru, v ném# dany bod
lezf; bod v priimétné mé oviem nulovou kétu. Kétu ptipisujeme k oznadeni
pramétu; je-li dany bod 4, jeho kéta z,, primét A’, pak A’(z,) nazyvame kdto-

vany pramét bodu A. Piirozend, promitini miZe byt bud stfedové (pak ovem ..

musime z prostoru vyjmout stfedovou rovinu) nebo rovnobézné. Nejéastdji
je utito pravoiihlého promitén{ (obr. 8); zobrazeni se pak prosté nazyvé kdto-.
vané promitdng. V. nékterych technickych oborech se ho velmi dasto uZivé.
Jeho vyhodou je, Ze za zéklad mé jen jedno pravoihlé promiténi, které po
technické strance lze velmi snadno ovladnout, a tedy pfi jeho uZiti nevznikajf
celkem #4dné obtiZe. Neni vSak charakteristickou methodou deskriptivni
geometrie, nebof s hlediska zobrazeni k6tované promiténi je prosté zobrazeni
eukleidovského prostoru, jehoZ prvky jsou body, na mnozinu, jejiz prvky jsou -
uspofadané dvojice elementli: prvnim elementem je bod primétny (eukleidov-
ské roviny), druhym elementem je realné &fslo. Schematmky muZeme psit
Az (4',2,).

Obrazem bodu prostoru je tedy utvar, ktery nemé tak zeela. ryze geometncky
charakter, nebot obraz je sloZen z bodu a &fsla.

Zékladnim principem jiné, mnohem dile¥it&jii sknpmy prostych zobrazenf
prostoru do roviny je ufit{ dvojfho promiténi. Aby lépe vynikly spoledné vlast-
nosti celé skupiny téchto zobrazen, budeme nejprve pl‘edpok]édat ¥e zobra-
zujeme projektivni prostor P.

-
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.V P zvolime dv& riizné sttedové, promitani, t. j. dv® base 1S, ln] a [38, 3n),
pti dem? udinime zatim jediny predpoklad, Ze 1S #+ 2§ (protoZe v opadném
ptipad® bychom vlastné promitali opét jen z jediného stfedu promiténf).
Promitaci pfimku bodu 4 v promiténi o prvé (druhé) basi oznaéime a{?a);
priméty bodu 4 oznaéime A'(4") (obr. 9).

Z definice stfedového promitani bezprostfednd sledu;|e e ka.itiému bodu 4
(+ 18, 28) prostoru P pfi zvolené dvoji basi miteme jako obraz prifadit,
dv0]101 jeho praméta A’, A” (kde A’ € 1n, A" € 7). Je tedy st¥edové pl'omitini
v P (o basich [18, x], [“‘S 27], 18 + 2S) zobrazeni mnoZiny M = P — 18 — 2§,
jejimiz prvky jsou body 4, do mnoZiny M’ = 1z U 3z, jejimiZ prvky jsou uspo-
fadané dvojice (4', A”) bodtt 4’, A", kde A’ € 'n, A" € 2.

Obr. 9. Obr. 10.

MnoZinu M’ jsme zavedli prozatim jen pro prvou hrubou informaci. -
Obraz (4’, A”) bodu A vyhovuje toti¥ jisté nutné podmince, tak¥e mno¥ina M*
viech obrazii bodi mnoZiny M je pravou 6é,sti mneZiny M’. MnoZinu M*’
najdeme snadno takto:

Podle umluveného oznadeni prumét stfedu 2S v basi [19, Ix] je 2S’, podobné
prumét st¥edu 1S v basi [2S, 2x] je 1S”. Prumétim 2S'-1S” ¥fkdme uzlové body
praméten 1z, 2z,

Jestlize A (+ 18, 28) leZi na pHmce s = 1828 (t. zv.»pﬂmce stfeds promiténi),
pak A’ =28, A" = 18". V kazdém ]mém piipad® body '8, 28, 4 urdujf privé
jednu dvoymisob promitact rovinu « riznou od priméten ln, ix, a rovina o pro-
tind je tedy v pfimkéch %’ = (x . 'z) a.'a” = (« . ?x), z nich¥ prvé %’ (drubd
1g") je pramétem promita.ci pl'imky g (‘a) bodu A v prvé (druhé) basi. P¥itom
2q’ (1a") prochézi prvym (druhym) uzlovym: bodem 8’ (18”) a bod A’ (4”)
le#i na %a’ (1a”) a je rzny od 8’ (18”). P¥imkéim 2a’, 1a” i{kéme odpovidajic si
uzlové pfimky (prvé a druhd uzlovd p¥mka). Z konstrukoe ‘uzlovych pimek
je patrno, Ze odpovidajicf si uzlové pfimky.a plimka stfedii urduji prévé jednu
rovinu («). Tfm jsme viak také nasli mnozinu M*' C M’ obrazt (4’; A”) bodi 4
mnotiny M = P — 1§ — 28, Plat{ tedy:

Dvo;|i stfedové promiténi v P o basfch [18, x], [38, *x], 8 + 28, je zobrazeni
mnozmy M =P — 1§ — 2§, jejimiZ prvky jsou body 4, na mnoZiiu M* =

= 1z U 2a, jejimiZ prvky jsou uspofadané dvojice (4’, A”-) bodt A’, 4", kde
bud 4’y A") = (3S’, 18") nebo A’ (4") je bodem prvé (druhé) uzlové piimky 3a’
(*a”) dvojice odpovidajicich si uzlovych pfimek. . .
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ProtoZe prvek (2S’,18”) je obrazem kaZdého bodu (& 1S, 2S) piimky stie-
du s, neni nalezené zobrazenf prostym zobrazenim M na M’*. Zfejmé viak stadf
z M vyloudit pfimku s, abychom dostali prosté zobrazeni. Tedy jako vysledek
najdeme: v

V projektivnim prostoru P dvoji stfedové promitdni o bastch 1S, 1x], [28, 2x],
18 + 28, je prosté zobrazent mnofiny N = P — s, jejimiZ proky jsou body A,
na mnofinu N’ =1x U 2z — 18" — 28', jejimit proky jsou uspofddané dvojice
(A’, A") bodi A', A", kde A’ (A") je bod (rizny od wuzlu) prvé (druhé) uzlové
pFimky dvojice odpovidajicich si uzlovijch pFimek. . :

A
’svs” x2x
Obr. 11.

Piimka s stfedu promfitin{ je v nafem dvojim stfedovém promitén{
singuldrni pifmkou prostoru P. Pro jeji body 1S, 2S neexistuje toti% obraz;
‘pro ostatni body pfimky s sice existuje obraz, ktery je viak pro viechny spo-
le¢ny, a tedy pro né je narufena vzéjemna jednoznaénost zobrazeni.

Ptihlédneme-li k vzdjemné poloze priméten a uzll, mohou nastat jen t¥i
pfipady. a) Ob& primétny i uzly jsou rizné (obr. 9), b) ob& primétny jsou
razné, uzly splyvaji (ebr. 10), c¢) ob& primétny (i uzly) splyvaji (obr. 11).
V piipadech a), b) odpovidajici si uzlové pi{mky se protfnaji na priisednici
% praméten, v pipadé c) odpovidajicf si uzlové pHmky splyvaj.

Dvoji promiténi v P vede sice k prostému zobrazeni, ale jen ve specidlnim
" pHpadé c¢) vyhovuje zdkladnimu poZadavku, aby prostor byl zobrazen na
rovinu. Abychom oba priméty 4’, A” bodu 4 p¥evedli do téZe roviny, promit-
neme roviny !z, 2z z libovolného dalitho stfedu promiténi do nové primétny,
oviem tak, aby roviny 'z, 3z se nepromitaly do p¥imek. Zvolime tedy novou
basi [8, 7] tak, aby 8 neleel v rovinich 1z, 2x. Obrazy bodd roviny iz (x)
v primétné z oznatime indexem 1 (2) misto difv&jifho indexu &irky (dvou
tarek). -

Pfi novém promiténi uzly 28’, 1S” priméten 1z, 2z se promitnou do uzlovych
bodi 28}, 18, roviny =z, uzlové pfimky %a’, a” do uzlovych p¥imek %a,,'a, a body
A’, A" do bodi 4,, 4, (obr. 12). - »
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Promitani o basi [S, »] definuje prosté zobrazeni mnoZiny N = 1z U 2x,
jejimiZ prvky jsou uspofddané dvojice (4', 4”) boddt 4’ € 'z, A" € *x, na mno-
#inu z, jejimiZ prvky jsou uspofddané dvojice (4,, 4,) bodd A4,, 4, roviny .
Je tedy také prostym zobrazenim kaZdé pravé ¢asti mnoZiny dvojic (4’, A”)
na jistou pravou &ast mnoziny = dvojic (4,, 4,). ProtoZe skladénim prostych
zobrazeni dostaneme opét prosté zobrazeni, miZeme jako vysledek vyslovit
tvrzenf:

Necht v projektivntm prostoru P je ddno troji promitdnt o basich [1S, 1z},
[28,2x), [S,xn], (*8 + 2S;Snone'n U 2n). Zobrazent definované operacems
v tomto pofadi 1) dvojim promitcmim o basich 'S, 1x), [28, 2x), 2) promitdnim
rovin m, 2x v promitint o basi (S, n] je prosté zobrazent mnoZiny N = P — s,
jejimiZ proky jsou body A, na mnoZinu N* = m — 18, — *8,, jejimiZ proky jsou
uspofadane dvojice (4,, A,) boda A,, A, roviny m, kde A, (4,) je bod, rizny od
uzli roviny m, leéict na prvé (druhé) uzlové pFimce dvoywe odpovidaﬂcich 8t.uzlo-
vych pFimek roviny =.

Jestlize pfedpoklddédme, %e dvojf promitini o basich ['S, ], [28, 2] vedlo
k ptipadu a), t. j. k ptipadu, kdy primétny i uzly byly razné, pak uzlové body
pramétny z (které nemusf byt nutnd rizné) neleZf na prumétu u,,; prisednice
u = % . *n a odpovidajicf si uzlové pimky primétny n majf spoleény bod na
%,,5, ale samy nemusi byt nutné razné (obr. 12).

Jestlize 7 = 2x, pak zfejmé nezileZi na volb& base [S, »] a miZeme tedy
vidy pfedpoklé,da.t, Ze n = 'n = 2n a %e bod § je zvolen zcela libovolng.

Sestrojené prosté zobrazeni prostoru na rovinu v podstaté ddvd dva obrazy
A,, A, priméti A’, A" bodu A4 prostoru, proto se nazyvé dvojobrazové zobrazens.
Basim [18, 1n], [28, 2n] ¥ikdme pomocné base, sttedim 18, 28 pomocné stfedy,
pramétndm 1z, 2w pomocné pramétny, stfedu S hlavni stfed a pramétnd =
hlavni pramétna nebo ndkresna. Bod A4, (4,) se nazyvé prvg (druky) obraz
bodu 4, dvo]lce (4, 4,) dvojice sdmzenych obrazi bodu A; podobnd odpovida-
jicim si uzlovym piimkdm v nakresné dasto Hkime sdrusené uzlové pfimky.
Jsou-li pomocné primétny rizné, pak primétu jejich praseénice ¥kdme zd-
kladnice.

Pro lep&i pfehled vyslovime alespoii pro piipad a) (kdy pramdtny i uzly
jsou rézné; obr. 9 a obr. 12) nutnou i postatujici podminku pro sdrufené
obrazy A4,, A bodu 4 prostoru P (z néhoz je vyiata p¥{mka stfedu s) uZitim
pra.vé zavedenych pojmu.

V dvojobrazovém zobrazent, v ném£ pomocné priméiny 1 jejich uzly jsou mzzné
sdruené obrazy A,, A, bodu A (nelezictho na pFimce s stfedi) le#t na sdruZenyjch
uzlovych pfimkdch a jsou rizné od uzli. SdruZené uzlové pFimky majt spoleény

bod na zdkladnics.
(Dokonéeni.)

.
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