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DYNAMICKE SYSTEMY
S REGULARNI PRAVOU STRANOU I*)

Jiitf GREGOR
(Katedra matematiky a deskr. geom. el. fak. CVUT)

Cldnek se zabyvd dynamickymi systémy v roving, jejiché pravd strana v komplex-
nim zdpisu je reguldrni funkct proménné = + iy. To je véc, na kterou kdysi wpo-
zornil N. P. Jerugin a o které se recensenti uéebnice I. M. Matvejeva (viz Uspechi
matématibeskich nauk, sv. XI1,8. 3 (75), str. 279 —283, 1957, ubebnice je v Sldnku
citovdna) vyslovujt celkem pohrdavé.

v . Ukazuje se véak, %e véc je velmi zajimavd. To je patrné napf. odtud: jsou-li
periodickd Fedent, pak vytvdFeji stied, nade¥ jejich existence nikdy neni narufena
8leny vysstho Fddu.

V 8ldnku jsou ddle zkoumdny, celkem obecné, dynamické systémy, jejich pravé
strany maji ndsobné nuly nebo pdly. Mdlo pract se dosud zabyvalo poné&kud obec-
néj§t tFdou takovychto systémi, a 2ddnd nedasahuje tak uplnych vysledkd.

Lze olekdvat, %e tento Eldnek bude vychodiskem daldich pract.

0. Hdjek
I .
UvaZujme soustavu dvou diferencidlnich rovnic
P L A a
- = x, — = v, »
x ey g y )

Jjejich¥ pravé strany jsou v oblasti D;spoji't)’rmi funkcemi proménnych z y a se 8poji-
tymi prvnimi parcidlnimi derivacemi, které spliiuji vztahy
ou o ou ov

— = 0, — =+ —=0. ' 2
ox ‘,3y$i oy 3:1:$ )

. L]
H. II. Epyrun poukézal na to!), ¥e rovnice (1) jsou pti splnén{ podminek (2) ekvivalentn{
8 rovnici o .

d= _ 0 o 3
? -—f(Z), f(z) $ ’ ) . . ( )

kde f(z) je komplexni funkei prom&nné z, regulérni v oblasti D, ¢ je redlny parametr.

Pojem reSeni a trajektorie rovnice (3) budeme pouZivat v obvyklém slova smyslu.
Jestlize v jednoduSe souvislé oblasti G C D je stéle f(z) + 0, pak existuje funkce F(z)

1 o A
regularni v G takové, Ze F'(z) = /—(—)— ReSenfm rovnice (3) je pak funkce z(t), pro kterou

plati: je-li z(t) € G pro [t — 4| < 4, pak F[2(t)] —&'[2(%)] == ¢t. — t,. Trajektorif rovnjce (3)
je pak libovolnd kiivka z = 2(t), kterd spliiuje rovnici F(z) = ¢t + C, kde C je komplexni
éslo. Y : .

Bod z,, pro ktery jest f(z)) = 0, nazveme kritickym bodem diferencidlni rovnice (3),
bod z,, ktery je isolovanym singuldrnim bodem funkce f(z), nazveme singulérnim bodem
diferencidln{ rovnice (3). Nen{ na tjmu obecnosti, polo¥fme-li z, = 0. Je-li f(z) = 0, pak
vidy existuje okoli D bodu z, takové, Ze f(z) je reguldrni véude na {D — (z,)} & nem4 tam

*) Podnétem k tomuto &lénku byly ndkteré otdzky trajektorii jednoparametrickych soustav
&ar a jejich obélek, kterymi se zabyval seminét prof. dr. Zd. Pirka v 16t8 1957. J. G

1) H.II. Epyrun, Zamedanije ob intégrirovaniji sistémy dvuch uravnénij v kondénom vidé, Prikl.
mat. i mech., sv. XIV, 1950, str. 315. i )
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kofeny. V dal§im se omezime na vySetfeni trajektorii v D. Orientace téchto trajektorif
je déna piisluSnou parametrisaci, t. j. feSenim diferencidlni rovnice.

VySetifme nejprve zvléstni ptipad rovnice (3)

a d .
) th =uaz, o F 0, komplexni. R (4)
Integraci dostaneme In z = ot + C,, a dédle
z=Cer, kde C = e%. (5)
Rex >0 Reax <0
7/
Obr. 1.
Ima >0 : Ima <0

() aN
N N

RozliSme nyn{ tyto };i"ipady:

1) « — & = 0, (x redlné):

Trajektoriemi jsou vSechny poloprit*y ,sprochézejici* poéétkem Jejich orientace
je déna znaménkem redlného éisla « a je patrna z obr. 1.
2) « + & = 0, (x ryze imagindrnf):

Snadno se presvédéime, %e trajektoriemi jsou soustiedné kruZnice. Jejich orientace
je dédna znaménkem éisla Imx a je patrna z obr. 2.
3)a —x F+ 0,0 + « % O:

Nésobime-li rovnici (5) rovnicf s nf ekvivalentnf z = C e3¢ dostaneme (po prechodu

t

k poldrnim soufadnicim (g, ?) a odmocnéni) rovnici tvaru ¢ = 4 e?m‘ , coZ je rovnice
soustavy logaritmickych spirdl; homothetickych vzhledem k bodu (0). Jejich tvar a orien-
tace je déna znaménky &isel Rewx, Ima, jak je vidét na obr. 3.
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Nazveme nyn{ kriticky bod z, = 0 rovnice (3) dikritickym uzlem, stfedem, ohniskem,
je-li prbsh trajektorii rovnice (3) v okoli D ,,podobny‘* uvedenym piipadim 1) — 3).
Presndji:

Detinice 1. Necht f(0) = 0. Pak poddtek nazveme dikritickym uzlem trajektorit rovnice (3),
jestlite ke katdému bodu z; = €' (— ©n < @ =< w) jednotkové kruZnice existuje fedent z(t)

/a posloupnost {z(t,)} — 0 tak, e lim ll;l[:z((t:ﬁl 2,
Ima <0 ' Ima > 0
Rea >0 Rea >0

o //}

Ima >0 ‘ Ima <0
Rea <0 Rea < 0

~ /ﬁ

\ 0%

1N

. Obr. 3.

Definice 2. Necht f(0) = 0. Pak poédtek nazveme stredem trakjektorit rovnice (3), Jeathite
existuje okolt D, pobdtku tak, 2¢ D, C D a katdym bodem D, prochdzt uzaviend trajektorie,
majict pobdtek uvnitr,

Detinice 8. Necht f(0) = 0. Pak poldtek nazveme ohniskem trajektorit rovnice (3), jestlie
pro kaZdé fedent z(t) a libovolny bod z; = e’ (— n < ¢ < ) existujt posloupnosti {z(t,)} - 0
fl2(t,)] N :

= 2.
[z (t,)]l

Uvedeme jestdé definici vyjimetného sméru diferencidlni rovnice (3), kterou budeme

potiebovat pozdéji.

takové, Ze lim
\

Detinice 4. Necht {z,(t)} je libovolnd posloupnost fedeni dzfere‘nmdlwi rovnice (3) a {z;(t,)}
je libovolnd posloupnost bods: na téchto Fedenich. Lze-li z n vybrat takovou posloupnost bodw
{z,(tn,)} = 0, aby

lzr(tn )l fl2x,(tn))]
2k(tn,) {2k (tn))]]

= +1,
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nazyvame katdy smér, uréeny radiusvektorem mnékterého hromadného bodu posloupnosts

z .
{-M} vyjjimednym smérem diferencidlni rovnice (3).
[2k,(tn )|
Geometrickd interpretace: Posloupnost tvaru {I d %} 7. definice 4. lze uvést v sou-
2 i

vislost s posloupnosti thli radiusvektortt boda z; ({z;} — 0) s piisluSnym vektorem sméro-
vého pole, charakterisovaného rovnicf (3). Je-li limita této posloupnosti rovna 4+ 1, pak
posloupnost téchto ihli je nulové nebo konverguje k =. Udévé-li tedy bod e? vyjimeény
smér a ,,prochézi-li‘ trajektorie poddtkem, pak polopiimka urdend podétkem a vyjimed-
nym smérem je jeji (neorientovanou) tetnou.

V této souvislosti uvedeme je§té vétu, kterd bude mit v dal¥im pomocny charakter.

Véta 1. Je-li v diferencidlni rovnici (3) f(0) = 0, f(0) + O a existuje-li posloupnost

{z(t,)} — 0, pak mnoZiny hra';nadny'ch bod1t posloupnosti 2(ta) a Mz(tn)] jsou shodné
l2(ty)i Iz )]l

-a% na otoleni. .
Dukaz: Funkei f(z) lze za uvedenych podminek psét ve tvaru f(z) = xgz + x,29(2),

\ {2
&g %= 0, kde ¢(0) = 0. Pro kaZdou vybranou posloupnost, pro kterou existuje lim ;[[z((t”));l ,
L2 n
t ~fla( : :
existuje také lim —") g plati: lim —0n) %o #ln) g e tvrzent do-
2(t,)] el % 2t

kézdno.

Dusledky: 1) Otodeni je zreJme déno pro viechny hromadné body komplexnim éislem
—(_I Prévé pro &g = | x| splyvaji mnoZiny hromadnych bodu obou posloupnosti.
)

2) Pro oy = &, jsou obs mnoziny shodne nebo soumérné podle poéétku podle toho zda
« > 0, nebo x < 0.

II v
Vygetifme nyni trajektorie diferencidlni rovnice (3) v oblasti D za ptedpokladu,
-Ze f(z) mé v bodé z, = 0 jednoduchy nulovy bod.

Véta 2. Necht f(z) v diferencidlni rovnici (3) je funkce reguldrni v oblasti D [|z| < R],
f(0) = 0,1 (0) = o« # 0, pak poldtek je stfedem trajektorii prdvé tehdy, je-l'i & + o_c = 0.

1
Dukaz: Funkce — mé v bodé z = 0 jednoduchy pél a plati res — = —.V oboru
1(2) z-0 f( ) =

O < |zl <R Ize tedy psét
B 1
f(@)

-a po integraci diferenciélnf rovnice tedy

1
=—+ay + a2z ...
oz

Lzt =t+o0,
[s 4

kde ¢ je regulérni v D, ¢(0) = 0 a C, je libovolna komplexni konstanta.
Zavedme funkei y(z) vztahem y(z) = e2¢(#). Funkee y(z) je reguldrni v D, y(2) + OnaD,
9(0) = 1. Trajektorie diferencidlni rovnice (3) spliiuji tedy v tomto pi{padé rovnici
wp(z) = Ce*, kde C = e*%r. (6)

A)
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Funkce et je periodickd prévé tehdy, je-li « + o = 0. Kfivky (6) jsou tedy uzaviené
pro & + o = 0. Podminka je nutn4.

Za druhé: necht « + « = 0. Jest

d
[d—z z. w(z)]zao.= y(0) =

tak¥e existuje okoli D, podétku, v ném¥ z . y(z) je prosté funkce; lze pfedpokléddat D, C D.
Déle: nula je FeSenfm rovnice (3); exlstuje okoli G C D, poditku takové, Ze pro kaide
reSeni z(¢) rovnice (3) 8 2(0) € G jest

z(t)e Dy, pro 0=t < 2m.2)
Z jednolistosti zy(z) a rovnice (6) plyne pak z(0) = z(2r).

Celkem: existuje okoli poddtku takové, Ze kaZdé trajektorie protinajici G je uzaviens
a leZf v D,. Vechny tyto trajektorie obsahuji poédtek ve svém vnitiku?®). Tedy poddtek
je stfedem, podminka je postadujici.

Véta 8. Je-li f(z) v diferencidlni rovnice (3) funkce reguldrni v Df|z| < R] a déle je-li
#(0) = 0 a f€0) = &« + 0, pak pobdtek je dikritickym uzlem trajektorii prdvé tehdy, kdy%
o= o.

Dukaz: Trajektorie rovnice (3) vyhovuji rovnici zy(z) = C e** (viz dikaz véty 2.).
Tedy prdvé pro o = x existuje na kaZdém feSeni z(¢) posloupnost {z(¢,)} — 0. Daéle:
ke ka¥dému bodu jednotkové kru¥nice existuje Fefen{ z(t) takové, Ze tento bod je hromad-

7
nym bodem posloupnosti IL:;_))I— » [9(0) = 1!]. Podle dusledkt véty 1. je tento bod (nebo
2 n

bod & nim soumérny podle poddtku) také hromadnym bodem posloupnosti M

fl2(2,)]]
a tedy poddtek je dikritickym uzlem.

Véta 4. Je-li f(z) v diferencidlnt rovnici (3) funkce reguldrni v oblasti D[|z| < R] a ddle
je-li f(0) = 0 a f(0) = o« * 0, x + & + 0, pak poldtek je ohniskem trajektorit rovnice (3).
Dukaz: Plyne z definice ohniska a z vét 1. a 2.

>

’

III

Ne% prejdeme k rozboru nésobnych nulovych bodi a ndsobnych sﬁlgulémich bodu
funkce f(z) na pravé strané rovnice (3), vyslovime nékolik jednoduchych, dusledku defi-
nice 4. Budeme i nadédle pfedpoklédat, Ze singulérnim nebo kritickym bodem rovnice (3)
je bod z = 0. '

1. Mé-li f(z) v bodé z = 0 nulovy bod ¥ddu n + 1 pak existuje 2(n — 1) vyjimeénych
sméri. Jim odpovidajici polopifmky vytinaji na jednotkové kruZnici vrcholy pravidel-
ného 2(n — 1) — tuhelnfka. Oznaéime-li totiZ lim ——— 2(t) = e/?, dostaneme pro tento

2(¢;)]
piipad

o~ i%e az®(t;) + 2"(¢;) . o(2)
|oz™(t;) + 2™(t;) . o(z)]

x
—>e--"'he’"¢o_l_[_.> +1,
(6.9

3) viz na pt. H. M. MaTBeeB, Metody intégrirovanija obyknovennych differencialnych uravhé'm‘;i ,
Izd. leningr. univ., 1955, str. 245.

3) viz HeMunkuit— CrenanoB, Kadestvennaja téorija differencialnych uravnénij, M.-L. 1949,
str. 54; str. 77.
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a tedy ef("-1ee — :[t—T , kde @, je argument komplexnfho é&isla, uréujiciho vgjimedny
[0

smér. Vyslovené tvrzeni plyne nyni z vlastnost{ odmocniny komplexniho éfsla.

2. Mé-li f(2) v bodé z = 0 p6l n-tého Fddu, pak existuje 2(n + 1) vyjimeénych sméri.
Jim odpovidajfcf polopifmky vytinaji na jednotkové kruZnici vrcholy pravidelného
2(n + 1)-tihelnfka. O tomto tvrzeni se miiZeme pfesvédéit obdobns, jako v piedchozim
piipadé.

Zavedeme jesté pojem indexu singuldrnfho bodu.

Definice 5. Indexem singuldrniho bodu z = 0 diferencidint rovnice (3) nazveme hodnotu
integrdlu :
1 f (0 &%)
2xj J Teo®) °

“x .

kde f(z). — pravd strana rovnice (3) — je reguldrni v D [|z| < r] 8 vyjimkou bodu z = O,
kde maite mit pdl nebo nulovy bod libovolného Fddu, o < r.

Ze znémé véty o hodnotd integrdlu tohoto typu plyne ihned fada vlastnost{ indexu.

Plati

o de’?

’

n, je-libodz = 0 n-né,sobnj'im nulovym bodem funkce f(z),
1= 0, je-libod z = 0 regulérnim bodem funkee f(z), /(0) * 0,
—n, je-libod z = 0 n-ndsobnym pélem funkce f(z).

Obrécend: Je-li index singuldrniho nebo kritického bodu roven %, pak pravé strana rovnice

(3), je-li meromorfni{ v D, mé k-nésobny nulovy bod, je-li £ > 0 a k-ndsobny pbl, je-li

k < 0. Toto tvrzeni plyne pffmo z definice. Na pi. pro & < 0 je k rovno ndsobnosti pélu

funkece f(z)gnebot v D nenf jinych p6li funkee f(z) a nejsou tam ani nulové body f(z).
Mezi poétem vyjimeénych smérii p a indexem ¢ singuldrniho bodu plati vztah

p=2li—1], ¢%1. (9)

. v

Prejdeme k rozboru ndsobnych kritickych bodt a ndsobnych singulé.inich bodu dife-
rencidlnf rovnice (3).

Véta 4. Md-lt funkce f(z) v diferencidlnt rovnici (3) v bodé z = 0 pdl k-tého Fddu, pak ko-
nedny polet trajektorii prochdzt poddtkem a'pro ostatni trajektorie v okoli D plats: ke kaZdé
trajektorii existuje okoli D, C D poldtku, ve kterém neleZi iadny bod této trajektorie.

Dukaz: Tra]ektone vyhovujf v tomto p¥ipad$ rovnici

ol . p) =t +C, : (10)
kde ¢(2) je funkce reguldrni v D, ¢(0) = 1. Rozlifme nyni dva pi{pady:
a) 0 = O (C reélné):

NeuvaZujeme-li posunuti parametrisace po téfe trajektorii, miZeme poloZit C = 0.
JelikoZ ¢(2) # 0 viude na D, musf na trajektorii lefet bod z = 0. Prvn{ &st véty je doké-
zéna.

b)C % C:-

Pro viechna ¢ jest t + C % 0. Jehkoi ¢(z) ¥ 0 na D, mus{ byt [podle (10)] z¥+1 %. 0,
odkud plyne druhd édst vysloveného tvrzeni.

Véta 6. Md-li funkce f(z) v diferencidlnt rovnici (3) v bodé z = 0 nulovy bod k-tého Fddu
(k > 1), a je-li res -ﬂ = 0, pak vdechny trajektorie ,,prochdzeji‘‘ poldtkem a ke kaZdé

£=0 J(Z2
trajektoris existuje alespoti jeden vyyzmeé'ny smér, Ictery 8 bodem (0) uréuje teénu k- trayektoru.
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Dikaz: Poéétek je kritickym bodem rovnice (3). Trajektorig miZe ,,prochézet
podédtkem pouze pro |¢| - 04). UvaZujme soustavu kruZnic 2, = r,, ei” takovou, Ze {r,} -
X k-1
-0 a { n } — 1, kde 2(¢,) jsou priseéiky pevné trajektorie s ptslusnou kru¥nici.
x . p(z)

Trajektorie diferencidlni rovnice vyhovuji rovnici —
=

tn
- X

=1t + C, kde ¢(z) je funkce

. . ir
regulérni v D, ¢(0) = 1. Pro prusediky s kruZnicemi z,, = r, e)” musi byt “—?(r"_e) =
k=1 gj(k=1)7
k—1
n n

=t,+ C atedy pror, > 0a

x .
— 1 jest i + ei®=1)7_ odkud plyne prvni &st
. o

vysloveného tvrzeni. Druhé, &8sst je disledkem definice vyjime¢ného sméru (viz geo-
metrickéd interpretace definice 4.)%)¢).

Jako ilustraci k prévé vyslovenym vétdm provedme rozbor diferencidlni rovnice

t2=azF kL +0, k=1, (11)
kde & je &islo celé. )
Volime-li pro jednoduchost « = 1 (¢ehoZ lze vidy dosdéhnout otodenim kolem pod&étku),
dostaneme po integraci
217% = (1 — k)t + O). (12)

Trajektorie diferencidlni rovnice (11) musi vyhovovat rovnici' (12). Neni na Gjmu
obecnosti, volime-li C ryze imagindrni (C = 1 j). Ziejmé ke ka?dé hodnotd 1 existuje
|k — 1| kfivek, splitujicich rovnici (12). Pro A = 0 jsou to pifimky (event. polopimky).
Je-li 2 + 0 pak na kaZdé trajektorii leZi bod, jehoZ vzddlenost od poddtku je nejvétsi
(pro % > 1) resp. nejmensi (pro k < 0). Pro |z| toti% platf |z|20=%) = (1 — k)22 - A3).
|z| dosahuje maxima (resp. minima) pro ¢ = 0 a toto maximum (pro k¥ > 1) resp. minimum

1

(pro k < 0) jest |z|,, = [|A(1 — k)[]T-F, 4 % 0. Prabéh trajektorii pro nékteré hodnoty k
je patrny z obr. 4 (Sipkou —b> jsou vyznadeny vyjimeéné sméry).

Dékuji s. 0. Héjkovi, asistentu katedry matematiky a d. geometrie fakulty elektro-
technické, za konkrétni pomoc pf#i préci na tomto élénku.
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