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vyucovani

MATEMATIKA NA VYSOKYCH
SKOLACH TECHNICKYCH

Stanislav Koukal, Brno

Matematické myslenky vznikaji
ze zkuSenosti ...; jekmile jsou
jednou zformulovdny, ndmét za-
¢ne Zit svgm lypickym vlustnim
Zwvotem ...Jakmile matematickd
disciplina zajde dulcko od svého
empirického zdroje, ... stdvd se
stdle vice estetizujici . .. ; ve vel-
k€ vzddlenosti od svého empiric-
kého zdroje nebo po prilisném
nabstrakinim“ ziZeni se mate-
maticky ndmét octne v nebezpeci
degenerace.

John von Neumann

Matematika v inZenyrské praxi a ve
vyzkumu

Jsem matematik i inZenyr. 18 let jsem
uCil matematiku na vysoké skole. Po ro-
ce 1970 nasledovala nucena inzenyrsko-
matematickd praxe v priunyslu a vyzku-
mu, a to aZ do roku 1990. Proto se divan
na vyuzivini matematiky i na jeji vyuku
na vysokych Skolach technickych z hledis-
ka matematika i inZzenyra.

Pro inZenyra zvladnuti nékteré mate-
matické discipliny, nebo alespoi sezname-
ni se s ni, neni cilem, ale pouze jednim
z prostfedki k FeSeni dkolu, kterym se
pravé zabyva. Avsak, pfi vSeobecné nizké
arovni matematického vzdélani nasich in-
Zenyrd, inZenyr mnohdy ani nepozna, ja-
ky matematicky aparat by mohl k FeSeni
své dlohy pouzit. Jak m& poznat, ze by
mohl s vyhodou pouzit napf. metodu ko-
neénych prvki, kdyz o této metodé viibec
nevi? Nizsi Grovenn matematického vzdéla-
ni téZ zabranuje nasim inZenyriim uzivat
ve vétsi mife odbornou zahraniéni litera-
turu, kterd je mnohdy psdna na vysoké
matematické arovni. Tyto skuteénosti by
méli mit na zfeteli jak ti, kdo rozhoduji o
obsahu vyuky matematiky na VST, tak i
ti, kdo rozhoduji o celkovém poétu hodin
vymezenych vyuce matematiky.

Uspésné feseni mnoha technickych tko-
ld je podminéno solidniin matematic-
kym vzdélanim inZenyrli a Gspésné fese-
ni védeckovyzkumného tikolu je podminé-
no Gzkou spolupraci inZenyra, ktery musi
znat profesionédlné fyzikalni ¢i technickou
stranku tkolu, s matemnatikem, ktery mu-
si zpravidla nejen pomadahat pfi matema-
tické formulaci Glohy, ale hlavné pak na-
jit nejvhodnéjsi matematicky aparat, kte-
rym je mozno jiz matematicky formulova-
nou ulohu fesit. Pravé aplikace riznych
matematickych disciplin spolu s vypo-
éetni technikou umoziuji feseni védecko-
vyzkumnych Gkoli i Gkolt inzenyrské pra-
xe difve nefesitelnych. Reseni téchto {iko-
lG s vyuzitin vypocetni techniky si na-

Clanek vznikl postupnym prepracovavanim pispévka piednesenych pii rdzuych piilezi-
tostech, napf..v roce 1992 v Praze na kongresu ,Ceskoslovensko, Evropa a svét: Véda a
uméni v mezinarodnich souvislostech® a v Trnavé na 22. celostitni konferenci o vyucovani

matematice na vysokych skolach technickych.
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opak vynucuje vznik novych matematic-
kych disciplin. Tak napf. idea metody ko-
neénych prvkd pochdzi od R. Couranta
z roku 1943, avsak trvalo pres 25 let, nez
nastal bouflivy rozvoj této metody, po-
névadi jeji praktické vyuziti vyzaduje fe-
Seni rozsahlych soustav linearnich algeb-
raickych rovnic, a to je nemyslitelné bez
vypocetni techniky.

Cile vyuky matematiky na VST

Posluchaé vysoké Skoly technické by
mél nejen ziskat dobré znalosti zakladi
Jjednotlivych matematickych disciplin, se
kterymi se béhem studia setkal, ale téz
schopnost jejich aplikaci a aktivnilio vy-
uzivani jak v odbornych pfedmétech bé-
hem studia, tak i po skonceni studia. Je
pravda, Ze posluchaé musi mit (hlavné
u zkousky) jisté mnozstvi dil¢ich faktic-
kych znalosti, aviak vyuka matecmatiky
by se méla podilet i na celkovém profi-
lu absolventa. Méla by podstatuyi zpt-
sobem pfispivat k tomu, aby absolvent,
at jiz jako inZenyr-technik nebo védecko-
vyzkumny pracovnik, byl schopen dany
problém pFesné formulovat, zapsat mate-
maticky a v jednodussich pfipadech ho i
sdm vyfresit.

Vyuka matematiky a vypodetni
technika

Mnozi inZenyfi zaménuji matematiku i
jeji vyuku za praci s pocitacem, vyuzi-
vani hotovych programi. Jsou presvéd-
éeni, Ze staci, nejlépe hned v prvuim se-
mestru, naucit posluchace zachéazet s né-
jakym ,univerzdlnim“ programem Fesi-
cim vSechny dlohy ze vsech matematic-
kych disciplin a vyuku matematiky je pak
mozno redukovat na minimum. Ovsem na
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otazku, co by vlastné posluchaci tim za-
zralnym ,univerzilnim* programem fesi-
li, kdyby o Zadnych matematickych dis-
ciplindch nic nevédéli, jiz ncodpovi. Ve-
dle uvedeného krajniho nizoru na talohu
vypocetni techniky ve vyuce matemati-
ky existuje celd Fada mirnéjsich; avSak
stejné nespravnych variant. Patrné nej-
roz§ifenéjsi ndzor je redukoval pfevaznou
Cast partii matematiky pouze na pfislusné
numerické metody a pak uzitim jiz ho-
tovych programi provadét numerické vy-
poc¢ty. Tak napf. pojednéani o soustavich
linearnich diferencialnich ¢ algebraickych
rovnic redukovat na numerické metody
FeSeni téchto soustav podle hotovych pro-
gramd.

Pocitac je nékdy vyuzivan ve cvienich
z matematiky jako sbirka FeScnych dloh
s podrobnymi navody k fesenim. Takové
vyuzivani vypocetni techniky ovSem neni
velkym pfinosem ke zkvalitnéni vyuky
matematiky. VyuZiti pocitace mmnohdy
umoziiuje modifikovat, ¢i zcela zmeénit,
»standardni“ postup FeSeni tloh daného
typu tak, ze feSeni je jednodussi, rychlejsi
a presnéjsi a daji se Fesit i Glohy, které
byly ,,standardnim® postupcm prakticky
nercsitelné. Pravé o takové nestandardni
postupy by se mély doplnit postupy (me-
tody FeSeni) ve vyuce matematiky vSude
tam, kde je to mozné.*)

*) Pro funkci f, spojitou v rovinné ohrani-
¢ené a uzaviené mnoziné M, nestandardnim
postupem vypo&tu nejvétsi hodnoty, které
funkce f nabyva v M, rozumime napf. tento
postup:

Mnozina M se pokryje siti (tFeba &tver-
covou) a vypocte se nejvétsi hodnota, které
funkce f nabyva v uzlech sité, které patfi do
M. Kdyz sit je dostatecné jemnd, pak tato
hodnota se lisi libovolné malo od hledané
nejvétsi hodnoty funkce f v M.

Je zfejmé, Ze uvedeny postup lze snadno
zobecnit na vypocet nejvétsi hodnoty, které
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Vlastni vyuka matematiky

Mezi zdkladni pojmy tohoto tématu jis-
té pat¥i: pfesnost vykladu, srozumitelnost
vykladu, geometrické a fyzikalni interpre-
tace zavédén)"ch pojmti, aplikace probi-
rané latky. Obsah kazdého z téchto po-
jmi, a pfedev§im pak spravné vyvazené
vzajemné relace mezi nimi, zavisi rozho-
dujicim zpisobem na pfedmétu vyuky,
arovni a odborném zaméfeni posluchaci,
¢asu vymezeném vyuce a cilech vyuky.
Nerespektovani této skuteénosti ma vidy
za nasledek nesplnéni vyse uvedenych cili
vyuky matematiky.

Jak jiz bylo FeCeno, matematika na

. VST je predeviim jednim z ncjzaklad-
néjSich prostfedkd k tomu, aby poslu-
chaci mohli Gspésné zvladnout odborné
studium. (Poslucha& VST si ceni vyklad
nékteré matematické discipliny podle to-
ho, nakolik se domniva, Ze znalosti z této
discipliny mu budou uziteéné v dalsim
studiu odbornych predméti, pfipadné i
po absolvovini Skoly.) Toho by si mél
byt védom kazdy uclitel matematiky pfi
zavadéni pojmi, jejich interpretacich, a
pii aplikacich probirané latky. Nové po-
jmy by mély byt zavadény jen tehdy, je-
li to nezbytné nutné a vsude, kde je to
mozné, s néjakou fyzikalni ¢éi geometric-
kou interpretaci. Stejné tak vsude, kde je
to mozné, by mélo byt upozoriiovino na
bezprostfedni fyzikalni interpretace uva-
dénych formuli a formule by mély byt za-
pisovany ve tvarech, které jsou nejvhod-
né)si z hlediska jejich praktického uZiti.
Zavedeny matematicky aparat by mél byt
zhodnocen z hlediska jeho vhodnosti vy-
uziti pfi feSeni riznych tGloh, a to i s ohle-

funkce n proménnych nabyvi v ohrani¢ené
a uzaviené mnoZiné n-rozmérného Euklidova
prostoru za predpokladu, Ze je v uvazované
mnoZiné spojita.
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dem na moznosti vyuziti vypocetni tech-
niky. Uvedime namétkou nékolik p¥ikladd.

Pfi pojednani o soustavach linearnich
algebraickych rovnic je tfeba posluchace
upozornit na to, Ze zapis FeSeni soustavy
uzitim Cramerova pravidla je mnohdy vy-
hodny, aviak pro skuteény vypocet FeSeni
soustavy vice neZ 4 aZ 5 rovnic je (aZ na
zvlastni pfipady) zcela nevhodny vzhle-
dem k poctu operaci, které je tieba pro-
vést pFi vypoctu determinantu. Z tohoto
hlediska je pak vhodné porovnat vypodcet
feSeni soustavy Cramerovym pravidlem
s vypoctem feSeni tfeba Gaussovou eli-
minaéni metodou nebo nékterou jeji mo-
difikaci.

Z integralniho poétu si musi posluchag
odnést zakladni myslenku dcfinice Rie-
mannova integralu a z ni vyplyvajici zpi-
sob jeho aplikaci:

Ma-li se urcit néjakd globalni velici-
na, napf. ploSny obsah, hmotnost télesa,
tok vektoru plochou atd., pak je ticba
spravné zapsat ,element globalni velidi-
ny“, pfed né umistit znak integrilu a
pod znak integralu uvést oznacéeni oboru,
ktery byl rozdélen na elementy pfi vy-
tvafeni jim odpovidajicich elementi glo-
balni veliciny a ,pfes ktery se elemen-
ty globalni veliiny séitaji“ (pfes ktery
se integruje). Je-li obor napf. téleso (V),
resp. plocha (S), pak globalni veliéina je
rovna trojnému integralu pfes (V), resp.
plodnému integralu pfes (S). Tak je-li ¢
hustota (obecné nehomogenni) koule (V),
resp. kulové plochy (S), pak element dM
hmotnosti koule (V), resp. kulové plochy
(S), je roven hmotnosti elementu (dV)
koule (V), resp. hmotnosti elementu (dS)
plochy (S5), tj.

dM = pdV, resp. dM = pdS,

kde dV, resp. dS, je objem elementu
(dV), resp. plosny obsah elementu (dS$),
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a tedy hmotnost koule (V), resp. kulové
plochy (S), je

= fass= [[fear

@) %)
resp.
M:/dM://gdS.
) )

Zakladni véta integralniho poctu (véta
Newtonova-Leibnizova)

b
(1) / f(z)dz = F(b) - F(a),

kde f je funkce integrovatelnd v (u,b) a F
je funkce primitivni k f v (a,b), zlstava

zakladni vétou. Je vSak tfeba upozornit,-

ze urCit analytické vyjadfeni funkce pri-
mitivni k funkci f v (a, b) je obecné daleko
obtiZné&jsi nez pfimy numericky vypodet
integralu

) [ 1@ax

Staci, aby funkce f byla napf. racionalni
funkei P/Q, kde @ je polynom alespoii
3. stupné. (InZenyr by pFi vypoltu in-
tegralu (2) nehledal analytické vyjadfeni
funkce primitivnik f ani v pfipadg, ze po-
lynom @ by byl pouze 2. stupné.) Pozorny
posluchaé, ktery byl seznamen s riiznymi
substitucemi v integralech, s integraci ra-
cionélni funkce jejim rozkladem v soucet
parcidlnich zlomki a s numerickym vy-
podtem integralu (2), se jisté zepta: , K Ce-
mu ty nejriiznéjsi substituce v integralech
a pro¢ se zabyvat rozkladem racionélni
funkce na parcidlni zlomky, kdyZz urcity
integral je vidy mozno snadno vypocitat
libovoln& presné numericky?“ Nasledujici
odpovéd by méla byt soucasti pojednani
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o integralnim poctu, i kdyby otdzka ne-
byla poloZena.

I v pfipadé poZzadavku pouze Ciselného
vypoétu integrilu (2) je nékdy vhodné
tento integral nejprve substituci pfevést
na jiny integral a aZ k vypoctu tohoto in-
tegrélu pouzit formuli (1) nebo nékterou
z metod numerického integrovéani. Uréi-
tymi integraly zavislymi na parametrech
je definovéna fada duileZitych funkci (dis-
tribuéni funkce ndhodnych veliéin atd.) a
substitucemi v téchto integralech pfevadi-
me Jimi definované funkce na ,,sténdard—
ni“ funkce.

Mnoho ftloh se da prevést na nésledu-
jici Glohu. Funkce f je spojita v intervalu
(a,b). Je tFeba uréit funkci F, pro kterou
plati

) F'(z:) = f(z) pro z € (a,bd),
F(a)=0.

Pocatecni dloha (3) ma FeSeni

(4) F(z)= /:f(t) dt, z € (a,b).

7 vs

Zvolme pfirozené Cislo n a oznaéme

Zg = a,

(5)

Ty =Zg—1+h pro k=1,...,n,

kde h = (b — a)/n. Pak podle (4)

F(xk) = F(zr-1) + k f(t)dt,

6 . Tk—1

k=1,...,n.

Poéitame-li integral (2) postupné uZitim
vzorce (6), pfitom vSechny integraly

Tk
/ fd,  k=1,...,n,
Th-1

vypoéteme néjakou numerickou metodou
(tfeba Simpsonovou), pak pfi dostatecnd
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velkém n dostaneme s pozadovanou pfes-
nosti nejen hodnotu

b
F(an) = FO) = [ S04t
“ale jako mezivysledky vypoctu i hodnoty
F(.’Ek),

Vypocet hodnoty F(b) (integralu (2)) je
tedy stejné pracny jako vypocet vsech
hodnot F(z¢), k=1,...,n.

Uvedenym postupem ovSem dostaneme

k=1,...,n—1.

hodnoty hledané funkce F' pouze v izolo- -

vanych bodech (5). Je-li pozadovano ana-
lytické vyjadieni funkce F, pak se niam
analyticky vyraz pro F mnohdy poda-
Fi urcit pravé uzitim riznych substituci
v neurcitém integralu, nebo rozkladem ra-
cionalni funkce v souéet parcidlnich zlom-
ki, nebo soucasnym uZitim obojiho.

Z vyse uvedeného je ziejmé, zZe vyznam
substituci v integralech a rozklad racio-
nélni funkce v souéet parcidlnich zlomki
pro bezprostfedni vypodet integrilu (2)
skuteéné poklesl, ale v jinych Glohach in-
tegralntho poétu funkce jedné promeénné
jejich vyznam zistavad nezmensen. Vedle
toho provadéni substituci v uréitém in-
tegralu funkce jedné proménné je dobrou
pripravou pro transformace vicerozmeér-
nych integrdld a vyuZiti rozkladu racio-
nalni funkce na parcidlni zlotnky se neo-
mezuje pouze na integralni pocet redlnych
funkci. Lze ho vyuZzit napf. pro urceni
2pétné Laplaceovy transformace racional-
ni funkce.

Podobné, jak bylo poukizino na velmi
uziteCnou interpretaci definice Riemanno-
va integridlu a zhodnoceno vyuZiti sub-
stituci v integralnim pocétu funkce jedné
proménné a rozkladu raciondlni funkce
v soulet parcidlnich zlomki, by se mélo
postupovat i v jinych pfipadech.
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Pfi pojedndni o ortogonalnich sys-
témech by se nemélo zapomenout na
Fourierovu fadu funkce f € L,(0,7)
vzhledem k systému

ko

tj. na vyjadreni funkce f ve tvaru

Tw = 2r,

— 1 EOO: jkwt __
f(t) - 2 Ic=—ooer] -
1 00
= EFO + kE_l | Fie| cos(kwt + ¢&),*)
kde

T
Fp = |Fk|ej“’* = %/ f(l)e"jkwt dt,
0

a na zavedeni a vysvétleni vyznamu po-
jmi: n-t4 harmonickd funkce f, stejno-
smérna slozka funkce f, komplexni spekt-
rum, amplitudové a fazové spektrum. D4-
le by bylo Zidouci upozornit na inter-
pretaci Parsevalovy rovnosti v souvislosti
s vykonemn periodického proudu a napéti.
JestliZe se pojednani o Fourierovych fa-
déch zredukuje (zvehne) pouze na vypo-
Cet koeficientli ap a by Fourierovy fady

1 = .
z+ §(ak cos kwt + by sin kwt)

funkce f, potom posluchal po absolvo-
vani partie ,,Fourierovy fady“ nezodpovi
otazku: ,Jaka je amplituda a faze 3. a 4.
harmonické periodického signalu f(t) =
= 2cos(3t + §m)?“ Misto okamiité od-
povédi zaéne poéitat koeficienty ajx a by
podle vzorci.

K vyuce patfi uebni texty. Pro vyuku
jsou dobré & Spatné podle toho, nakolik

*) Rovnost{ se zde rozumi rovnost v L2 (0, T).
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jejich autor respektoval to, co bylo vyse
Feceno o vyuce, zvlasté pak jak dalece
vzal v ivahu, komu jsou uréeny (liroveii a
zaméFeni Ctendfi). Tuto zdsadu nerespek-
tovali autofi nékterych sesiti Matematika
pro vysok€é Skoly technické*), a tak jsou
nékteré z téchto sesiti pro vyuku na VST
témér nepouzitelné. Je podivuhodné, Ze si
toho po léta nikdo nepovsiml. V jednom
ze seSith vénovanému partil, kterd ma
mnoho aplikaci v inZenyrské praxi, je na
jedné z prvnich stran definice: Symbolem
st budeme oznadovat (nezdpornou) miru,
kterd je definovdna na dan€ o-algebie A
podmnozin prostoru X. O vsech uvaZo-
vanych a prozalim jen redlugjch funkcich
budeme predpoklddat, Ze jsou definoviny
na X (popt. jen skoro vsude) a méri-
telné vzhledem k mive p. V duchu této
definice je veden vyklad v celém scSité.
Nedovedu si pfedstavit inzenyra (nepro-
fesionalniho matematika), véetné profeso-
rd, ktery by po pfecteni uvedené defini-
ce byl ochoten vénovat tomuto u¢ebnimu
textu sebemensi pozorunost. Jestlize vyu-
ka nckterych partii matematiky se lisi na
VST od vyuky téchto partii na univer-
zitdch (pro budouci matematiky) pouze
tim, Ze na VST je provadéna v konden-
zované formé, pak takovd vyuka nejen
ze matematické vzdélani budoucich inze-
nyri nezlepsuje, ale naopak je zhorSuje,
ponévadi posluchace od studia matema-
tiky odrazuje. Je velmi obtizné vypraco-
vat pfednasku nebo napsat néjakou pub-

*) Sesitd Matematika pro VST, vénova-
nych riznym partiim matematiky, dosud vy-
Slo vice nez 20. V kazdém z téchto sesita je
na 2. strané uvedeno, Ze sesit byl schvélen
ministerstvem Skolstvi jako prirucka pro vy-
soké Skoly technického sméru a na 4. strané
Jje napsano, Ze sesit je uréen hlavné pro poslu-
chage VST, ale Ze ho privitaji také absolventi
téchto skol a technici z praxe. Pro fadu sesita
je tomu asi skuteéné tak.
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likaci (ucebni texty a pod.) pro studenty
VST a inZenyry z matematické discipli-
ny, ktera vyzaduje naroény matematicky
aparat. Ze to ale mozné je, ukazal napf.
K. Rektorys svou knihou Variaéni metody
v infenyrskych problémech a v problémech
matematick€ fyziky. Vyuka pro inZenyry-
doktorandy byla podle této knihy velmi
Uspésna.

Zavér

Je tieba, aby na kazdé VST byly
vzijemnou spolupraci uciteld matema-
tiky s uciteli odbornych kateder vy-
tvofeny takové programy vyuky mate-
matiky, které by co nejlépe odpovidaly
potfebdin vyuZivani matematiky v od-
bornych pfedinétech. Podle téchto pro-
grami by pak méla byt vyuka prova-
déna tak, aby ziskané znalosti z mate-
matiky (spolu s vypocetni technikou)
mohli posluchaéi vyuzivat lépe nez do-
sud nejen v odbornych predmétech bé-
hem studia, ale 1 po skonéeni studia
v inzenyrské praxi a pfi FesSeni védecko-
vyzkumnych dkoli. Velmi nebezpecné
jsou snahy zaménovat vyuku nékterych
partii matematiky vyukou vyuZivani ho-
tovych programi pro numerickd FeSeni
aloh z téchto partii. Stejné tak je ale
Spatné, jestlize vyuka nékterych par-
tif matematiky se lisf na VST od vy-
uky téchto partii na univerzitich pouze
tim, ze na VST je provadéna v kon-
denzované formé. Pro vyuku matema-
tiky na VST je tfeba vice literatu-
ry, kterd vychédzi ze soudasnych moz-
nosti aplikaci matematiky v technic-
kych disciplinach, ale pfihlizi i k sou-
¢asnym moznostem ve vyuce matemati-

ky.
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