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Jsou pocitace ve vyuce Skodlivé?

Paul R. Halmos

Paul Halmos ziskal viechny tfi stupné vysokoskolského vzdélinf na University of Hllinois.
Po skonéeni Ph. D. se na nékolik let stal asistentem Johna von Neumanna. Od té doby uéil
na mnoha univerzitich, mj. na Miami, na Havaji, v Edinburghu, v Montevideu a v Zdpadni
Austrilii. Od r.1985 piisobi na Santa Clara University. Jeho matematické zijmy zahrnuji
ergodickou teorii, algebraickou logiku a operatory na Hilbertové prostoru.

Mohou potitage pfi vyuce opravdu skodit? Byval jsem pfesvédéen o tom, Ze ano.
Kdy# jsem v8ak zasedl k sepsani tohoto ¢lanku a poptal se nékolika p¥dtel na jejich
nazor, nékteré z jejich odpovédi otiasly mym piesvédéenim. Nasledujici text se dotyka
téchto otazek: (1) jak uZivat poéitate pii vyuce abstraktnich pojmi; (2) jak mohou pfi
vyuce pomoci numerické vypoéty; a (3) jak miZe poiita& kontrolovat spravnost nasich
hypotéz. Po téchto kladech pfichazim k jednomu zdporu: (4) poéitatové vyuéovani
abstraktnich pojmu v nespravny &as muze skytat nebezpeéi. Zavér, tedy muj zavér,
Jje (5) pfestoZe samotnd existence po&itatovych programi miZe kvalitu nasi vyuky
zlepsit, vytvaFi zarovei silné nebezpeti, Ze se z dobrého vyuéovani stane $patné. Proto
takové programy musi byt uZivdny s rozvahou, jinak radéji vibec ne.

Dobré programy

Pro zatdtek se podivejme na pusobivé a pfesvédéivé argumenty ve prospéch uplat-
néni potitatu v poslucharnédch.

Keith Devlin popisuje ve [4] program DE-Graph. Rika, Ze ,byl vytvofen ke gra-
fickému znézornovani diferencidlnich rovnic a k jejich numerickému feseni.“ Napisete
napf. ¥ = sin(zy) a ejhle!, na obrazovce se objevi vektorové pole (spousta malych
gipek) se zndzornénym systémem partikularnich feseni. K. Devlin popisuje zkusenosti
jednoho z vyuéujicich s DE-Graphem p¥i zahdjeni vykladu o pouZiti programu. ,,Nej-
pozdéji po péti minutich u# nikdo v laboratofi nedbal na to, co Fika. .. Kaidy byl
prilis upoutan zkoumanim riznych vzorovych diferencidlnich rovnic, které menu pro-
gramu nabizelo. . . Zdjem podnécujici objevitelské uéeni od prvniho okami#iku. . . prosté
skvelé!«

Jane Dayova v [3] piSe: ,,...(sinz)/z je podivné vyhliZejici vyraz a jesté podivné&jsi
je pro zakateénika poznatek, ze ma pro z — 0 limitu. Program znazoriiujici grafy to
umi ilustrovat velmi pékné. . . Pro vétsinu studentiu je nyni znazorfiovdni t¥irozmérnych
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titvard opravdu nesnadné, protoie dnes se na stiednich $kolach sotva uéi stereomet-
rie. Proto soubor programii na takové znazorfiovani & na kresleni funkci zadanych
v polarnich soufadnicich muZe pomoci.“

Sheldon Axler [1] hovofi o programu, ktery fesi Dirichletovu dlohu na kouli v R™
pro polynomy. ,,. . .Chcete, feknéme, nalézt harmonickou funkci v R3, kterd se na jed-
notkové sféfe z2 + y2 + 22 = 1 shoduje s polynomem z3y*2%. Program vam fekne
fedeni, kterym je jisty polynom v {z,y, z} stupné 12.“

Dobré poéitdni
Co chcete v kalkulu své studenty naudit? Ma to byt vzorec
1
/.a.rctg zdz = zarctgz — 3 log(1 + z2)?

Nebo to, Ze integral je souéet velice mnoha velice malych &isel a Ze diferencial je rozdil
hodnot funkce ve dvou velice blizkych bodech? Dokonce za temnych dob biflovani
kalkulu (pfed padesati lety? vloni?) by vétsina matematiki dala druhou odpovéd, ale
v posluchirné by vétsinu ¢asu stravila tim prvnim.

Courantova kniha [2] byla jednou z prvnich, v nichZ se (uréity) integral definuje
pied derivovanim, a spoleéenstvi vyuéujicich tuto myslenku pfijalo jak s pochvalou,
tak s potupou. Obecné uznivany ptistup byl (je stale?) nejprve definovat derivaci,
pak definovat antiderivaci (primitivni funkci) a potom, ¢asteéné pfes nedefinovany po-
jem obsahu a ¢asteéné pres jakési uspéchané popsané limity souétu, definovat uréity
integral. Pfi tomto pfistupu neni zakladni véta kalkulu ani ptekvapujici, ani vzrusu-
jici a snadno se zapomind. Misto toho, aby studenti pochopili a zapamatovali si, Ze
tato véta ma néco spoleéného se soudtem a rozdilem jako vysledky inverznich ope-
raci, vétsina z nich se domniva, Ze jde o zamérné matouci zpusob vyjadieni vztahd

. 1 . z . . .
mezi arctg £ a ——. Vzorec jako = arctg £ je pouze jinym zapisem pro
g 1+ 22 Jal / 1+ 22 gZ Je p Jiy P p
—arctgz = a pro¢ z toho délat poprask?
dz g 1422 p pop ,

KdyZ nasledujete Couranta a zaénete kalkulus povidanim o limitach souétu, &eka
vas hned téZka chvilka. PotiZ je v tom, Ze neni snadné dét ptiklady. Courant integruje
1 a z a také 22 vcelku bez obtiZi, ale s 3 a vyssimi celo¢iselnymi exponenty se vyklad
stava komplikovanéjsi a uZiva stile vice davtipnych trikd. Pro raciondlni exponenty
Jje véc jesté o néco horsi, diskuse sinu a kosinu musi uZivat goniometrickych identit,
které si néktefi z nas pamatuji pouze po uréity ¢as a systematické zvladnuti viech tak
zvanych ,elementdrnich“ funkci se zda byt v nedohlednu. Courant se za komplikace
omlouvi, av§ak my mame usoudit, ze takovy uZ je Zivot.

Divodem k tomu, abychom studenty uéili, Ze integraly jsou souéty, je pfiprava na
pochopeni zakladni véty kalkulu a také na pochopeni typu neelementarnich integralu,
které bé&Zné vznikaji v teorii i praxi. K tomu, abychom dovedli studenty k poznani,
Ze integraly jsou souéty, muZe uziti samodinnych poéitaétu velmi pfispét. Poéitaé umi
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vydéislit prisluiné souéty a déla to jako briskni orakulum, aniZ by nds matl a rusil
specidlnimi triky, které s kalkulem nemaji nic spole¢ného. Po ,integrovani“ nékolika
(nékolika desitek? nékolika stovek?) funkci pomoci souéti si pravdépodobné student
zapamatuje, Ze integrovani je s¢itani a dokonce mo#na vyslovi touhu po systematické
metodé, kterd dd odpovéd bez poéitani. Kdy# student dospéje do tohoto stadia, at uz
s nasi pomoci ¢ bez ni, nastal ¢as se zaméfit na , uréity“ integral s proménnou horni
mezi. Studium takovych integrala je motivaci — dodateénou motivaci — k zavedeni
derivaci. Smérnice teten a rychlosti jsou samoziejmé dileZité, ale dodateény divod
k vysetfovani ,anti-integralu“, divod, ktery se vynofil a ma tedy pro studenty bez-
prostfedni vyznam, muze byt pro nékterého z nich pfesvédéivéjsi. Druhé dobré poufziti
poéitaéu, které chci obhajovat, se tykd nekoneénych fad. To je pro mnoho studentu ob-
tiZna partie a neni snadné najit konkrétni ptiklady, které by se daly u tabule spoéitat.
Mezi standardni p¥iklady patii

1 1 1
Yo o Xa

a jejich ziejmé modifikace, ale numerické potitani se brzo i s nimi stava obtiznym.

Poslusny poéita, ktery umi seéist dosti élent tak, Ze se konvergence zd4 plausibilni,
mize dat cennou informaci experimentélniho razu. Dokonce by snad umél vyé&islit éas
pottebny k dosaZeni pfesnosti s piedem uréenym ¢ a tim poskytnout zkusenost, kterd
by mohla naslednou teoretickou diskusi uéinit pfijatelné&jsi, nez tomu je obvykle.

Je zde ale hagek spoéivajici v zaokrouhlovani: ma za nasledek Sokujici vétu, Ze z hle-
diska poéitatu fada konverguje, pravé kdyz jeji &leny konverguji k nule. To je pravda,
ne? Pracuje-li stroj, feknéme, s presnosti na 20 mist, potom pfidani dalsiho ¢lenu se
jevi jako pFidani nuly, jakmile se absolutni hodnoty ¢lenii dostanou pod 10~2°-ndsobek
ziskaného ¢dsteéného soudtu. Pro konvergentni fadu ma potita¢ $anci uhodnout souéet
nebo aspoii jeho ¥ad snadné&ji, nez kdy# tapete poslepu, ale nezavisle na dobé vaseho
experimentovani si bude poéita¢ i nadale myslet, e harmonicka fada konverguje. Je
to jesté horsi: i kdybyste méli poéitaé s nekoneénou piesnosti a zalali politat éasteéné
souéty harmonické fady rychlosti jeden ¢len za sekundu, trvalo by vim néco pies 28
miliéni let, neZ byste dosahli souétu 35. Pi rychlosti tisic ¢lent za sekundu to vychazi
na 28 tisic let a i pfi nepravdépodobné rychlosti milién &lenii za sekundu by to trvalo
28 let. K jakému zavéru asi povede studenta potitani takovych &dsteénych soultu:
bude to konvergence nebo divergence?

Programy jako kontrola

Tketim zpisobem vyuZiti poéitaée p¥i vyuce je kontrola vysledki mysleni. Nejjedno-
dussi priklad: jestlize jste pouZili metodu per partes k vypoétu integralu [ arctg zdz,
muZe vam poéitat (nebo proslavené Struéné tabulky ... [5]) Fici, zda jste si po&inali
anebo nepoéinali spravné. Samoziejmé je uZiteéné to védét v zdporném p¥ipadé —
pak se musi pracovat dile. Vieobecné se pfipousti, Ze je uZiteéné to védét v kladném
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ptipadé: trocha chvaly, pfatelské povzbuzeni ,zvladl jsi to“, je psychologicky velkou
pobidkou k dal§imu uspéchu.

Je k dispozici mnoho lepsich ptikladi ilustrujicich toto uplatnéni poéitaéi. Tak
napfiklad jednou z nejdileZit&jsich véci, kterou je tfeba se naulit o diferencidlnich
rovnicich, je umét popsat fedeni pied jeho skuteénym nalezenim (nebo dokonce misto
ného). Jaké jsou jeho kvalitativni rysy? Je periodické? Utika do nekoneéna? DE-Graph
to pro nas udéld, ba i vice: Zadate si vasi diferencidlni rovnici a o nékolik sekund pozdéji
muZete vidét, Ze vase pfedpovéd byla spravna (nebo nebyla). Podobné poznidmky jsou
zfejmé na misté, pokud jde o zndzoriiovani tfirozmérnych utvaru (jak asi vypada
sedlovy bod, tfeba u funkce z = zy?). Sheldon Axler ¥iki o programu pro harmonické
funkce: ,Do algoritmu je vloZena troska pékné teorie, aby program fungoval, a je
ptijemné posluchadim ukazat, Ze véty, které dokazujeme, maji konkrétni aplikace.“

Pfed&asné odpovédi

Daéle bych rad diskutoval o tom, %e uréité aspekty uplatnéni poéitaéu, které jejich
pfiznivci povaZuji za nejlepsi, ndm ve skuteénosti mohou pfivodit ty nejzdvainé&jsi
didaktické problémy. Zajisté je pravda, Ze viev&douci poéitaé, ktery vam musi Fici
zaruéené spravnou odpovéd, takZe ji miZete porovnat s vasi vlastni odpovédi, pred-
stavuje pfi vyuce baje¢ny néastroj — ale je to ndstroj nebezpeény. Nebezpeéi spoéiva
v tom, %e pocéitaé lze pouzit k ziskani odpovédi, aniz bychom si nejprve lamali hlavu,
a to je $patné vyulovani. Odpovéd, kterou ziskdte od pocitale, je odpovéd véstecka
— zeptame se ,,kolik?“ nebo ,jakého tvaru?“ a dostaneme odpovéd. To je v potadku.
Avsak do véci nepronikneme, a to je $patné. Ne, ne, prosim vas nezaéinejte namitat,
%e se fasto (vidycky?) hluboké proniknuti do podstaty dostavuje po imorném nahro-
madéni pFizemnich poznatkd. To je samoziejmé pravda. Ale dejme na pkislovi: Bez
prace nejsou koldée. KdyZ mi nékdo fekne piediasné, Ze derivace

1, z, 22, 23, =%, 2°
jsou .
0, 1, 2z, 322, 423, 5z*,

uréité ,proniknu® do derivovani z" pro mnohé dalsi hodnoty n — ale je to opravdu
proniknuti? Podle mého nazoru lze opravdu do véci proniknout pouze propoéitanim
podilu piiristki pro n = 2 a pak n = 3 a pak snad ohlédnutim se zpét na n = 1,
a nikoliv pouhym ziskdnim véstecké vypovédi o nékolika faktech.

Poéitani riemannovskych souéti pomoci poéitate ma vyznam pro zapamatovani,
nebof opakované zdiraziiuje, Ze integrovani je slitani; nepfedstira, Ze by pfispélo
k proniknuti do podstaty. Stejny komentaf plati pro pocitani éasteénych souéti ne-
koneénych fad; hmatatelné ukazuje, co pro posloupnost ¢isel znamena k nééemu se
blizit. Pouziti potitate ke kontrole pfedpovédi vlastnosti feSeni diferencidlni rovnice
ma pfinejmensim psychologickou cenu. Ale uzivat poéitaé, abychom své predpovédi
vynechali a misto nich si od potitate nechali fici, jak vypadaji obrazky teSeni — to
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Jje pfesné totéz, jako uZit potlitate k derivovani z”: to m4a velice malou cenu, pokud
vibec né&jakou. KdyZ se uéime a snazime pochopit matematiku, jednim z nejdule-
o zéapas, ktery vede k odpovédi, a o blazeny pocit pochopeni, ktery pfinasi vitézstvi,
to je $patné vyudovani.

Zajem podnécujici objevitelské u¢eni vynasené Keithem Devlinem je to, o co kazdy
dobry uéitel samoziejmé usiluje, snaZi se toho samoziejmé dosdhnout co nejdtive, ale
nebyva to hned na za¢dtku. Avsak co se adepti DE-Graphu vlastné u&ili? Odpoved:
obrazky — a ne metody nalézani obrazki. Bavilo je vyvoldvat a ménit obrazky a to je
samoziejmé dalsi diivod, pro¢ ptestali poslouchat vyklad. Plné se stavim za zibavu,
zabavné uéeni je lepsi (a ic¢innéjsi) nez jiné, ale hrat si s X, je-li nasim cilem uéit se
oY, toneni uéenioY.

Spatné uéeni pravé uvedeného typu, totiz odpovédi hned, metody pozd&ji (pokud
viitbec?), neni vynalezem poéitatu. Klidné mohlo existovat mnohem dfive. Kazdy uéi-
tel kalkulu miiZe nechat studenty napsat nz™~! na kazdy list papiru, kde se objevi z",
a délat to mohou dfive, nez se objevi na obzoru podily pfiristki. Soudé podle mnoha
studentu, které jsem uéil po absolvovaném stfedoskolském vykladu kalkulu, mém po-
dezfeni, Ze mnoho utiteli kalkulu pravé tak postupuje. Tabulky integrilu (Pierceovy
a dalsi) existovaly a byly ddvno v oblibé. Po celou dobu mohli uéitelé ,,u¢it“ integrovani
prosté tak, Ze dali tabulky kazdému studentu do ruky. A i kdyby to tak uéitel neudélal,
studenti by tak mohli postupovat sami, nebof vyhledat hotové feseni se nékdy pova-
#uje za méné namahavé, nez o problému pfemyslet. Sam vsak vcelku nevé¥im, Ze tento
typ Spatného vyuéovani je rozsiteny — knizky jsou na hledani nepiijemné a vyhledat
néco v tabulkdch neni vidy iiplné nejjednodussi ikol. Ale dnedni poéitaée, to je zase
néco jiného. Jsou studentim snadno dostupné, jejich fanousci je inzeruji jako velky
krok do budoucnosti a je to zabava, velka zidbava, si s nimi pohrat. Stisknete knoflik
a pfedstaveni okami#ité za¢ina. KdyZ se chcete dovédét néco jiného, z programu vysko-
tite a stisknete jiny knoflik. Kocky a malé déti si rady hraji s pingpongovym mitkem
proto, Ze nepatrné usili vyvola velky ucinek, to je velice uspokojujici.

Uéte matematiku, ne programy

P#i vyuce s poitadi musime pe&livé rozvazit, naé polozime diraz. N&ktefi nadsenci
jsou, zda se, v pokuseni nauéit v nejlepsim piipadg, jak pouZivat poéitaé, aby se néco
délo a v nejhorsim piipadé, jak pouZivat jednotlivy program, aby se néco délo, spise
neZ aby nauéili, co to ,néco” je. To je §patné vyudovani a mozna nefikdm nic hlubsiho,
nez ze Spatny uéitel odevzdava Spatnou praci a dobry utitel dobrou, af uZ s poéita-
&em ¢&i bez ného. Moje obavy ohledné DE-Graphu a programu pro Dirichletovu tilohu
prameni z tohoto druhu Spatného vyuéovani, ke kterému uZivani takovych programi
(uzivéni v nepravou dobu) muze vést. Takovy postup je jako vénovat vétsinu &asu pfi
vychové budoucich strojviidca uéeni, jak ovladat fidici paky, nebo pfi vychové budou-
cich sifranttu uéeni, jak obsluhovat kédovaci zafizeni. Nezbytné? Pravdépodobné ano.
Postatujici? Jisté ne. Klonim se k druhému extrému: postavit se vibec proti uZivini
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poéita¢u pfi vyudovdni matematiky. UZijme pfiméru: pseudovyulovani, z néhoz asi
budou vychazet lidé, ktefi ¢as od éasu maji prilezitost stisknout na kalkulaéce knoflik
oznateny ,cos“, aniZz by méli ponéti, co kosinus znamena, a aniz byli schopni uvédomit
si, Ze pfi stisknuti 60° bude vysledek % Takovi lidé jsou, ale to nejsou ti, které se snazi
vychovat studium matematiky. Chceme také kromé jiného vyskolit lidi, ktefi budou
schopni navrhovat poéitaée budoucnosti a ne pouze obsluhovat ty dnesni.

Jaky zavér lze z téchto postiehi udélat? Jednou z moznosti je zakazat uzivani poé&i-
tatu jako zdroj odpovédi p¥i vyuéovani — ale to je posetilé. Je to posetilé, nebof je to
nerealistické. I kdyby #ddny uéitel nepouzival poéitaée timto zpusobem, potitaée by
stejné byly studentum k dispozici a na rozdil od tabulek integralu snadno dosaZitelné
a byla by radost je uZivat. NemiZeme legislativné vylouéit existenci poéitatl z vyu-
ky. Potitage se zabydlely v posluchdrnich i mimo né a musime se naudit s nimi Zit.
Otdzka: Jak? Odpovéd: Zménit zaméfeni vyuky tak, aby se zduraziiovaly nepoéitadové
ideje a metody. V piednaskach z kalkulu uéme pofiddny naroény kalkulus. Uéme ideje,
uéme zdroje rutinnych zpusobu pFistupti k problémum. Vychovejme studenty, ktefi, aZ
pfijde jejich &as, budou schopni fesit problémy, které zatim kvuli vlastni nevédomosti
neumime ani formulovat.

Rikim tedy, %e potitage pfinaseji spoustu dobrého, Ze nas nuti délat, co bychom méli
délat odjakziva? Snad. Rikim také, Ze by potitate nemély nahradit Zadnou souédst
naseho vyuéovani? Ano.
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Poznamka p¥ekladatele. K Axlerovu programu pro harmonické funkce pfipometime
tento vysledek M. Brelota a G. Choqueta (Second colloque sur les équations aux
dérivées partielles, Bruxelles, 1954, s. 45—66): Necht D C R™ je elipsoid a P je libovolny
polynom v R™. Potom existuje harmonicky polynom @ stejného stupné takovy, ze P =
= @ na hranici mnoziny D. (Autofi uvadéji, Ze tato vlastnost elipsoidy charakterizuje.)
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