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ktori nelutovali ndmahu a ¢as na to, aby zahrani¢ni hostia olympiddy odchadzali
spokojni a s nezmazateInymi spomienkami na nasu vlast.

Dobra vec sa podarila, i ked radost kazi nevelmi chyrne uc¢inkovanie nasho druz-
stva. Zostava vSak nadej, Ze po serioznom rozbore priin a zlepSeni podmienok
pripravy sa i nase vypravy budu vracat z MMO obtazkané cenami. KieZ by tomu
mohlo tak byt uz pri navrate z tej polskej!

v matematice se jevi prehnanou, podivame-li
se na né¢ ze S$irSiho hlediska. Existuji rtzné
drovné abstrakce, rizné urovné€ piesnosti
a dokonce rozlicné logické systémy; je zde
pfesnost na drovni inZzenyra, fyzika, obyejného
¢i vytfibeného matematika a nakonec spe-
cialisty v matematické logice. Avsak ani tato
nejvy$§i uroveni neni nic absolutniho. PFi
obvyklém vykladu =zadkladi geometrie na
universitach je Eukleidova axiomatika liCena
jako nedostacujici a Hilbertova axiomatika
jako idealni. To vSak neni opravnéné, protoze

A. D. ALEXANDROV:

u Hilberta se vychazi z intuitivniho mnoZinové-
teoretického hlediska, které se samo stalo
pfedmétem kritiky a jehoZ zédklady musely byt
teprve objasiiovany. Stejnou naivitou se vy-
znauje rozsifeny zvyk hovofit o dokonalé
pfesnosti universitniho kursu analyzy a vy-
jadfovat se pohrdavé o kursu analyzy pro inze-
nyry nebo o analyze epochy Eulera. OvS§emze
pfesnost na urovni Weierstrasse-Cantora,
obvykla v nynéj§ich kurzech analyzy, je
vy$$i nez presnost Eulerova; ze je vétsi u Hil-
berta nez u Eukleida. VSechno jsou to ale pou-
hé stupné v rozvoji presnosti matematiky.

\
O VYUCOVANI VOLITELNE MATEMATICE V SSSR

JIki VANA, Ostrava

Ve $kolnim roce 1970/1971 bylo v SSSR zahajeno vyuovani matematice ve 4. rog-
niku stfedni vS§eobecné vzdélavaci §koly (déti ve v€ku 10 let) podle novych osnov.
Bylo pro to vynaloZeno velké usili. Je§té b&hem let 1967—1970, kdy jiZ byla schvalena
predbéZna verze osnov, probihaly prace na ucebnicich. Byly ovéfovany v pokusném
vyu€ovani v riiznych oblastech SSSR. Definitivni osnova je vZdy schvalovana sou-
casné s pfislu§nou ucebnici.

V novych osnovach se i nadale poZaduje vytvafeni pevnych, v mnoha pfipadech
automatizovanych pocetnich navykid. Soufasné s tim se vSak zvySuji naroky na
obecnost vykladu uciva, zdtraziiuji se obecné principy, na jejichZ zakladé je predmét
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vybudovan. M4 byt odstranéna piehrada mezi aritmetikou a algebrou jako souc¢astmi
§kolské matematiky, postupné se maji zavadét potfebné mnozinové pojmy, hovoii se
o zdtiraznéni pojmu funkce (zobrazeni) a dokonce o funkcionalnim pfistupu k uéivu,
o vyuce geometrie ve vektorovém podani. Pfitom se pfedpoklada, Ze uplnou stfedni
vieobecné vzdélavaci Skolou (tj. desetiletou, v nékterych republikach SSSR jedenacti-
letou) projde znand &ast mladeZe. Mimofadné naroky na obsah matematického
vzdélani absolventa dplné stfedni v§eobecné vzdélavaci Skoly si tedy vyZaduji mimo-
fadné zpasoby prace se zaky. NejCastéji se patrné bude vyuZivat hodin volitelné
(fakultativni) matematiky, kterd se miZe zavadét jiz od 7. ro¢niku, jak ukazuje ta-

MMr

bulka o nejvyssich poc¢tech hodin matematiky tydné v jednotlivych ro¢nicich:

Tabulka 1.
Roénik 1. | 2. | 3. |4 |5 6. |7 1|8 ]9 |10
_ l ! ‘ (
Aritmetika s prvky algebry a geometrie 6 6 6 ! |
Aritmetika a algebra i 5/ 5 l
Algebra ; i | L4 13/4| 4
Algebra a tvod do analyzy : ’ ! i 3] 3
Geometrie ! D1 ] 293/2) 2 21 2
‘ | }
! | i
Celkem povinné matematika 6| 6 6 6 ‘ 61 6 6, 6| 5| 5
| Volitelna matematika Lo | 20 41 6] 6
| T ‘ i
Celkem povinné vSechny predméty 24 | 24 | 24 | 30 i 30 /30|30 !30 30| 30
|

Poznamka:V 1.—3. ro¢niku vyuCuje matematice tfidni ucitel, ve 4.—10. ro¢niku odborny
ucitel. Déti vstupuji do skoly v 7 letech.

Pro volitelnou matematiku v 9. a v 10. roéniku se doporucuje zvlast€ rozsifeni
tvodu do matematické analyzy, sezndmeni s diferencidlnimi rovnicemi a s jejich
uZitim, seznameni s numerickymi metodami soucasné matematiky, uvedeni do pro-
blematiky linedrniho programovani, seznameni se zaklady uziti samocinnych po&i-
tacld. Dale je moZné ve vybranych Skolach a tfidach zfizovat specidlni kursy asi
v rozsahu 70 vyu¢ovacich hodin, v nichZ se Zaci podrobnéji seznamuji napf. s progra-
movanim pro samodinny pocita¢ véetné uvedeni vybranych programovacich jazyk.

JiZ tento vyfet moznych témat jisté¢ vzbuzuje u naSeho C&tenafe zajem o jejich
konkrétni zpracovani. Kromé podrobnych &lankt v Casopise Matematika v Skole
miiZe tento jeho zajem uspokojit série sborniktt Problémy matematické skoly, vyda-
vana pé¢i Institutu v§eobecného a polytechnického vzdélani Akademie pedagogickych
véd SSSR v nakladatelstvi ProsvésCenije v Moskvé. Prvy sbornik vysel jiZz v roce 1965,
posledni nAm znamy v roce 1969; viechny jsou v CSSR snadno dostupné.
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Zajimavé udaje nalezneme v pfedmluvé sborniku [1], kterd uvadi, Ze snahy o za-
vadéni volitelné matematiky (pfipadné specialnich kurst) Ize v SSSR sledovat uz od
roku 1959/1960, pfi¢em? jiz po&atkem 60. let byla zavedena v celé fad& $kol. Proto
uZ muZeme hovofit o vice neZ desetileté zkusenosti, ktera v sobé skryva pfekonavani
iady problému. Hlavnim z nich asi bylo dosahnout organického sepéti volitelné ma-
tematiky s béZnou Skolskou matematikou. Zda se, Ze dnes se to stalo jednim z cila
postupné zavadénych osnov a ucebnic matematiky v SSSR. Pro pfipadné odpurce
tzv. pfekotného modernizovani §kolské matematiky stoji zato poznamenat, Ze v dobg,
kdy nové pojeti matematiky dorazi v SSSR do 9. ro¢niku stfedni $koly, bude se opirat
o vice neZ patnactiletou zkuSenost. Domnivam se, Ze opirat se o zkusenost jesté delsi
uZ neni moZné. Stadi si napf. uvédomit, Ze za ta léta se podstatn& zménily poZadavky
na praci se samocinnymi po¢itaci, kterd ma byt naplni jednoho ze specialnich kursi
a ovliviiuje aspon nepfimo jesté dalsi témata. Jsme ve vyhod€, miiZeme-li zkuSenosti
sovétské Skoly vyuZivat, protoZe ke zméné pojeti stfedoSkolské matematiky dochazi
u nas teprve v poslednich nékolika letech. Navic volime obdobny ,,takticky* postup
jako v SSSR. Davame totiz do rukou stfedoskolskych profesorit navody moZnych
cest, jimiZ Ize k novému pojeti dospivat, aniZ bychom striktné vymezovali kazdy
jednotlivy detail, ktery je tfeba nezbytné dodrZovat.

Ve sbornicich zaujmou predevsim stati o vyucCovani zakladiim matematické
analyzy, které vétSinou napsali vysokoskol§ti ucitelé soudasn€ pracujici se Zaky
stfednich $kol. Autofi spravné poznamenavaji, Ze nelze pfenést vysokoskolské kursy
matematické analyzy do stfedni $koly, naznaduji, co je podle jejich nazoru Zadouci
a mozné (viz napf. str. 13—19 v [1], str. 5—47 v [3], str. 48—175 v [3]). Zajimavé je,
Ze derivovani a integrovani nepovaZuji za nikterak podstatné, i kdyZ se mu nevyhy-
baji. Davaji pfednost napf. praci se spojitymi funkcemi jedné realné proménné, pfi-
gem? uvadgji celou fadu vybranych tiloh vhodnych pro Ziky. Ulohy jsou obtiZn&jsi
(aZ na vyjimky pfi zavadéni novych pojmi) neZ ty, které jsme zvykli pfedkladat nasim
Zaktm. Na str. 28 sborniku [2] se od zZakt 9. ro¢niku poZaduje, aby ‘dokézali vzajem-
nou zamenitelnost definice spojitosti funkce v bod€ pomoci limity posloupnosti
a definice téhoZ pojmu pomoci okoli. Na str. 29 sborniku [2] je tloha: DokaZte,
Ze kazdé spojité zobrazeni mnoZiny bodl useCky do sebe ponechava aspoii jeden
fixni bod. Diikazovym lohdm se dava pfednost pfed ostatnimi, mnohé z nich viak
vyZaduji zna¢nou podetni zb&hlost. Jestlize je Zak fe§i s pomoci vyulujiciho nebo
aspoii v pfipravené metodické fadg, miiZe postupn& nabyvat této zbéhlosti. (Ulohy se
ve sbornicich asto uvadéji v potadi, ve kterém byly Zaklim skuteCné pfedkladany,
viz napf. str. 96-—138 v [4].) Casova ndro&nost takového metodického postupu je
velik4, naSim dosavadnim zvyklostem odporuje. Snad jen néktefi feSitelé MO vénuji
svému oblibenému pfedmétu obdobné mnoZstvi Casu. Ve sbornicich nalezneme
zminky o tom, Ze Zaktm, ktefi projevi zajem, se zadavaji soubory obtiZnéjsich uloh
i na dobu prazdnin; viz napf. str. 47 v [2].

Soucasné miliZeme ve sbornicich &ist i pfispévky autorti, ktefi obtiZnost uloh
nepiehanéji (jde asi o jiné podminky, spiSe o praci s nadanymi Zaky jedné $koly
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vedenymi jejich uditelem matematiky). Velmi propracované je vyudovani grafickému
znézorniovani funkci (viz napf. str. 324—346 v [2] nebo str. 223—271 v [4]), odtud
by bylo mozné velmi mnoho pfevzit pro vyuéovani matematice na gymnasiich u nas.
Obavam se vSak, Ze ndzory na vyznam tohoto tématu se budou riznjt. PFispévky
otisténé ve sbornicich mohou ovsem dat diskusi asporii fakticky podklad.

Podobné by mohla byt pfimou pomoci pro naseho profesora matematiky stat
o obycejnych diferencialnich rovnicich (str. 87—123 v [1]). Zd4 se, Ze vybér materialu
v ni je vhodny, vhodné je téZ vychazet z technickych a pfirodovédnych aplikaci. Totc
téma bylo probirano v 10. ro¢niku stfedni Skoly a muze slouZit k ,,mezindrodnimu
srovnani‘, budeme-li je probirat se Zaky naSeho gymnasia.

Prispévky vénované neékterym otadzkam linearni algebry najdeme napf. na str.
5—47 v [2], na str. 5—84 v [3], na str. 161—215 v [3], na str. 7—51 v [4]. Uvazime-li
obdobnou tematiku probiranou dnes ve 2. ro€niku naSich gymnasii se vSemi Zaky,
zjistime, Ze jeji vyklad je podavan abstraktnéji, s vétSim dlirazem na obecnost, s men-
§im na aplikace, neZ je tomu v popisovanych hodinach volitelné matematiky v SSSR.
Spolenym znakem je snaha uplatnit znalosti vektorové algebry pfi probirani geo-
metrie. To je dnes velmi &asté nejenom v SSSR a CSSR, ale vybér udiva nebyva
jednotny. Zda se, Ze neni shoda ani v tom, zda je u€elné zabyvat se nejprve dukladné
vektory v roviné a na pfimce, pak v trojrozmérném prostoru, a nakonec teprve
v n-rozmérném prostoru, kde »n je libovolné ptirozené Cislo, ¢i najednou vektory
tvofenymi v libovolné zdkladni mnoZiné. Pfitom nalezneme na str. 7—51 sborniku
[4] zpravu o préci se tfemi desatymi tfidami moskevské Skoly, jejichZ Zaci se otazkami
linearni algebry zabyvali uZ druhym rokem a studovali n-rozmérny eukleidovsky
metricky prostor, v ném otazky délek, obsahil a objem1, linearni operatory, kfivky,
plochy a nadplochy druhého stupné. Samoziejmé pomoci kratkého vykladu a samo-
statného feSeni uloh. Z nich vybiram:

© Uvedte priklad linearnich operatori A a B takovych, Ze je AB + BA.

@® Necht je 4 takové zobrazeni n-rozmérného eukleidovského prostoru do sebe, které zacho-
vava skalarni soudin. Dokazte, Ze A je linedrni operator.

@ Jaky je rozmér prostoru vSech linedrnich operatord v n-rozmérném vektorovém prostoru?

@ Urcete aspoii jednu rovinu protinajici elipsoid

2 2 2
X1 X2 X3
S+ 5+ 5=0

ai az ajs

Nutno je$té pfipomenout, Ze Zaci nadani pro matematiku maji v SSSR moZnost
studovat v internatnich $kolach pfi fakultach vysokych $kol a pfi matematickych
ustavech, ve specialnich tfidach b&znych Skol, ve vefernich Skolach, dalkovych
(korespondencnich) $kolach, v letnich (prazdninovych) $kolach, tdastnit se prace
v zajmovych krouZcich, v klubech, v matematickych olympiddach atd. Bez osobniho

wvry

seznameni s t€mito zpisoby prace nejde ani odhadnout jeji §ifku a hloubku, naroc-
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nost.a uéinnost, poéty zZaku, ktefi se ji ucastni. Snad nebude nesnadné ziskat pro nas
Casopis puvodni stat sovétského autora. Jisté by to mohl byt néktery z autora pfi-
spévkil ve sbornicich [1] — [4]. Pfiklad, ktery miiZeme ziskat, bude pouény.

V tématech z matematické analyzy i linearni algebry se projevuje snaha o apliko-
vatelnost ziskanych znalosti a dovednosti. Pfedpoklada se ziejmé&, Ze se ani Zaci
vyssich t¥id stfedni $koly neobejdou bez vhodné motivace a znacné nazorné, o intuici
opfené pfipravy k osvojeni abstraktnich matematickych pojmi. Ma-li jit o aktivni
osvojeni uceleného tématu, je aplikace ziskanych znalosti a dovednosti jeho samo-
zfejmym dovrSenim, které navic odpovid4d poZadavklim spoleCnosti na socialistickou
Skolu. Zpracovanj nekterych prispévki vSak vyvolava pochybnosti o tom, zda jde
vzdy poskytnout dostatek pftilezZitosti k apalikacim bez pfemiry probiranych novych
pojmi. Autofi si to jisté uvédomuji; lze to ostatné pozorovat pii Cetbé nékolika
prispévkl téchZe autorl, v nichZ vyuzivaji svych postupné ziskanych zkuSenosti (viz
napf. prispévky R. S. GUTERA a spolupracovnikii na str. 20—40 v [1], na str. 176 az
246 v [2], na str. 96—138 v [4]). MnoZstvi novych pojmi se snazi omezovat.

Poné&kud vyjime&né jsou ptispévky M. L. GERVERA a spolupracovniki (str. 41—86
v [1], str. 216—237 v [3]), v nichZ najdeme fadu uloh z abstraktni algebry. Jde o praci
s tabulkami popisujicimi binarni operaci v kone¢né mnozin€, o zkoumani vlastnosti
binarnich operaci a jednodusSich vlastnosti algebraickych struktur s jednou ¢i se
dvéma binarnimi operacemi, o studium izomorfismit téchto struktur. Pfitom se
ov8em klade diraz na vhodné interpretace, takZe v tomto sméru pfispé€vky z fady
ostatnich nevybocuji. Napf. pfi studiu grupy se uvadéji prakticky vSechny priklady
grup, s nimiZ se 74k miZz b&Zné& setkat. P¥i studiu izomorfismi se vyuziva znalosti
Ciselnych obori; napf. v tloze, zda jsou izomorfni grupy <N, +> a <Q, +), kde
N je mnozina ptirozenych Cisel a Q mnozina racionalnich ¢isel. Pozaduje se konstruk-
ce algebraické struktury spliiujici jistou podminku nebo zdivodnéni, Ze takovato
konstrukce neni mozna; napf. v uloze: lze sestrojit komutativni téleso ze 4, nebo
z 6, nebo z 8, nebo z 12, nebo z 36 prvk(? Atd., atd. Zaujaly by podobné ulohy téz
Zaky naSich gymnasii? Dnes mame moZnost opfit se napf. o HruSovu broZuru
Polynomy v moderni algebie (Praha, Mlada fronta 1970. 104 s.).

Jakymsi prispévkem do stalé diskuse o tom, zda zZakim gymnasii maji byt predkla-
dany jen tulohy tésné se primykajici k u€ivu zdvazné uréenému osnovami, lohy
viceméné standardni, znovu a znovu opakované, ¢i naopak tlohy vyZadujici prede-
v§im vtip, napad, pruzné a tvofivé mysleni, jsou stati o tlohach veéerni mate-
matické Skoly pii Moskevské statni universit€ (viz str. 151—169 v [1] a str. 139 aZ
193 v [4]). Pfiznam se, Ze ulohy tam uvedené jsou mi blizké, Ze bych je rad zadaval
studuyjicim gymnasia, jsou mnohdy jakymsi zi€lesnénim nékterych snah pracovniki
nasi MO. Pfitom musim do zna¢né miry pfijmout namitku, Ze obsah kazdé z uvede-
nych tloh neni natolik pedstatny, aby bylo vhodné zadavat ji vSem zakdm bez
vyjimky. Zda se, Ze i profesor gymnasia potiebuje pro volitelnou matematiku (vyuc.
predmét, zajmovy krouZek, klub) sbirku tloh, ve které ho autoritativni autofi zbavi
pochybnosti, zda je Z4douci zabyvat se tilohami o délitelnosti, o feSeni specidlnich
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rovnic, o kédovani, o vybarvovani rovinnych oblasti, o kombinatorickych otazkach
atp., a to ¢asto v Zertovné podobé. Napf.

@® Je dina mnozina Cisel {3, 32, 33, cens 31000}. Kazdé z Cisel této mnozZiny je zapsano jen
jednou ze tii tuzek: Cervenou, modrou, zelenou. Dokazte, Ze soucet Cisel zapsanych Cervenou
tuzkou nemulzZe byt roven souctu Cisel zapsanych zelenou tuzkou.

@ Autobusové jizdenky v Svambranii maji &isla od 000001 do 999999. Svambranci povaZuji
za §fastnd ta Cisla, u kterych soulet prvych tfi cifer je roven souctu poslednich tf¥i. Dokazte, Ze
soulet viech ,,5fastnych* &isel na jizdenkach ve Svambranii je délitelny 13.

@ Je dana usecka AB. Sestrojte takovy Ctverec, aby body A, B lezely na jeho obvodu a aby
soucet vzdalenosti bodu 4 od jeho vrcholi byl co nejmensi.

Zavazn€jsim problémem je volba tématu z numerické matematiky, kterému
by méli byt vyu€ovani Zaci stfedni skoly. U¢itelé sovétskych §kol ziskali v tomto sméru
tak bohaté zkuSenosti, Ze zde nezbyva, neZz &tenafi doporudit, aby jich vyuzil, je-li
postaven na misto, kde je to mozZné. Treba tak, aby si rozmyslel, zda volba tzce

veNr >

vymezeného tématu numerické matematiky je nejvhodnéjsim feSenim. Pro Zaka
stfedni Skoly by moZna bylo téelnéjsi, kdyby znal moZnosti vyuZiti matematiky
v dnes$ni socialistické spolenosti a pozadavky, které z nich vyplyvaji na stfedo-
$kolsky vzdélané pracovniky. Clanky ve sbornicich [1]— [4] takovou informaci
v plné mife neposkytuji. Snad Ize doufat, Ze na strankach nasich ¢asopisit dostaneme
jiZ brzy piivodni informace zasvécenych autorti z CSSR. Bylo by jich velmi zapotiebi.
Ptipometime si znovu a znovu se opakujici nedostatek uchaze¢l o studium oborl
naroénych na matematickou pfipravu. UvaZime-li vysledky dosaZené s nékterymi
Zaky ve volitelné matematice v SSSR, pfestane se nam jevit nesplnitelnym poZadavek,
abychom piekonali nepfiznivy postoj vétSiny nasich Zakt k matematice. Dosdhneme-li
navic u né€kterych z nich vybornych vykont, tim Iépe.
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