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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROCNIK XIII — €ISLO 5

DISKRETNI ULOHY DYNAMICKEHO PROGRAMOVANI*)

DAGMAR GLUCKAUFOVA, MILAN VLACH, Praha

DISKRETNI STOCHASTICKE ULOHY DYNAMICKEHO PROGRAMOVANI

V ulohdch dynamického programovani se ¢asto setkdme se soustavami, které jsou
jen zC&4sti regulovatelné, protoZe na jejich chovani maji vliv ndhodné faktory.

Obecnou formulaci téchto tzv. stochastickych tloh dynamického programovani
nelze podat, nebotf ndhodné faktory mohou pulisobit na chovdni soustavy zcela
odlisnymi zpusoby. Omezime se proto v této kapitole na formulaci hlavnich typu
stochastickych uloh.

1. Pfiklady prvych dvou typu stochastickych tloh dynamického
programovdni: tloha o ndhradnich dilech a uloha o tézbé
ze dvou dolu

Soustava prochdzi stavy v n-etapdch, jezZ jsou popsdny stavovymi vektory p4, p,, ...
ceor P

Novy stav je funkci stavu pfedchoziho a provedeného rozhodnuti, stejné€ jako tomu
bylo v tlohdch deterministickych (Viz odst. 1,1), to znamenad

(2.1) Pi+1 = T(Pi’ ql) i = 1, 2, ey, B — 1.

Kromé& toho mohou byt stavové vektory p,, ..., p, svdzany jistou omezujici podmin-
kou, napf. tvaru

(2.2) Yalp? < bV, j=1,..,k, pP 20,
i=1

kde p¢” jsou slozky vektoru p;; k je rozmér stavového vektoru. Ke kaZzdému stavo-
vému vektoru p; je ptifazena ndhodnd veliina v; s danym pravdépodobnostnim
rozloZenim a ddle funkce stavového vektoru p; a ndhodné velidiny v;; tuto funkci
oznadime @(p;, v;). Ulohou je provést rozhodnuti v kazdé z n etap, jimiZ soustava
prochdzi, jinymi slovy: nalézt rozhodnuti (zpravidla je lze vyjdfit jako &isla)

*) Dokonéeni ze 4. C.
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q1s .-+ du—1 tak, aby stfedni hodnota veli¢Giny Y, ¢(p;, v;) vzhledem k ndhodnym
i=1
veli¢indm vy, ..., v, byla minimédlni.

To znamend nalézt

(2.3) min E Zn:%(Pi, v;).")

41,d25e005qn—-1 Vi i=1

Tato tloha se li§i od deterministické Glohy dynamického programovadni v podstaté
pouze minimalizovanou u¢elovou funkci. Tim, Ze hleddme minimum stfedni hodnoty
ucelové funkce

.Zlq’i(Pi’ ),

kterd je funkci ndhodnych veli¢in vy, ...,v,, pfevedli jsme stochastickou tlohu
dynamického programovdni na dlohu deterministickou. Proto ani feSeni této ulohy
se nebude liSit od FeSeni, které jiz zndme z prvé kapitoly. Uvedeme nyni konkrétni
priklad.

Tento piiklad patfi mezi tlohy, které na prvy pohled (podobn& jako uloha opti-
mélniho rozd&leni zdrojit) nemaji nic spole¢ného s viceetapovym rozhodovacim
procesem, nebot po nds Zddaji jednordzové rozhodnuti a nikoli rozhodnuti provddénd
postupné v jednotlivych etapdch, a tedy v Case. Teprve jejich formulaci jako flohy
dynamického programovdni, to znamend umélym roz¢lenénim na etapy, vysvitne
jejich pfibuznost s viceetapovymi procesy, které probihaji v redlném dase.

Piedpoklddejme, Ze skladujeme celkem n druhi@i ndhradnich dilt, ddle, Ze mdme
k dispozici d m® skladovaciho prostoru a ¥e kazdy ze skladovanych ndhradnich
dili zabere postupné ay, a,,...,a, m® tohoto prostoru. Nechf dédle n; znamend
ztrdtu za jeden ndhradni dil j-tého druhu, ktery neni na skladé. Kromé& toho pfed-
poklddejme, Ze poptdvka po j-tém ndhradnim dilu v; je ndhodnou veli¢inou s Poisso-
novym rozloZenim s parametrem pu;. Ukolem je uréit, kolik kust ka?dého druhu
ndhradnich dilt se ma skladovat, aby ztrdta vznikld nedostatkem ndhradnich dili
byla minimdlni. Ozna¢me x; pocet skladovanych ndhradnich dilt druhu j. To zna-
mend, Ze mdme feSit ndsledujici ulohu:

Minimalizovat funkci

n -]
(2.4) z= Z [ X (k = x;) p(k, )]
ji=1 k=xj
pfi omezeni x; = 0, x; celd,

(2.5) j; a;x;

IIA

d,

1y Symbolem E rozumime stfedni hodnotu pfes viechna v;ii=1,...,n.
vi
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kde

Iik'
: ) = [t iy )
p(k; 1) = !

(odhadem pro y; je stfedni hodnota poptdvky po j-tém ndhradnim dilu). Je zfejmé, Ze

kp(ks uy) = wp(k — ;) kz1.
Lze tedy psat

- wiP(x; — 15 05) — x;P(x;5 1) 5 x; =1,
k — x;) p(ki;) = AL J M\ By j
5= )l = (00 1
kde

P(x.v ”J) - Z p(k 'ul)

k=xj

Funkce ¢(p;, v;) jsou zde tvaru

7Ii(l’i - xi) pro v; = Xx;,

0 pro v; < x;;

omezeni (2.2) je tvaru (2.5).
Rozhodnuti g; zde predstavuje pocet skladovanych soucdstek druhu i; vztahy
(2,1) jsou zde specidlniho tvaru, tj.

X; = q;
a ddle

Aj11Xipy S d — zajxj'

Jak je z formulace ulohy zifejmé, je

min E Z(p(p,,v) =

(2.6) = min 3 [x, Z(k x;) p(k; ;)] =

..... xn j=1 k=xy
min jZl[ﬂjP (s = 15 15) = x;PCxs5 )] 5
X1yeresXn J=
definujeme
k
(2.7) fi(d) = min .2 LwiP(es = 15 y) — x;P(xj5 )] 5
X1 geeny Xn J—

kde minimalizujeme pfes vSechna celd nezdpornd vyhovujici podmince

|I/\
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K vypottu {fi(d)}s-, uZijeme rekurentniho vztahu

(2.8) fi(d) = min {m[mP(x, — 15 ) — xP(x;5 )] +
+ fiei(d — ax)}, k=2,3,..,n

kde minimum hleddme pfes x, = 0, 1, ..., [d[a,] !)
fl(d) = min {nl[ﬂlp(xl -1 #1) X1 (xu H1)]}
X1

kde minimum hleddme pfes x; = 0, 1, ..., [d/a,]. Hledand hodnota je potom f,(d).

Dalsi typ stochastickych tloh dynamického programovani se od pfedchazejiciho
li§i pouze tvarem rozhodovaciho kritéria. Obecné popisovat proto tento typ znovu
nebudeme a omezime se pouze na ilustrativni priklad, pfevzaty z BELLMANOVY
prace [2].

Pfedpoklddejme, Ze mdme dvé loZiska n&jaké suroviny, pfiCemz prvé loZisko, jez
oznacime jako A, obsahuje mnoZstvi x, loZisko B pak mnoZstvi y uvazované suroviny.
K té€zbé mdme k dispozici pouze jedno zafizeni, znaéné citlivé k poruchdm. Bude-li
zafizeni pracovat v dole 4, potom s pravdépodobnosti P, vytéZime &dst a, vyskytu-
jici se suroviny a s pravdépodobnosti 1 — P; dojde k poruSe zafizeni a nevytéZime nic.

Analogicky pro loZisko B: vytéZime &dst a, s pravdépodobnosti P, a k poruse
dojde s pravdépodobnosti 1 — P,.

Na poddtku kazdého Easového obdobi (napf. m&sice) se rozhodujeme, v kterém
dole mame zafizeni pouzit. Ukolem je stanovit pldn pouZiti téZebniho zafizeni na n
Casovych obdobi dopfedu tak, aby celkové mnoZstvi vytéZené suroviny za n obdobi
bylo maximdlni (dojde-li k poruse zafizeni dfive neZ za n obdobi, je proces ukonden
dfive).

Jde o stochastickou tlohu a budeme maximalizovat stfedni hodnotu celkového
mnoZstvi vytéZené suroviny.

V kaZ?dé etapé se rozhodujeme pouze mezi dvéma eventualitami A4, B. Refenim
ulohy je nalézt posloupnost rozhodnuti pro loZisko A nebo B, kterou oznacime
posloupnosti pismen A, B napf.

A, B,B,A4,4,B,...,

jejiz maximélni délka je n pismen.

Pfedpoklddejme nyni, Ze v prvém obdobi jsme provedh rozhodnuti q, = A4;
vysledek dosaZeny v tomto obdobi zavisi vSak je$té na ndhodném faktoru, takZe na
zadatku druhého obdobi je s pravdépodobnosti P; popsdn stav vektorem

P, = (x - aX, y)

a proces bude ukoncéen koncem prvniho obdobi s pravdépodobnosti 1 — P;,.

1) [d/a,] znamen4 nejvétsi celé &islo mensi nebo rovné day.
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Analogicky provedeme-li v prvém obdobi rozhodnuti g; = B, je na za¢dtku druhé-
ho obdobi stav soustavy s pravdépodobnosti P, popsdn vektorem p, = (x, y — a,y)
a s pravdépodobnosti 1 — P, bude proces ukoncen koncem prvniho obdobi.

Definujme posloupnost funkci fk(x, y) jako stfedni hodnotu vytéZené suroviny za k
obdobi pfi optimdlni posloupnosti rozhodnuti v k obdobich.

Volbé rozhodnuti A je pfifazena stfedni hodnota suroviny vytéZené za jedno
obdobi P;a,x; volbé rozhodnuti B je pfifazena stfedni hodnota vytéZené suroviny za
jedno obdobi.

Je tedy
fi(x, y) = max [P,a;x, P,a,x] '),

md-li t&Zeni trvat jen jedno obdobi. Méd-li téZeni trvat B obdobi a rozhodujeme-li se
na zaddtku obdobi pro B, je obdobng

ff(xs y) = Pylay + fk—l(xs (1 =ay)y)],

kde fi-q(x,(1 — a,) y) pfedstavuje optimdlni vysledek t&zby za druhé aZ k-té
obdobi, tj. za (k — 1) obdobi. Stejng, volime-li v prvnim obdobi rozhodnuti 4, je

f;:(x, y) = Pila;x + fi- (1 — ay) x, y)].

Chceme-li dostat optimdlni rozhodnuti v k etapach, je nutno provést takové roz-
hodnuti, které vede k v&tsimu mnoZstvi vytéZené suroviny. Dostdvdme tedy koneéné:

flx, ) = max [fi(x, y), fi(x, )] %) =
= max {[Py(a;x + fi-1((1 — ay) x, ¥)], [Pa(azy + fi-1(x, (1 — a3) ¥)]} -

2. Sekvenéni stochasticka tloha dynamického programovadni

Stav soustavy popsany stavovym vektorem p nebude nyni funkci pouze predchozi-
ho stavu a provedeného rozhodnuti, jako tomu bylo v pfipad€ deterministickém
(a také v pipad& prvych dvou typh stochastickych tloh, viz (2,1)), ale z4visi jest& na
ndhodném faktoru.

Predpoklddejme tedy, Ze za pocdteéniho stavu soustavy popsaného vektorem p,
bylo pfijato rozhodnuti g,. Na rozdil od deterministického pfipadu nebude timto
rozhodnutim a danym podédtecnim stavem uréen jednoznacn€ novy stav: novy stav
bude jesté zdviset na hodnoté, které nebude ndhodn4d veliina vyjadfujici vliv ndhod-
nych faktorii na soustavu v prvé etap& (v prvém &asovém obdobi).

Oznagime p, = T(py, qq, r;) stav, ktery nastane pfi rozhodnuti g, a pii
realizaci r; ndhodné veli¢iny v prvni etap&. ProtoZe p, zdvisi na hodnoté, ktercu

1) Zde opét max [by, by] znali vétsi z &isel by, b,.
%) Zde opét max [by, by] znadi vétsi z isel by, b,.
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nabude ndhodnd velifina, r; je téZ ndhodnou veli¢inou. Provedenim rozhodnuti g,
dospé&jeme analogicky ke stavu

Ps = T(P2, g2, 72) atd.

azZ provedenim rozhodnuti g, dospé&jeme ke stavu

Pri1 = T(P,,, dn» rn) s

kde r; znadi realizaci pfislusné ndhodné veli€iny.

Pfedpoklddejme (a z Fady aplikaci je vidét, Ze tento pfedpoklad je dosti realisticky),
Ze ndhodné veliiny predstavujici vliv ndhodnych faktorfi na soustavu v jednotlivych
etapdch jsou navzdjem nezdvislé.

Pfipomeitime si, Ze pocinaje stavovym vektorem p, jsou stavové vektory ndhodny-
mi veliCinami; ponévadZ provddénd rozhodnuti g; pocinaje q, zdvisi na okamzZitém
(ndhodném) stavu soustavy, zdvisi rozhodnuti g, na hodnotdch 7y, ..., r;_;, kterych
nabudou ndhodné veli€iny. S kazdym n-etapovym procesem tohoto typu spojujeme
jistou funkci, o které opét pfedpokldddme, Ze md markovskou vlastnost a kterd je
tvaru

F(Pl’ ooy ‘P”; ql’ oy q"; rl, “oey r") = .Zlgi(Pi, qi’ ri) .

Chtéli bychom nyni volit rozhodnuti ¢4, ..., g, tak, aby funkce F nabyvala svého
maxima. AvSak pfi jakékoli volbé téchto rozhodnuti je funkce F ndhodnou velii-
nou. Optimdlni rozhodnuti g4, ..., g, 1ze ovem provést napf. tak, aby stfedni hod-
nota F funkce F pfes viechny ndhodné veli¢iny nabyvala své maximdlni hodnoty
(stfedni hodnota je opét funkce s markovskou vlastnosti), nebot plati

F =izlgi(Pi’ 4 1) .

Zdadlo by se, Ze jde o pouhou zménu kritérii; misto piivodni Gdelové funkce maxi-
malizujeme nyni jeji stfedni hodnotu. AvSak ve skutenosti tomu tak neni, rozdil
zdlezi v samé struktufe obou procesil. V pfipadech dosud probranych byla feSenim
ulohy jedna optimdln€ vybrand posloupnost rozhodnuti (q’f, e 1); Vv piipad&
sekvenénim je tato optimdlni posloupnost posloupnosti funkci ndhodnych veliéin
(ptifadime-li rozhodnutim &isla, coZ bude pravidlem); v kaZdém konkrétnim procesu
bude posloupnost nabyvat jinych hodnot v zdvislosti na tom, jakou cestou se (vlivem
ndhodnych faktorﬁ) ubird uvaZovany proces.

Nasim ukolem neni tedy udat jen jistou n-tici rozhodnuti, ale v kazdé etapé nalézt
pro kaZdy p¥ipustny stav (t]. stav, k némuZ v disledku ndhodnych faktort miZe dojit)
vhodné optimadlni rozhodnuti; odtud ndzev sekvenéni. V dfive probranych tlohdch
byla posloupnost optimdlnich rozhodnuti jen jedna a tikolem bylo ji pfedem stanovit;
v sekvenéni tloze posloupnost optimalnich rozhodnuti je posloupnosti funkci na-
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hodnych veliCin; kterych hodnot tyto funkce nabyvaji, se uruje aZ v pritbéhu procesu
v zavislosti na ndhodné vzniklé situaci.

Jde o tzv. regulaci se ,,zpétnou vazbou‘; od faktického stavu soustavy k jejimu
fizeni. A prdvé z tohoto dlivodu se zdd vyhodné pouzit dynamického programovani
k feSeni nékterych sekvenénich stochastickych tiloh, nebot jiZ z povahy tohoto pfistu-
pu vyplyvd, Ze v kazdé etapé se rozhodnuti automaticky urcuje jako funkce stavového
parametru piislusné etapy.

Oznacime-li nyni

(2.9) fup1) = max EY) F(Py,eoosPus Qs veor Gu3 Tis oes T)
Q1 seeey dn ri
a
»
fu-i(py) = max E { zkgi(Pi, di 13}
Qicreoerdn Tk i=

Ize feSeni sekvendni stochastické ulohy popsat ndsledujicimi zndmymi funkciondlnimi
vztahy:

(2.10) f1(P) = max E (P> G 1)) »

dn n

fn(pl):=:max E{9:(P1, 41, 1) + fa-1(T(P1> 415 71))} -
qa r

Predpokldddme-li ddle, Ze viechny ndhodné veli¢iny r; %) i = 1, ..., n maji stejné
rozloZeni dané distribuéni funkci G(r), lze rekurentni vztahy (2,2) piepsat ve tvaru:

(2.11) fi(pn) = max Jg..(Pm s 1) dG(r),

fpy) = m:tlx f[éh(Pu a1, 1) + fue1(T(Pys 41, 7))] AG(r) .

Je-li konedng& rozloZeni vSech ndhodnych veli€in r; stejné a navic diskrétni, tj.
kazd4d ndhodnd veli¢ina r; nabyvd hodnot Sy, ..., Sy s pravdépodobnostmi Py, ...
..., Py, 1ze rekurentni vztahy psdt v pomérné jednoduchém tvaru:

1) 1(p) = max(3 Ponlpn ).

fu(py) = max j:él P{(91(P1> 415 S1) + fu-i(T(P1, 41, S;))}] -

q1
Odtud je vidét, Ze po formdlni strdnce je tvar funkciondlnich rovnic (a tedy i vipo&etni

postup) u obou procesil tyZ; rozdil zdleZi pouze ve struktufe ziskaného feseni. UZitim

1) Symbolem E rozumime opét stfedni hodnotu pfes viechna rpi=1,...,n
ri

2) Ve shods s literaturou nerozlisujeme v oznageni mezi ndhodnou velitinou a jeji realizaci.
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rekurentnich vztah@ (2,12) dostaneme posloupnost optimdlnich rozhodnuti

(a1, 45(P2) - dn(Pn)) -

Vsechny prvky této posloupnosti zdvisi na ndhodném stavu soustavy; jsou tedy
funkcemi ndhodnych veli€in ry, ..., r,. Ziskané feSeni pouZijeme k Ffizeni procesu
ndsledujicim zptisobem:

V prvé etap& provedeme rozhodnuti g7 a Sekdme na vysledek této etapy p, (jenZ
zdvisi na hodnot& ndhodné veli€iny r,).

V druhé etapé zjistime rozhodnuti ¢} piislusné k vysledku prvé etapy p, (tj. vyhle-
ddme v tabulce hodnot funkce g3(p,) hodnotu piisluSnou k argumentu p,) a vyckd-
me vysledku druhé etapy, jenZ zdavisi na ndhodném faktoru r, atd.

Uloha teorie skladu jako pfiklad sekvenini stochastické ulohy dynamického
programovdni

Predpoklddejme, Ze mdme regulovat zdsobu jednoho druhu zboZi béhem n Caso-
vych obdobi. Na pocédtku kazdého obdobi 1ze objednat zboZi k doplnéni skladu. Pro
jednoduchost pfedpoklddejme, Ze dodaci lhiita je konstantni a Ze objedndvka ucinénd
na poc¢dtku obdobi pfijde vZdy pfed koncem uvaZovaného obdobi. Necht ddle v;
jsou navzdjem nezdvislé ndhodné veliiny nabyvajici jen diskrétnich hodnot a znadici
poptdvku po zboZi v j-tém Easovém obdobi. Oznadme p;(v;) pravdépodobnost, Ze
ndhodnd veli¢ina nabude hodnoty v;') (poptavka po zboZi je v jednotlivych €asovych
obdobich riznd; ndhodné veliCiny v; znacici poptdvku po zboZi v jednotlivych ¢aso-
vych obdobich maji proto riiznd pravdépodobnostni rozloZeni). PoZadavky, které md
systém splnit v okamZiku, kdy zboZi neni na skladg€, jsou zaznamendny a splnény
pfednostné hned, jakmile je zboZi dodéno.

Ndklady na doddni x; jednotek zboZi na pocdtku j-tého obdobi jsou tvaru

0 pro x;=0

(2.13) Ap; + ey, kde 9= pro x;>0

(tj. jde o jisté pevné ndklady plus ndklady p¥imo umérné poctu objedndvanych jed-
notek). Kromé toho je nutno jestd uvazovat ndklady na skladované zboZi a déle jisté
pendle, k némuz dochdzi, kdyZ systém nemd zboZi na skladé a nemuZe poZadavek
okamzité€ splnit. Pro jednoduchost shrneme spole¢né oba druhy.téchto nékladii a vy-
jddtime je jako funkci g;(x; + y;), kde y; je mnoZstvi zboZi, které mdme na pocdtku
J-tého obdobi na skladg, x; objedndvka ucinénd béhem j-tého obdobi.

Stav soustavy je v kazdé etapé popsdn mnoZstvim zboZi, které je na skladé na
poditku uvaZovaného obdobi, tedy y;. V kaZdé etapé (tj. v kazdém asovém obdobi)
se rozhodujeme, kolik jednotek zboZi objedndme; budiz x; velikost objedndvky na
pocdtku j-tého obdobi x; = 0.

1) Viz pozniamka 2) na str. 273 pod Carou.
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Stav soustavy v ndsledujicim obdobi zdvisi vSak jeSt& na velikosti poptdvky, kterd,
jak jsme se jiZ zminili, je ndhodnd veli¢ina a kterou jsme v obdobi j-tém oznadili v;.

Lze tedy psét

(2.14) Vivr = VieaWp xp0)) = y; + x; — v

j- j-1
pro viechna j = 2,...,n, kde y; = y, + ) x; — Y. v, pfi¢emZ je ddno y, (sklado-
i=1 i=1
vané mnoZstvi na po¢dtku prvého obdobi).
Pfi dané mnoZin€ hodnot x;, j =1,...,n a dané mnoziné hodnot ndhodnych
veli¢in v; jsou celkové ndklady systému za n obdobi

n

(2.15) zloc"[Ajéj + cix; + gi(x; + vy,

i=

kde 0 < a < 1 je diskontni faktor, ktery pfi vét§im poctu pldnovacich obdobi je
nutno uvaZovat a pomoci né¢hoZ se ndklady diskontuji k pocdtku prvého obdobi.
Pravdépodobnost, Ze ndhodné veliiny v jednotlivych obdobich nabudou hodnot
vy, ..., U, je (v disledku udindného ptedpokladu jejich nezdvislosti) rovna soucinu
pravdépodobnosti

p(vl): P(UZ)» RRA] p(U,,) ¢

Nasi ulohou je nalézt &isla x4, ..., X, (tj. rozhodnout o velikosti objedndvky na po-
gétku kazdého obdobi) tak, aby stfedni hodnota ndkladi systému (vzhledem k nd-
hodnym veli¢indm vy, ..., v,) za n obdobi byla minimdlni. Jde tedy o to urcit

16) == min S[TTp] (X 0TA5; + e+ afs + )

[x1500es

kde minimum hleddme pfes vSechna nezdpornd x;, j = 1,2,..., n; soulet Z* zde
i vSude ddle znamend soucet pfes vSechny ndhodné veliCiny v;, j = 1,...,n a pfes
vSechny hodnoty, které nabyvaji.

Definujme nyni ndsledujici posloupnost funkci:

@) O = min S Tpe T + ] +

n l.’=k
. Jj ji-1
+ gl +x)+ Y g+ Y x; =Y v)} k=1,..,n.
j=k+1 i=k i=k

Minimum hleddme pfes vSechna nezdpornd x, X1, ..., X,; fi(£) predstavuje tedy
minimdlni stfedni ndklady za k-té¢ aZ n-té obdobi, diskontované k pocdtku obdobi
k-tého, je-li velikost skladovaného mnoZstvi na pocdtku k-tého obdobi rovna &
a f1(yy) = z (viz vztah (2.16)).
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Upravime nyni (2.17) takto:
(2.18) J8) = min{Z*[IJkPj(Uj)] [y + cuxic + g€ + x)] +

+ o min Z*[le(v,)] x4 Z @l AR o

Xk + 150005Xn

+ Gra1(€ + Xy — )] + 2 ol TE g (¢ + 2 X — Z v;)} -
j=k+2 i=k i=k
ProtoZe plati

S P - 00) =
= Z JACHRS {Z*[ H PJ(”;)] h(gs - - On)} 5

vk=0

pfiCemZ h je libovolnd funkce ndhodnych veli¢in v,, ..., v, miZeme (2.18) prepsat
takto:

0) = min{E* [T pfe)]  [Ade + s + 0 + 5] +

tay o x [ min 3l H Pis)] %

=0 Xl 4 13000y

n
x{ Y T4+ epxy + Grad(€ X+ X — D) +

j=k+1
n . Jj i1
+ Y gl o+ Y oxi— Y )]}
ji=k+2 i =k+1 i=k+1

k=1,...,n—-1.

ProtoZe vyraz A5, + ¢x, + gi(¢ + x,) nezdvisi na v, ..., v, a protoze

RRIIOIEEE
dostdvdme
flé) = min {4 + aoxi + g€ + xi) + -

Z (Uk)[ min Z*[ H pJ(UJ)] x

k=0 Xk + 1300

{ ; o TKTA0; + ¢ixj + Graa(E + X+ Xy — 0)] +

i o/ g (8 + X — v + EJ: X — i=;+lui)}]}-

i=k+1
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Uzitim definice f; , ,(¢) dostdvdme pak

(2.11) fil(&) = min [A4:5, + ex, + gu(€ + xi) +

+ o iopk(vk)fk+ 1(5 + X — Uk)]

U=
a konecné

fi(&) = min [A4,8, + ¢,x, + g.(x, + £)].

Jako feSeni této ulohy dostaneme posloupnost

(xTs X3(r2)s s x2(vw)) -

Opét vSechny prvky této posloupnosti kromé prvého zdvisi na ndhodnych veliéindch
vy, ..., U, Oovliviiujicich stav soustavy v kaZdém uvaZovaném obdobi.

ZAVER

V uvedenych pfikladech stochastickych procesit bylo pravdépodobnostni rozlo-
Zeni vystupujicich ndhodnych veli¢in pfedem dédno. Dalsi stupeii v hierarchii téchto
procest vznikd, jestliZe rozloZeni nejsou pfedem zndma a mdme-li k dispozici pouze
jejich apriorni odhad a mozZnost udit se z prib&hu procesu. Dostdvdme se pak k velmi
zajimavé, ale dosud madlo rozvinuté oblasti teorie adaptivnich procesii.

Dal§im pfikladem jsou procesy, p¥i kterych je tieba rozhodovat v kazdém okamzi-
ku z jistého Gasového intervalu {t,, T). Také tato oblast tzv. spojitych rozhodovacich

procesi, kterd md Gzky vztah k variaénimu poétu, se vymykd z rdmce daného
¢lanku.

PRESNE MERENI DELEK ELEKTROMAGNETICKYMI VLNAMI

RupoLF TuLAK, Martin

V poslednich letech byla v nasem stat€ vyzkouSena celd fada zahrani¢nich optic-
kych a rddiovych dalkoméra, které jsou ureny k presnému meéfeni délek v rozsahu
od 200m do 50 km. DosazZené vysledky, charakterizované neobvyklou presnosti
1:100000 az 1:1000000, potvrzuji, ¢ bude mozZno pouZit pfistroji i pro nej-
presnéjsi geodetické prace a Ze Cetnd tihlovad méfeni budou v budoucnu nahrazena
méfenim délkovym. Cilem ¢lanku je seznamit s touto novou méfickou metodou §irsi
étenatfskou vetejnost.
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