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Pokroky matematiky, fysiky a astronomie, roénik 1V, &islo 4

. MATEMATIKA

O TOPOLOGII IT*)

V. G. Bourganskiy, V. A. JEFREMoOVIC

Obecna topologie
4. Abstrakint geometrie

Metrické a topologické prostory

P¥i studiu elementirni geometrie si miZeme vi&imnout, Ze obvykld, ndzorna
interpretace vySetfovanych objektd (,,bodd‘, ,,pfimek,...) a zdkladnich
vztahtt mezi nimi (bod lezi ,na‘ piimece, bod lezi ,,mezi*“ dv&ma body, dvé
tsetky jsou ,,kongruentni®, ...) neni v logické vystavbé podstatni; podstatné
je pouze to, %e tyto vztahy vyhovuji jistym zdkladnim zdkonim (axiomim),
o které se pti takovém vykladu opiraji vSechny dikazy?).

Z hlediska abstraktni geometrie maji dva geometrické systémy ,,stejnou
strukturu‘‘ (éili, jak *ikaji matematici, jsou isomorfni), existuje-li vzdjemné
jednoznadné pfifazeni mezi zakladnimi objekty a zdkladnimi vztahy. t&chto
systému, pfi kterém katdému vztahu mezi prvky jednoho systému odpovida
prisludny vztah mezi odpovidajicimi prvky druhého systému. Takové piifa-
zeni nazyvidme isomorfismus. Systémy jako by se vzdjemnd opakovaly
(z hlediska vySetfovanych vztahli mezi prvky), jsou pfesnymi vzijemnymi
kopiemi, doslovnymi pieklady z jednoho jazyka do druhého.

Necht napiiklad prvky systému 4 jsou body a pfimky vodorovné roviny
a prvky systému B jsou svislé pfimky a svislé roviny. Zékladnim vztahem mezi
prvky v téchto systémech budiZ vztah, ktery vyjadiujeme slovy ,,leZeti na‘“

- (bod lezi na p¥imce, ptimka leZi v roving). Je zfejmé, Ze tyto dva systémy
jsou isomorfni: pFitadime-li kazdému bodu (nebo piimce) systému 4 tu piimku
(nebo rovinu) patfici do systému B, které timto bodem (nebo p¥imkou) pro-
chdzi, dostaneme vzdjemné jednoznadné prifazeni prvkia systému 4 prvkim
systému B, které zachovdva vztah ,,leZeti na‘‘.

Myslenka abstraktnfho geometrického systému nebo abstraktniho
prostoru se vyrazné projevuje v pojmu ,,metrického prostoru‘‘. Tento pojem,
zavedeny zadatkem tohoto stoletf francouzskym matematikem M. Fréchetem,
mé duleZitou tdlohu v matematice i mimo ni. V obyéejném trojrozmérném
prostoru (je-li zvolena jednotka délky) je pro kazdé dva body z, y definovina

*)B.T'.Boaranckuit mw B. A. Efpemosna, Ouepk oCHOBHEIX Mfeil Tomosiorud, Mats-
mati¢eskoje prosvesdenije, &. 3, 1958.

1) V souvislosti s tim viz Gvodni stat P. K. RaSevského ke knize J[. T'mn6epT, OcHOBaHAA
reomerpud, M—L, 1948, kde je otdzka axiomi geometrie studovdna dostatetnd podrobns.
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jejich vzdélenost, nezdporné é&islo zy, splﬁujic;i dobie zndmou trojtihelni-
kovou nerovnost:

ab + bc = ac,

kde a, b, ¢ jsou t¥i libovolné body (rovnost nastéva, jestlize bod b lezi mezi
body a a c¢). Vzdélenost je tou zékladni vazbou mezi dvéma body, na které
je zaloZen pojem metrického prostoru.

Metrické prostory

* Metrickym prostorem nazyvime mnoZinu R libovolnych prvka, zva-
nych body, v niZ je definovina vzdélenost zy (nebo yz) libovolnych dvou
bod@t z a y; pfedpoklddédme, Ze vzdélenost dvou rtznych bodi je kladns
a vzdédlenost bodu sama od sebe je rovna
nule; kromé& toho predpoklddédme, Ze pro li-
bovolné t¥i body #, y, 2 je splnéna trojihel-
nikovd nerovnost: zy + yz = zz. Casto je
vhodnéj§i oznadovat vzdilenosti dvou bodi
z a y misto znakem zy symbolem p(z, y),
a zduraznit tim, Ze vzdalenost je funkeci
dvou proménnych bodi z, y.

V metrickém prostoru je tedy definovana
vzdalenost go(z, y) dvou libovolnych bodu z
a y, spliiujici tyto podminky (axiomy me-
trického prostoru):

1. o(x,y) > 0 pro z * y; o(z,2) =0,

2. o(z, y) = o(y, ) (axiom symetrie),

3. o(2,y) + e(y, 2) = o(#, 2) (trojthelni-

kova nerovnost).

Abstraktni mnoZina- se stdvd metrickym prostorem, definujeme-li v ni
metriku, tj. vzdalenost kazdych dvou bodu, vyhovujici axiomtim 1, 2, 3. Me-
trika je tedy jedinou vazbou mezi prvky néjaké mnoziny, ktery ji &ini
metrickym prostorem. Definujeme-li v té%e mnozZiné jinou metriku, rovnéz
vyhovujici axiomtm 1, 2, 3, vytvoiime tim jiny metricky prostor, tfebaZe se
skldd4 ze stejnych bodi.

UvaZujme napf. kulovou plochu (obr. 50). Vzdalenost g(z, y) libovolnych
dvou jejich bodu budiZ délka tse¢ky o krajnich bodech x a y. Dostaneme tak
metricky prostor, ktery oznadime S. Z téZie mnoZiny utvofime jiny metricky
prostor $* tim, Ze za vzdilenost o*(x, y) vezmeme délku nejkratsiho oblouku
8 krajnimi body « a y, leZiciho na nasf kulové plose (tj. délku kratiiho z obou
obloukt hlavni kruZnice, prochézejici body « a y). Takovou metriku (délka
nejkratsi spojnice) lze definovat na plochéch, kterymi se zabyvs diferencislni
geometrie; nazyvé se vnitini metrikou takovéto plochy. Na kulové plose lze
zavést napt. i metriku o** takto: o**(x, y) = 1, pro = + y, a o**(z, ) = 0.
Takto vznikly metricky prostor $** mé tuto neobvyklou vlastnost: at se po
kulové ploSe jakkoli ,blizZime* k nékterému jejimu bodu z, vzdélenost g**
,»»pohybujiciho‘‘ se bodu od bodu x neklesé a teprve p¥i splynuti pohybujictho
se bodu s bodem z se stdvd skokem nulovou.

UkaZme jesté zajimavou vlastnost prostoru $*: dvojice bodt z,y z S*
milZe mit nekoneénd mnoho st¥edi, tj. bodi, které pfirozend povazujeme za
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,,8tFed tdsedky xy‘‘. Tento piipad nastane, jestlize x a y jsou koncovymi body
téhoZ priméru (,,p6ly‘‘) dané kulové plochy. Necht £ je hlavni kruZnice, jejiz
rovina je kolmé k useéce xy (,,rovnik); pak pro libovolny bod z na ,,rovniku*
plati: p*(z, 2) = o*(z, ¥) = %0*(, y), a to podle obvyklé piedstavy znamen4,
%e bod z je stfedem dvojice boda zy; cely ,,rovnik‘‘ se tedy sklddé z takovych
sttedi. MaZeme tedy ¥ici, Ze kruZnice E (jako ostatné i ka%dé jind kruZnice)
mé v prostoru $* dva st¥edy: x a y.

Uvedené piiklady ukazuji, Ze ,,geometrie metrického prostoru nemusf
zdaleka odpovidat naSim obvyklym pfedstavim.

Podle definice. isomorfismu jsou dva metrické prostory R a R’ isomorfni
(v tomto piipads se téz ¥ikd isometrické), existuje-li vzéjemnd jednoznadné
zobrazeni prostoru R na prostor R’,
které kazdym dv&ma bodim z,y
z R pfifazuje takové dva body x’, Yy
z R’, jejichZ vzdélenost je stejnd jako
vzdéalenost bodi z, y. Takové zobra-
zeni nazyvame isometrie. Na pki-
klad v elementdrni geometrii jsou
dva tutvary isometrické, jestlize je
Ize eukleidovskym pohybem navza-
jem ztotoznit. Jiny p¥iklad: mnoZina
viech jpolopfimek (trojrozmérného
prostoru)vychéazejicichzjistéhobodu
O je metrickym prostorem,zvolime-li
za ,,vzdalenost‘‘ velikost thlu dvou
polopiimek, méfenou v obloukové
mife; tento prostor je isometricky
s kulovou plochou o poloméru 1
s vnit¥ni metrikou. Poznamenejme jesté, Ze ohyb plochy (tj. takovs jeji defor-
mace, kterd zachovévé délku libovolného oblouku na této ploSe, obr. 51) je
nézornym piikladem isometrické transformace plochy vzhledem k jeji vnit¥ni
metrice.

Uvedeme jestd nékteré duleZité piiklady metrickych prostort. Mnozina D
viech redlnych ¢isel, ve které je vzdalenost definovéna vztahem p(z, y) =
= |# — y|, je metrickym prostorem (&iselné osa). MnoZina Z vSech komplex-
nich &isel, ve které je vzdalenost definovina stejnym vztahem, je také metricky
prostor (komplexni rovina). MnoZina vSech n-¢lennych posloupnosti realnych
disel, x = {x,, %,, ..., ,}, je metrickym prostorem, jestlize vzddlenost ,,bodua‘*
zay ={y,Ys ..., Yo} definujeme vztahem

0@ y) =V (@ — ) + @ — %2 + ... + (@ — Ya)? .

Tento prostor oznadujeme R, a nazyvidme n-rozmérny eukleidovsky
prostor. Pro » = 1 dostaneme ¢&fselnou osu R,. Pro » = 2 dostaneme prostor
R, isometricky s obytejnou rovinou nebo s komplexni rovinou Z. Pro n =3
dostaneme prostor R, isometricky s obyéejnym prostorem.

Jako piiklad jiné povahy uvedme mnozinu € vSech spojitych funkef jedné
proménné x na intervalu <0, 1). Tato mnoZina je metrickym prostorem, zvo-
lime-li za vzd4alenost dvou ,,bodi‘‘ (tj. dvou spojitych funkei f a g) &islo

o(f, 9) = max [f(x) — g(x)| .
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Tento metricky prostor C je dilezity v moderni matematice (na,pi' ve funk-
ciondlni analyse).

Dosud jsme mluvili o vzdélenosti bodi metrického prostoru. Prlstoupime
nyni k pojmu vzdalenosti dvou mnoZin.

B

~

Obr. 52. Obr. 53.

Obr. 54. ' Obr. 55.

Obr. 57.
k
A
Obr. 56. ' Obr. 58.

Rikdme, %e dvé mnoZiny A a B metrického prostoru R jsou oddélené,
existuje-li kladné ¢islo « takové, Ze g(x,y) = « pro libovolny bod = z A
a libovolny bod y z B. Nejvéts z takovych &isel « nazyvame vzdélenosti
mnozin A a B a oznadujeme o(A, B). Jestlize takové kladné &slo « neexistuje,
fikdme, Ze mnoZiny A a B jsou blizké (nebo nekoneéné blizké) a jejich vzda-
lenost klademe rovnou nule. ‘

Pigeme potom

AsB
(¢teme: ,,A a B jsou bligké*).

Zapisy AdB a o(A, B) = 0 jsou ekvivalentni.

Obr. 52—55 ilustruji pojem vzddlenosti dvou mnoZin: tuéné jsou naryso-
vény utvary A a B, leZici v jedné roving, a slabé& je narysovéna nejkratsi tsetka
s jednim krajnim bodem v A a druhym v B. Délka této iseky je rovna g(A, B).
Na obr. 53 a 54 je Gtvar A tvofen jedinym bodem. Vzdilenost dvou mimo-
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béZek je rovna délce tsedky vytaté témito piimkami na jejich spoleéné kol-
mici (obr. 56).

Poznamenejme vSak, Ze ne vidy se podaii najit v mnoZinich A a B body
tak, aby jejich vzdélenost byla rovna (A, B): stadf vzit na pfimce dva otev-
fené intervaly bez spoleénych bodi (obr 57). Je-li dale B kiivka a A jejf
asymptota, pak o(A, B) = 0, tj. mnoZiny A a B jsou blizké, tFebaZe nemaji
spoleénych bodt (obr. 58).

Spojitost

Ukdzeme nyni, Ze pojmy, které jsme v kapitole 1 nazvali topologickymi,
mohou byt charakterisovany pomoci jediného geometrického pojmu — bodu
blizkého mnoZiné. Piistoupime nejdiive k pojmu spojitosti.

Necht f je zobrazeni metrického prostoru R do metrického prostoru R”
a zy bod z R’, ktery je obrazem bodu z, z R p¥i zobrazen{ f. Zobrazeni f nazy-
vame spojitym v bodé z,, jestlize ke kazdému kladnému ¢&fslu ¢ existuje kladné
&islo 0 tak, Ze obrazy viech bodu, jejichz vzdalenost od x, je mensf nez 4,
jsou od bodu z, vzdileny méné nez ¢ [tj. obraz d-okoli bodu z, p¥i zobrazeni f
je asti e-okoli bodu zg2)]. .

. Zobrazent f je spojité v bod€ x, prdvé tehdy, jestliZe spliiuje podminku: obraz A’
kaZdé mnofiny A blizké bodu x, je blkzky obrazu xy bodu x, (tj. z Adz, plyne A'dx,).

Skuteéné, necht je zobrazeni f spojité v bodé x, a necht Adz,, tj. o(A, z,) = 0.
Potom ke kazdému é > 0 existuje v A bod x takovy, Ze o(x, x,) < ¢. Bod z’,
na ktery se zobrazi x p¥i zobrazeni f patiéi k mnoZing A’ a spliiuje nerovnost.
(jsou-li ¢ a 6 zvoleny tak, jak uvedeno v definici spojitosti) o(z’, ;) < e.

Tedy ke kazdému ¢ > 0 existuje v A’ bod vzdaleny od bodu x, méné nez e,
z &ehoZ plyne, Ze o(A’, 2;) = 0, ¢ili A’dz;. Podminka je tedy splnéna.

Obracené, necht podminka je splnéna; dokaZzeme, Ze f je spojité v bodé z,.
Predpokladejme, Ze tomu tak nenf, potom pro jisté ¢ > 0 neexistuje kladné
¢islo 6, jehoz existence se pozaduje v definici spojitosti. Jinak Fedeno, ke kai-
dému o >0, tedy i pro d=1/n, n=1, 2, ... existuje bod = (oznadme jej x,)
takovy, Ze g(xn, %) < 1l/m, ale p(x,, 2g) = > 30 Mnozinu viech takovych bodi z,
(n =1, 2,...) oznatme A. Pak o(A, z,) = 0, aviak o(A’, zy) = &, tj. vztah
Adzx, je splnén zatimeco vztah A’dx, nikoli. To je v3ak spor s podminkou;
zobrazeni f je tudiZ spojité v bodé x,.

Prévé dokdzané tvrzeni umozniuje definovat spojitost také takto: zobrazeni f
metrického prostoru do metrického prostoru je spojité®), zachovdvd-li vztah ,,mno-
Zina je blizkd bodu‘‘. Dva prostory jsou homeomorfni, existuje-li prosté zobrazeni
jednoho prostoru na druhy, které je spolu se svym inversnim zobrazenim spojité,
Cili, které spolu se svym inversnim zobrazenim zachovdvd vztah ,,mnoéina je blizkd
bodu‘.

Definici topologie, ktera byla uvedena v kapitole 1, maZeme nyni formulovat
takto:

Topologw je onou geomemckou dzsczplmou kterd zkoumd vlastnosti mnoZin,
opzmywz se o geometricky pojem bodu blizkého mmoZind. Takové vlastnosti se
nazyvaji topologickyms.

%) Viz &ést I tohoto ¢lanku v piedchézejicim &isle, str. 266.

3) Poznamenévame, %e zobrazeni f metrického prostoru R do metrického prostoru R’ je spojité,
jestliZe je spojité v kazdém bod® x z R. Pozn. prekl.
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Topologické prostory

Na ziklad® toho, co bylo vySe fedeno, je prirozené pokusit se o definici mate-
matického systému, v ném# zdkladnfm vztahem neni metrika, ale vztah Adx.
To vede k pojmu topologického prostoru. Pojem topologického prostoru
byl zaveden M. Fréchetém (Francie), F. Rieszem (Madarsko) a F. Haus-
dorffem (N&mecko). Principidlnich vysledkt ve vySetfovéni topologickych
prostort dosshli sovétsti matematikové P. S. Uryson a P. S. Aleksandrov.

Mnozinu R libovolnych prvki, zvanych body, nazyvime topologickym
prostorem, jestliZe pro kaZdou jeji podmnoZinu A jsou vymezeny body
blizké mnoziné A tak, Ze jsou splnény tyto podminky, zvané axiomy topo-
logického prostoru:

1. Bod x je blizky bodu a (t]. jednobodové mnoZiné, obsahujict jen bod a) prdvé
tehdy, je-li x = a.

2. Bod z 7e blizky sjednocenit) dvou mnozin A a B pravé tehdy, je-li blizky aspot
jedné z mmoéin A, B.

3. Je-li bod x blzzky mmno#iné vdech bodi blizkych mnoéiné A, je x rovné% blizky
mnoZiné A.

MnoZinu viech bodu blizkych mnoZiné A oznadujeme A a nazyvime uzé-
" vérem mnoziny A. Uvedeny systém axiomu 1, 2, 3 1ze nahradit timto ekvi-
valentnim systémem axiomi, ktery se opird o pojem uzivéru:

I. a = a pro libovolny bod a,

II. AUB =AU B,
II1. (R) = A (tj. uzdvér mnoZiny A je A).
Z t&chto axiomu lze snadno odvodit tato tvrzeni: kazdd mmnoZina je obsa-
Yena ve svém uzévéru (co zapisujeme takto: A c A). Jestlize A je podmnozi-
nou mnoziny-B (tj. A c 'B) potom A c B.

V kapitole 1 jsme se sezndmili s pojmem e-okoli bodu. Zavedeme nyni nej-
obecnéjsi pojem okoli bodu. MnoZinu U nazyvame okolim bodu a v topolo-
gickém prostoru R, neni-li bod a blizky komplementu mnoZiny U (komple-
mentem mnoZiny U nazyvame mnoZinu téch bodu prostoru R, které nepatii
do U; komplement oznatujeme symbolem R— U). Ziejmé bod a patii do kazdé-
ho svého okoli.

Bod z nazyvidme vnit¥nim bodem mnoZiny M, je-li mnoZina M jeho oko-
lim. MnoZinu G nazyvame otevienou, je-li kazdy jeji bod jejim bodem vnit¥-
nimb5).

Pojem oteviené mnoziny tzce souvisi s pojmem uzaviené mnoZiny: Mno-
Zina F se nazyva uzavienou, jestli kazdy bod blizky mnoZiné F patif do F.

Mnozina F je tedy uzaviend, shoduje-li se se svym uzévérem, tj. plati-li F = F.

4) Sjednodenim (té% soudtem) mnoZin A a B nazyvéme mnoZinu vSech bodii mnoZiny A
a mnoziny B (mnoZiny A a B mohou oviem mit spoledné body). Sjednoceni obvykle oznadujeme
znakem A U B. Primikem mnozin A a B nazyjvéme mno%inu viech bodti, leZicich zérovern v obou
mnoZindch A a B. Prunik oznadujeme znakem A N B. Sjednoceni a prunik 1ze definovat i pro
libovolny (koneény i nekonedny) systém mmoZin.

5) Bod z nazyvéme hrani¢nim bodem mnoZiny M prostoru R, neni-li vnitinim bodem mno-
%iny M ani jejiho komplementu R — M. Jinak fedeno bod a je hraniénim bodem ‘mno%iny M,
je-li blizky ob&ma mnoZinami M a R — M, tj. plati-li zdroveir Mdx a (R — M) dxz. Hrani¢ni
bod mnoZiny M nemusi do M pattit; napt. otevieny interval na éiselné ose mé dva hraniéni body,
které k nému nepatfi. Mno#inu v8ech hrani¢nich bodd mnoZiny M nazyvéme hranice mnoZiny M
a oznatujeme Fr(M).
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Souvislost mezi otevienymi a uzavienymi mnoZinami charakterisuje toto
tvrzeni, které se snadno dokaZe: mnozina G je oteviena pravé tehdy, je-li
jeji komplement F = R — G uzavfenou mnoZinou. Z toho plyne, Ze kaZzdému
tvrzeni o otevienych mnoZinach odpovida tvrzem (,,dudlni) o uzavienych

mnozinach a obracené.

Pifklad duslnich tvrzeni: .

(F) V kazdém topologickém prosto-
ru je pranik libovolného systému
uzavienych mnoZin uzavienou mno-
Zinou. Sjednoceni libovolpého koneé-
ného systému uzavrenyc mnozin je
uzavienou mnozinou.

(G) V ka?dém topologickém prosto-
ru je sjednoceni libovolného systému
otevifenych mnozin otevienou mno-
Zinou. Primik libovolného koneéného
systému otevrenjrch mnozin je otevie-
nou mnozinou.

Pomoci téchto dvou dulezitych vza]emné dudlnich tvrzeni Ize definovat
topologicky prostor. MnoZinu R muZeme povaZovat za topologicky prostor,
jestliZe vymezime systém vSech jejich uzavienych podmnozin (nebo systém
viech jejich otevienych podmnozin). P¥itom je lhostejné, které podmnoZiny
budeme poklddat za uzaviené (nebo oteviené), jen kdyz bude splnéno tvrzeni
(F) [pro oteviené mnoziny tvrzeni (G)] Tedy tvrzeni (F) [nebo (G)] je ekvi-
valentni s kazdym ze systému axioma 2, 3 nebo II, III. ’

Uzaviené (nebo oteviené) mnoZiny muZeme tedy ‘pousit jako zakladni
(primérni) pojmy topologie. UkdZeme jesté, jak lze pomoci uzavienych (nebo
otevienych) mnozin charakterisovat spojitost zobrazeni. Necht f je zobrazeni
mnoziny R do mnoZiny R’ a necht A’ je podmnoZinou mnoziny R’. MnoZinu
vSech bodl prostoru R, jejichZ obraz p¥i zobrazeni f pat¥{ do mnoZiny A’,
nazyvé,me origindlem mnoZiny A’ (pfi zobrazeni f). Lze dokdzat, Ze zobra-
zeni topologického prostoru do topologickeho prostoru je spojité pravé tehdy, je-ls
origindl katdé uzaviené mnozmy uzavienou mnozmou (Duélni véta: ,,..., je-li
origindl kaZdé oteviené mnofiny otevienou mnoinou‘.)

Je-li na topologickém prostoru R definovina redlna spojitd funkee f, je ka-
dému bodu z z R pfifazeno realné ¢&islo f(x); f tedy definuje (spojité) zobrazeni f
prostoru R do ¢iselné osy. MnozZina F viech boda x z R, spliujicich rovnici
f(x) = 0, jsouc origindlem bodu O ¢iselné osy, je uzaviens (nebot jednobodova
mnoZina je uzaviend— viz axiom I). V metrickém prostoru plati i obrace-
né tvrzeni: kaZdd uzaviend mnozina F muZe byt urdena rovnici f(z) = 0,
kde f je vhodné spojitd funkce (staéi f definovat nap¥. takto: f(x) = o(F, z)).

Z naseho vykladu je zfejmé, Ze kazdy metncky prostor je zaroveii topolo-
gickym prostorem. Obracené tvrzeni je nespravné: emstuyz topologické prostory,
které melze metrisovat.®)

Problém metrisace topologickych prostorti je velmi dileZity. Ve specidlnim
ptipadé vyiesil tento problém sovétsky matematik P. S. Uryson, o jehoZ
pracich je¥té pojedndme. Neddvno byl tento problém obecné fefen Ju. M.
Smirnovem (Moskva) a japonskym matematikem Nagata.

Souvislost

Je tieba pfesné definovat vlastnost mnoZiny ,,sklddat se z jednoho kusu
(byt souvislou)*, o které byla zminka v 2. kapitole. Definici této vlastnosti
podal F. Hausdorff.

8) To znamen4, %e existuji topologické prostory, v nich% nelze definovat metriku tak, aby se
topologie definované pomoci metriky shodovala s ptivodni topologii. Jinak Fedeno: existuji topo-
logické prostory, které nejsou homeomorfni se Z4dnym metrickym prostorem. — Pozn. pFekl.
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Rik4me, Ze dvé mnoZiny A a B z R jsou topologicky oddé&lené,
jestlize kterdkoli z nich neobsahuje body, blizké druhé. MnoZina M se nazyva
souvisld, jestliZe ji nelze rozloZit na dvé neprazdné, topologicky oddélené mno-
Ziny, tj. jestli ze vztahi M = A u B, A = 0, B + 0 plyne, Ze A a B nejsou topo-
logicky oddélené. Lze dokdzat, %e interval je souvislou mnozinou. Odstranime-li
z intervalu kterykoli jeho vnit¥ni bod z, dostaneme mnoZinu, kters jiz neni
souvisld: ¢asti intervalu leZzici napravo resp. nalevo od bodu z jsou topologicky
nezdvislymi mnoZinami.

Pro souvislé mnoZiny plati tato véta o spojitych funkeich: Redind funkce,
spojitd na souvislé mnoZiné M, nabyjvajici v bodé a z M kladné hodnoty, a v bodé
b 2 M zdporné hodnoty, nabyvd nutné v nékterém bodé mnoZiny M hodnoty nulové.
Disledkem této véty je tvrzeni: redlnd funkce f, spojitd na souvislé mnozing
M, nabyvéa viech hodnot mezi hodnotami f(a) a f(b), kde a a b jsou dva libovolné
body mnoziny M. Tato véta tedy plati nap¥. pro spojité funkce na intervalu.

Stejnomérnéd spojitost

Zobrazeni f metrického prostoru R do metrického prostoru R’ nazyvéme
stejnomérné spoptym jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje takové 6> 0
(zavisicf j jen na ¢), Ze obrazy libovolnych dvou bodi z R, jejichZ vzdélenost je
mensf ne# §, maji (v R’) vzdélenost mensi he¥ ¢, Poznamenejme, %e se spoji-
tosti zobrazen f obecnd neplyne stejnomérns spoptost Napt. zobrazeni
&iselné osy Ox do ¢iselné osy Oy, definované rovnici y = 22, je spojité (na celé
&iselné ose), aviak neni ste]nomérné spojité. Pro libovoln4 dv kladné &fsla
¢ a 0 lze totiZ nalézt dv® &isla = a 2’ tak, %e jejich vzdalenost j ]e mensf nei 6

ale vzdalenost p¥isludnych y a y’ je vétsi nez ¢; staéi poloz1t x =

pak
2 2 62
R

Snadno se dokdZe, Ze pfi stejnomérné spojitém zobrazent se zobrazi dvé blizké
mnofiny na dvé blizké mnofiny. Necht AéB. Zvolme libovolné ¢ > 0; ve smyslu
definice stejnomérné spojitosti zvolme odpovidajici éislo 6 > 0. Jeito
o(A, B) = 0 existuje bod z z A a bod y z B tak, Ze o(z, y) < d. Vzdélenost
obrazi 2’ a y’ bodu = a y pfi zobrazeni f je tedy mensi nez . V mnoZinich
A’ 3 B’, které jsou obrazy mno#in A a B pii zobrazeni f, existuji tedy (pro libo-

® volné kladné ¢) takové body ' a y/’, %e (¥, ¥’) < &, coZ znamena, Ze o(A’, B') =
=0, tj. A'0B".

Plati i obracend véta (i kdy% daleko obtiZné&ji dokazatelnd): Zobrazeni f, p¥i
kterém se blizké mnoZiny zobraz{ na blizké mnoZiny, je stejnomérné spojité.
Stejnosmérné spojité zobrazeni 1ze tedy charakterisovat jako zobrazenf zacho-
vavajici blizkost mnoZin. Z toho v8ak neplyne, Ze stejnomérnd spoji-
tost je topologickou vlastnosti. Topologie se totiZ opird o pojem bodu blizkého
mnozing a nikoli o pojem dvou blizkych mnoZ%in. Ka%dou vlastnost, kterou
mo#no formulovat pomoci pojmu blizkych mnoZin, nazveme d§-vlastnosti.
Stejnomérnd spojitost je tedy d-vlastnosti, nikoli vak topologickou vlastnostf.

Dvé mnoZiny nazveme ekvimorfnimi, existuje-li prosté zobrazeni jedné
na druhou, ktera zachovava blizkost mnozin (tj. prosté zobrazeni jedné na dru-
hou, které spolu se svym inversnim zobrazenim je stejnomérné spojité — tzv.

5¥ =317
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ekviﬁlorfismus). Jsou-li dvé mnoziny ekvimorfni, pak jsou zfejmé i homeo-
morfnf; obrdcené tvrzenf neplati. Napi. polopds (obr. 59), iihel (obr. 60) a &4st
roviny ohranidens kiivkou ab, jeji asymptotou cd a tse&kou ac (obr. 61) jsou
homeomorfnf, nikoli viak ekvimorfni. Otevieny interval je homeomorfni,
nikoli vak ekvimorfni s celou é&fselnou osou. Rotaéni paraboloid je homeo-
morfni, nikoli v8ak ekvimorfni s rovinou (obr. 62). V témZe vztahu je euklei-
dovskd rovina s rovinou Lobabevského.

0Obr. 59.
Obr. 60. "
a
% 4
Z oo se . —
¢ .
Obr. 61. Obr. 62.

Na ptiklad otevieny interval nenf ekvimorfni s celou ¢&iselnou osou. P#i libo-
volném zobrazeni &iselné osy R na interval R’ (bez Gjmy na obecnosti miZeme
piedpokladat, Ze jeho délka je rovna jedné) lze totiz v R nalézt dvé mnoZiny,
které nejsou blizké, které se v8ak p¥i zobrazeni f zobrazi na mnoZiny blizké
(a tedy, je-li zobrazeni f prosté, zobrazi se pii inversnim zobrazeni blizké
mnoziny na mnoZiny, které nejsou blizké). Vezméme tii libovolns &fsla celé.
ProtoZe v intervalu délky I neexistuji t¥i body tak, aby vzdédlenost kterychkoli
dvou z nich byla v&t&i nez 4, 1ze ze zvolenych t¥i celych ¢&isel vybrat dvé m,, n,,
jejichZ obrazy pt¥i zobrazeni f jsou vzdileny o méné nez 3. Vezmé&me déle éty¥i
cela ¢isla rizna od &sel m, a n,. V intervalu délky I neexistuji zfejmé& &étyii
body tak, aby vzdalenost kterychkoli dvou z nich byla vétsf nez }. Proto ze
zvolenych &ty¥ celych ¢isel Ize vybrat dvé, oznadme je m,, n,, jejichZz obrazy
pii zobrazeni f jsou vzdileny o méné nez 4. Obdobné najdeme dvé celd dfsla
myg, Ny, ruznd od vech jiZz zvolenych é&isel tak, Ze obrazy téchto &isel jsou vzda-
leny o méné nez }. Tak pokradujeme dale. MnoZina A, sklddajici se z bodu
m,, My, My, ..., & MnoZina B, sklddajici se z bodi n,, n,, n, ..., nejsou blizké
(nebot m,, m,, m,, ..., Ny, Ny, Ng, ..., jsou vzdjemnd raznd celd éisla). AvSak
obrazy mnoZin A a B pii zobrazeni f jsou blizké.

d-prostory

Topologicky prostor byl definovén jako mnoZina, v niZ jako charakteristicks
byla zavedena relace ,,bod blizky mno#iné&‘“. Zkoumaji se vSak i prostory,
pro které je charakteristickd relace: ,,mnozZina blizkd mnoZiné‘; jsou to
tzv. 8-prostory. Pojem d-prostoru zavedl V. A. Jefremovié.

Mnozinu R libovolnych prvki, zvanych body, nazyvédme d-prostorem,
je-li pro kazdé dvé jeji neprizdné podmnoZiny stanoveno, zda jsou blizké &i
nikoli. Pfedpokldddme p¥itom, Ze jsou splnény tyto podminky, které nazyvime
axiomy d-prostoru:
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1. Bod a je blizky bodu b (tj. adb) prdvé tehdy, kdys

a=>b.

2. Mnotina C je blizkd sjednocent mno¥in A v B,
prdvé kdyZ je blizkd aspofi jedné z mmo¥in A, B.

3. Nejsou-li A a B blizké, pak existuji takové dvé
mnoiny A, a B,, Ze A, UB, = R a ddle, %e A,, B ne-
jsou blizké a rovné% B,, A nejsou blizké.

Dva d-prostory nazyvime ek vimorfni, jsou-li iso-
morfn{ vzhledem k relaci ,,A a B jsou blizké* (tzv.
d-relace), tj. existuje-li- prosté zobrazeni jednoho na
druhy, zachovévajici é-relaci. o

Ka?dy metricky prostor je zérovei d-prostorem:

je v ném totiZ definovana d-relace. Déle, ka%dy d-pro-
stor je topologickym prostorem, zavedeme-li relaci
bodu blizkého mno%iné takto: bod a je blizky mno-
Ziné B pravé kdyZ jednobodovd mnoZina, sklddajic
se z bodu a, je blizkd k mno%ing B.

5. O pojmu &dry

V této kapitole, vychdzejice z' pojmu nejjedno-
dussf ¢4ry — tsedky na p¥imce — se pokusfme pres-
nd vymezit t¥{du bodovych mno#in, které je ptiro-
zené povaZovat za ¢ary. Ukazuje se, Ze k tomu lze
‘pristoupit riznymi zpisoby.

Jédnoduch)" oblouk

Eukleides definuje &iru jako ,,délku bez ¥itky*.
To oviem nenf pfesnéd matematicks definice, ale spiSe
nézorny popis téch bodovych mnoZin, které by
odpovidaly predstavé &ary. Uvidime déle, %e takovy
nazorny popis lze ztéZf povaZovat za vystizny.

Je ptirozené pova.fivat pojem &ary za pojem to-
pologicky. Pak viechrfy bodové mnoziny homeomorf-
ni s bodovou mnoZinou, kterou jsme nazvali arou,
budou rovnéZ' ¢4ry. Tedy kaZdou bodovou mnozinu
homeomortni s tdsetkou — takové bodové mnoZiny
nazyvéme jednoduchy oblouk — budeme povaZo-
vat za &iru. Pojem jednoduchého oblouku je nejjed-
nodusdi abstrakei ndzorného pojmu &iry. Oblouk
kruZnice, pismeno M, pfsmeno N, atd. jsou jednodu-
chymi oblouky, zatimco pismeno H nenf jednoduchym
obloukem. '

Véc viak nenf tak jednoduchd, jak by se na prvni
pohled zdélo. Lze libovolny jednoduchy oblouk pova-
Zovat za ,,délku bez &ffky*, tj. za bodovou mnoZinu,
jejiz (plo&ny) obsah je nulovy? Odpovéd na tuto
otdzku je zdpornd. I kdyZ se to zd4 nepravdépo-
dobnym, existuje v roviné takovy prosty oblouk
(tj. ,,¢4ral), jehoZ (ploiny) obsah je nenulovy!

a)
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Ukézeme, jak je moZno sestrojit takovy jedno-
duchy oblouk.

V roviné uvazujme &tverec (obr.63a—d), jehoz
obsah je roven jedné (obr. 63a). Z tohoto &tverce
,,vystfihneme‘* k¥iz (obr. 63b) takové &iiky, aby
jeho obsah byl roven % (snadnym vypoétem zjisti-

te, Ze Siika kiiZze musi byt rovna 1 — —;). Zbu-

dou tak &tyii mensi {étverce; to je prvni krok
nasi konstrukce. Z kazdého ze zbylych &étyi Stver-
¢t vystiihneme opét k#iZz (obr. 63c) tak, Ze obsah
v8ech vystiizenych ki¥{Zii bude roven 1. Zbude tak
16 mensich dtverct (to je druhy krok konstrukee).
Z kazdého z téchto 16 &tverct vystiihneme znovu
kriz tak, aby jejich dhrnn¥ obsah byl roven %
(to je tieti krok); tak pokradujeme dale. P¥i dalsich
krocich ziskdvame &tverce mensich a mensich roz-
méri. Mohlo by se tedy zdat, e dhrnny soudet
obsahti zbylych étverci se bude blizit k nule. Aviak
neni tomu tak: po libovolném poltu krokd dhrnny
obsah zbylych &verci nent nikdy mensi nef L.

Pii prvnim kroku jsme totiZz odstranili z daného
&tverce bodovou mnozZinu o obsahu %, pfi druhém
kroku bodovou mnoZinu o obsahu % atd. Obsah
zbyvajicich étverci je po prvnim kroku roven 1 —
— %, po druhém kroku 1 — (3 + 1) atd. Soudet
dlentt v zdvorce nemiize pti Z4dném z dalsich kro-
ki ptekrodit 1, nebof 1 je pravé soudet nekoneéné
geometrické fady 1+ + 1 + i + ... Bodova mno-
Zina A, ktera zbude po provedeni viech (nekoneéns
mnoha) krokii, mé neobyéejné vlastnosti. Jakoby
se rozpadala na jednotlivé body (zbyvajici étverce
se daldimi kroky zmen3uji) a presto méd kladny
plosny obsah.

Popsali jsme konstrukei mnoziny A, kterd je
zde vysledkem procesu o nekoneéné mnoha krocich.
Mnozina A se skladéd tedy ze viech bodi z= z4-
kladniho étverce takovych, Ze nepatif do zZidného
z vystiizenych k#iza. Pomoci pojmu praniku mno-
Zin miZeme definici mnoziny A formulovat téz
takto: oznaéme A, bodovou mnoZinu, kters zbude
ze zékladnfho &tverce po =» krocich. Pak A je
prunikem vSech mno?in A,, to znamen4, Ze bod
x zakladniho .ttverce nalezi do A pravé kdyz patii
dolviech A, (zapisujeme to takto: A=A, n Ay n
nA;n ... nebo A=NA,).

n=1

Caru, majici kladny obsah, ziskdme tak, Ze se-

strojime jednoduchy oblouk, ktery prochézi



viemi body ‘mno# iny A. ProtoZe tento jednoduchy oblouk obsahuje viechny -
body mnoZiny A, nebude jeho obsah mensi nez 3.

Pfejdeme nynf ke konstrukei nasi éary (obr. 64a—d). Pomoci &tyt &tverct,
zbylych po prvnim kroku, sestrojime pés, zndzornény v obr. 64a. Pfechézejice
od obr. 64a k obr. 64b jsme sestrojili u#sf pés, ktery obsahuje vSechny &tverce
zbylé po druhém kroku. Pozménme déle obrazec tak (obr. 64c), aby ifka pésu
byla rovna délce strany &tverce po tfetim kroku a aby obsahoval tento pés
viechny &tverce zbylé po tietim kroku. Takto postupujeme déle obr. 64d.

Pés vznikly po n-tém kroku oznaéme B,,. Tento pés je obsaZen ve viech pred-
chézejicich pisech a obsahuje mnoZinu A, (a tedy i mnoZinu A). Prunik
wiech pasti B, oznadéme B,tedy B=B, n B, n B; n ..., ¢ili B = ) B,. Mno-

n=1
Zina B zfejmé obsa.huje,mnoiinu A. Viimneme-li si postupnych konstrukei
jednotlivych pdsti B, (obr. 64), miZeme se nizornd presvédéit o tom (to se dé
samoziejmé dokézat naprosto pfesng), Ze B je ,,velmi klikatym‘‘ jednoduchym
obloukem. S

Konstruovany oblouk B ma kladny (plony) obsah?) a nemuZe byt tedy
povaZovén za ;,délku bez sfiky*’.

Trajektorie

Casto se popisuje &4ra nzornd takto: ,,¢ira je stopa pohybujictho se bodu*‘.
Tento popis nds vede k pojmu trajektorie.

Pti tomto popisu ¢iry vychdzime z jiné myslenky: ¢4ra se nepovazuje pouze
za bodovou mno#inu, ale za uspo*ddanou mnozZinu bodi. Je totiz rozhodu-
jici, v jakém poradi prob&hl pohybujici se bod jednotlivymi polohami. JestliZze
nap¥. pohybujici se bod probfhd dridhu tvaru pismene ® dvéma riznymi
zpusoby, schematicky zndzornénymi na obr. 65 (plné je vyrysovana ta Gast
drahy, kterou pohybujici se bod jiz prob&hl, a édrkované je vyznadena ta Gast,
ktera bude jesté probéhnuta), je mnozina viech poloh, kterymi pohybujici se-
bod probéhl, v obou piipadech stejnd, avsak bod probihé v ptipadech a) a b)
témito polohami v ruzném pofadi. Jinak fedeno, trajektorie pohybujictho se
bodu jsou rtizné, ttebaze se sklddaji ze stejnych bodi.

Piistoupime k presné definici pojmu dréhy. P¥edpoklédejme, Ze v topolo-
gickém nebo metrickém prostoru R (nap¥. v roviné nebo v trojrozmérném
prostoru) se spojité ,,pohybuje‘ bod, a to od &¢asového okamZiku ¢t = 0 do
¢asového okamziku ¢ = 1. To znamend, Ze v ka¥dém okamziku #(0 < ¢ < 1)
znédme polohu z; pohybujiciho se bodu; p¥i tom ptedpoklidame, Ze bod z, se
pohybuje spojité. Jinak fedeno: ka?dé hodnoté ¢ z intervalu 0 <t @ 1 je
pfifazen bod z; prostoru R, neboli je definovdno zobrazeni intervalu [0,1]

?) Podtrhujeme, %e dikaz uvedenych vlastnostf{ mnoZiny B jsme timto neprovedli. Pojem
obsahu se v geometrii definuje jen pro nejjednodussf utvary; neni tudi* pfedem jasné, zda lze
obecnd hovofit o obsahu sloZitych bodovych mnoZin, jako jsou nap¥. A nebo B. Je tedy tiebe
zpfesnit a roziifit pojem obsahu. Dédle pii odstranéni kone¢ného podtu &ésti jisté bodové mno-
%iny dostaneme obsah zbylé &ésti, odeéteme-li od obsahu vychozi mnofiny soutet obsahti odstra-
nénych &dsti; jde o to, zistdva-li tato vlastnost zachovéna i pii odstrandni nekonetn$ mnoha
t4sti? Koneénd je také tieba dokézat, ¥e mnoZina B je skuteénd jednoduchym obloukem a Ze
z toho, %e obsahuje mno%inu A, plyne, %e jeji obsah neni mensi, ne% obsah mnoZiny A. Vidime
tedy, %e Gplné a rigordsnd provedené konstrukce takovéhoto piikladu (a také pﬁkladﬁ o nigh
bude pojednéno déle) vyZaduje sloZit&jsich Gvah. ‘
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do prostoru R, které je spojité (pFedpokladdme, ze bod x, se pohybuje spojité).

Takové zobrazeni nazyvime trajektori.

MiZeme tedy vyslovit tuto definici:

Oznadme pismenem I ,,jednotkovy interval [0,1]; kaZdé spojité zobrazeni
tntervalu I do prostoru R nazgvéme trajektorit v prostoru R.

Pojem trajektorie mé dilezitou ulohu v topologii; podrobn® se jim budeme
zabyvat v kapitolach 7.—11.8) Zde se budeme timto pojmem zabyvat z hle-
diska zobeciiovini pojmu &iry.
Pojiméni &iry jakoZto trajek-
torie ma své vyhody; muZeme
napf. vySetfovat d&ary, které
samy sebe protinaji (viz obr.

LT 66a). KaZdou &aru, ktera se pro-
tin, mZeme povaZovat za nd-
kolik rtiznych trajektorii (obr.

! 66p, c, d).

; Nesmime se viak domnivat,
Ze pojem trajektorie je zcela
nazorny a jednoduchy. Prede-
v&im je jasné, %e kaZdy jedno-
duchy oblouk lze pojimat jako
trajektorii (nebof prosty oblouk
ziskdéme homeomorfnim, tj.

o spojitym zobrazenim usedky).

. Z toho vyplyva, Ze ,,stopa po-

Obr. 65. hybujiciho se bodu*, tj. trajek-

. torie miiZe prochazet viemi bo-

dy mnoziny, kterd mé nenulovy obsah. Ba vice, sestrojime nyni trajektorii,
kterd vypltiuje étverec, coZ znamend, Ze prochézi kazd ym bodem d&tverce.

(Jinak Fedeno, existuji spojitd zobrazeni isetky na &tverec.) Takové trajektorie

se nazyvaji Peanovymi k¥ivkami.
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Peanovu k¥ivku ziskdme analogickym postupem, jako bylo ukézano z obr.
64, jenZe ptisluiné pasy vezmeme tak Siroké, aby vypliovaly cely &tverec.
Tyto pésy jsou znizornény na obr. 68. Ziskdme je takto: Usetkami rozdélime
zakladni étverec na 4, 16, 64, 256 ... stejnych étverci (obr. 67) a potom vhodné
strany vzniknuviich malych &tverci odstranime tak, abychom dostali , kli-
katy“ pas vypliujici cely étverec (,,labyrint*). Cirkovand jsou vyznadeny
,,stfedné‘ téchto past. Tyto ,,stfedné‘ maji analogicky charakter, jako pésy,
zobrazené na obr. 64. Daldimi kroky této konstrukce ziskdme ,klikat&jsf‘

>

) Tyto kapitoly budou oti%tény v dalfich éislech nafeho &asopisu.
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,,Stfedné‘‘ téchto pdst. Limitnim ptipadem téchto ,,stfednych‘ je trajektorie,
vypliujici cely é&tverec.

Provedené uvahy maji pouze popisny raz a vyzaduji rigorosniho provedeni.
Poznamenejme jestd, Ze zfskana ,,¢4ra‘‘ (Peanova kiivka) nenf jednoduchym
obloukem: v nekoneéné mnoha bodech sama sebe protiné (tj. v daném &tverci
existuje nekoneéné mnoho takovych bodi, kterymi dané trajektorie prochéazi
vickrat; jinak Fedeno, toto spojité zobrazeni neni prosté).

Cantorovy kfivky

Eukleides popisuje také &aru jako ,,kraj plochy*. Takovy popis nenf vhodny,
prostoze pojem plochy je slozitéjsi nez pojem k¥ivky a definovat jednodussi
pojem pomoci sloZitéjsftho nenf idelné. Je oviem mozné pokusit se (s omezenim
na rovinné k¥ivky) po-
vaZovat kfivky zahranice
otevienych mnoZin v ro-
viné, tj. za ,,plochy‘‘ vzit
viechny oteviené mnozi-
ny v roviné. Tato definice
se skuteéné ukazuje uzi-
te¢nou. Hned viak uvi-
dime na piikladech, Ze
i tato definice dary mé
fadu neodekdvanych di-
sledkd.

Z nizoru bychom fekli,
%e kazdy tsek &iry ,,roz-
déluje‘‘ rovinu na tomto

vnéjsek
M 0 /R 7
e s0 fIII 17, //
Obr. 6.9 Obr. 70.

useku, tj. Ze rovina se pfimyka k &afe ,,ze dvou stran‘‘. Nap¥. kruZnice rozdé-
luje rovinu na dvé &ésti (vniténi a vnéjsf) a ,,hranici* kazdé z téchto oblasti
je pravé tato kruZnice (obr. 69). Rikdme, Ze kruZnice je spolednou hranic{
téchto oblasti. Obecné fikdme, Ze ¢ara A je spoleénou hranici dvou otevienych
mnozin G; a G, jsou-li splnény tyto dvé podminky:

1. Cara A odd&luje oblasti G, a G,, jestlite kady prosty oblouk, spo-
jujici libovolny bod oblasti G, s libovolnym bodem oblasti G,, protini
¢aru A.
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2. Oblasti G, a G, se pfimykaji k &ife A, coZ znamend, %e ke kazdému-
bodu z ¢iry A existujf jak v oblasti G,, tak v oblasti G, body libovoln& blizké
bodu z.

Z nizoru by se zdélo zfejmym, %e ¢ira v roving nemiize byt hranicf vice nez
dvou oblasti. To v3ak neni pravda: zde nés intuice klame. UkdZ%eme hned, Ze
existuji takové &iry, kieré jsou spoleénou hramici tFi (i vice) oblasti v roviné.
Takové ¢iry rozdéluji rovinu na t¥i oblasti, z nichZ kaZd4 se této &afe pfi-
mylks,. Konstrukce takovych &ar je spjata se jménem japonského matematika
Wada. PopfSeme jednu takovou konstrukei (podtrhujeme jesté jednou: popi-
Seme, ale neprovedeme p¥esné) podobnou té, kterd byla v r. 1917 vypracovina

i NN\
\ \\\ N\ A AN N
NN ‘

NN &H\§\&\x‘ AN

X N \ x\i\\:§§&§§;§§

N \ NN
\\\\ \
L\\\\\ \ \

japonskym matematikem Yoneyamou. Pfedstavme si ostrov, na némsz jsou dvé
jezera: v jednom je voda tepla a v druhém studend. Pfedstavme si déle, Ze
k rozvedeni vody z téchto jezer a z motfe po ostrové se stavi sif kandli podle
tohoto schématu: prvni den se stavi kanal od teplého jezera, aby se nikde
nedotykal ani studeného jezera, ani mofe a aby kaZdy bod souSe nebyl déle
od teplé vody nez 1 délkovou jednotku (obr. 70). Koncovy bod tohoto ka-
nélu ozna¢me W,. Druhy den se stavi kanal, vychdzejici ze studeného jezera
opét tak, aby jeho voda neptisla ve styk ani s mofskou, ani s teplou vodou
a aby kady bod souse nebyl od studené vody vzdilen o vice nez 1. Koncovy
bod tohoto kandlu ozna¢me C,. Tieti den postavime obdobny kanal vychaze-
jicf z mote; jeho koncovy bod oznaéme S,. Po prvnich tfech dnech bude vzdé-
lenost libovolného bodu souse ke kterékoli z uvaZovanych vod mensi nez
jedna. . )

Niasledujici t¥i dny pokraéujeme ve stavb®, vychéazejice od boda W, resp.
C, resp. 8,, a to tak, aby po tfech dnech sif kanilt byla takova, Ze libovolny
bod souse je od kterékoli z uvaZovanych vod vzdélen o méns nez 1. V nésledu-
jicich tfech dnech hustotu sit®é opét zvysime tak, aby z libovolného bodu
souse byla vzdélenost k libovolné z vod menii ne%  atd.

Nynf miiZzeme takto pokradovat déle, kdyZ odpovidajicim zpisobem budeme
kanily zuZovat; po kazdém dnu bude soud tvofit souvisly kus, na kterém je
mozno nisledujici den vytvorit jesté hustif sit kanali.

Budeme-li takto neomezené pokradovat, dospdjeme konec konci (v limité)
k viude husté siti kanala teplé, studené a moifské vody, takové, Ze tyto vody se
nikde neslévaji. To, co zbude po tomto procesu ze souse, bude &arou, jejiz kazdy
bod bude libovolné blizko k teplé, studené a moiské vodé. Jinak Fedéeno, této

AN NI VR VTR TAR VRN
NENRNEINBIIWEIWINAR
NERJN RYFNRNNR B
RB!S%

NS
ATV RVNVNANNN
SENREANENNENNE
ENR YRR
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Obr. 71.
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¢ate se budou pFimykat t¥i oblasti: teplé jezero a kanil z ndho vychdzejici,
studené jezero a kanil z ného vychézejici a mote a kanal z ndho vychézejici.

Prestoze vznikly dtvar mé podivné vlastnosti, povaiujeme jej za &aru
v tom smyslu, Ze je ,,hranici rovinné oblasti.

Uvedené piiklady ukazuji, Ze d4ry takto obecné pojimané, jsou velmi slo-
Zitymi utvary. Prvni vyhovujici matematickou definici zobecnéné éary podal
(pouze pro.rovinné &iry) vyznamny némecky matematik G. Cantor?), ktery

je zakladatelem teorie’ mnoZin.

B Abychom mokli ptistoupit ke can-
' torovské definici éary, zavedeme

_ jestd tento dileZity pojem: kaz-
A vy dou mnoZinu v roving, kterd je
’ uzaviend, souvisld a omeze-

né (posledni vlastnost znamens,

W W4 Wi WA Ze celd mnoZina leZi uvnité kruz-
, nice 8 dostatedné velkym polomsg-
rem),nazyvame rovinny m kon-

tinuem. Pfedpokldddme p¥i tom

we Mk he HH jesté, Ze kontinuum obsahuje vice
_ nez jeden bod (tj. jednobodovou

e ceesscecrssecscsncccenes e Mnoiinu nepoéitﬁme mezi kon-
tinua). Otevieny interval (ktery
neni uzavienou mnoZinou), pa-
rabola (coz je zfejmé mnoZina
bodi kterd nenf omezend), mnoZina sklddajici se z bodd dvou soustied-
nych kruZnic (mnoZina nikoli souvislé), nejsou kontinua. KruZnice, kruh,
trojahelnfk, mnozZina B (obr. 64), Wadova &ira mohou slouZit jako ptklady
kontinua.. Z¥ejmé tedy ka?dé kontinuum nebudeme povaZovat za &iru. Napt.
kruh nelze povaZovat za ¢iru. Pravé tak mnozinu, lezicf v roviné a majicf
vnitini body nemiZeme povaZovat za &iru. Cantorovskou kfivkou nazyjvdme
takové rovinné komtinuum, které (jakoéto mmofina bodd v roviné) meobsahuje
vnitind body. Jinak ¥eteno kontinuum X nazyvidme Cantorovou kiivkou,
jestliZe libovolng blizko kaZdého jeho bodu existuji body nepattici ke kontinuu
X. To znamend, Ze hranicf mnoZiny, kterd je komplementem (vzhledem k celé
rovind) kontinua X, je pravé kontinuum X. Je tedy kazdd Cantorova kFivka
takovym kontinuem, které je hranicf vhodné otéviené mnoZiny v roviné.
'V tomto smyslu odpovida tato definice pfedstavé ¢ary jakoZto ,,kraje plochy‘.

Zgroven probereme jest§ pifklad Cantorovy kiivky, kterou sestrojil polsky
matematik Sierpiniski (obr. 71). Rozd8lme ¢tverec na devét stejnych étvercu
a uvafujme mnoZinu, kterd vznikne edstranénim prost¥edniho &tverce (obr.
71a). Tato mnoZina se sklddé z osmi tvercl, z nich? kaZdy opét rozdélime na
devét stejnych étvercti; zde opét vidy odstranime prost¥edni étverec (obr.71b).
Tutéz operaci provedeme v kazdém ze zbyvajicich malych &tverct (obr. 71c).

‘ Obr. 72.

9) V souvislosti s uvedenim jména Cantor poznamenejme jeitd, %e konstrukce znézorndné
na obr. 63, 64, 68 a 71 jsou zaloZeny na spoletném principu. Timto obecnym principem je tzv.
cantorovsky proces postupného odstratiovdni &4sti. Vychodiskem viech téchto konstrukei je
Cantorovo .diskontinuum. Ziskdéme je, odstranime-li z intervalu [0,1] stiedni tfetinu, nade% ze
zbyvajicich dvou intervali opst odstranime stfedni tfetiny a takto neomezend pokralujeme
(obr. 72). Cantorovo diskontinuum mé mnoho duleZitych vlastnosti a pouZivé se ho asto v kon-
strukeich a dikazech. N

410

T ox



E ,
| 1]
= /‘@/7 # 7/ . Z wa
' | A Lﬁv,’
; [ ]] =
Z A ’ Z AP Z
[ /,/#iw = l@z = Z

T

[T

milll

Obr. 73.

411



Timto zplisobem pokradujeme neomezend dale, ¢im? v limité dostaneme
géru C (tzv. Sierpinského koberec).

MnoZina C je vyznaéna tim, Ze je jakousiuniversalnfrovinnou ki‘ivkou
Plati totiz tato véta:

K jakékoli Cantorové kiivce K existuje podmnoZina mnoZiny C homeomorf'ni
s K. Obrazng ¥edeno lze ka?dou Cantorovou k¥ivku po pat¥iéném »»protéhnuti
a ohnuti* (bez piletrZeni a slepovéni) povaZovat za &ast mnoimy C.

Ztejms nikoli kaZdou ¢iru lze povaZovat za ¢dst mnoziny C. V kapitole 2.
jsme se setkali s piikladem- 4ry, kterd neni rovinnal?), tj. kterou nelze pova-
Zovat za ¢ast roviny a tim méné za &ast mnoZiny C. D4 se ukézat, Ze v prostoru
existuje mnozina D svou strukturou p¥ipominajicf mnoZinu C, do které lze
vlozit libovolnou &aru v nejobecnéjsim slova smyslu, pfi¢em% mnoZina D sama
je takovou zobecnénou darou. Konstrukce mnoZiny D (tak jak byla popsina
rakouskym matematikem K. Mengerem) je schematicky znazornéna na obr.
73. V ¢em tedy spoéiva ,,nejobecnéjsi‘ pojem dary? Prejdeme nyni k objas-
nénf této otézky.

Urysonovy &ary

Cantorova definice &ary neni ,,vnitini‘, to znamensd, %e podle této definice
nelze rozhodnout, zda dand mnoZina je &i neni ¢arou. Tato definice se opird
nikoli jen o vlastnosti mnoZiny, kterou chceme nazvat ¢arou, ale také o to,
jakym zptsobem je tato mnoZina vnoiena do roviny; kromé toho se tyka
pouze rovinnych éar. Jakmile pfejdeme k vysetfovéni ¢ar vnofenych do pro-
storu, ztrici viechny predchazejici vahy smysl. V prostoru totiZz je ,hranici
oblasti‘ (tj. hranice néjaké éasti prostoru) nikoli &4ra, ale plochall). Jak tedy
definovat pojem &ary v prostoru? Je mozno poda,t ,,vnitini‘‘ definici éary, tj.
takovou definici, ktera nep¥edpoklddd vnofeni éary do néjaké mnoZiny v ro-
viné nebo v prostoru?

Od Eukleida pochdzi jesté tento popis éary: ,,zatimco plocha je titvar dvou-
rozmérny, je ¢ira Gtvarem jednorozmérnym, bod je titvarem bezrozmér-
nym‘. MiZeme se tedy pokusit o takovouto obecnou definici dary: édra je jedno-

- =~ _ p rozmérnow bodovou mnoZinou (popt. jednorozmér-

z ~ °* nym kontinuem). Takovito definice v¥ak zistiva

prézdnou, dokud nemame k disposici matematicky
pFesnou definici pojmu dimense (rozméru).

Definovat pojem dimense se pokusila Fada
matematikl, zejména Poincaré, Brouwer, Le-
besgue. Principidlnich vysledkd v tomto smé-
ru dosihl znamenity sovétsky matematik P. S.
Uryson (zemiel v roce 1924 ve v&ku 26 let).

T Uryson nejen nové (odlisné od Lebesguea-Brou-
Obr. 74. wera) definoval pojem dimense, ale vypracoval
i novou hlubokou matematickou teorii — teorii

dimense. Jim poprvé byl Gplné vyiesen problém definice &ary. Teorie di-
mense se rozviji i v soudasné dobé jako jedna z hlavnich odvétvi topologie.
Dotkneme se nyni nékolika otdzek tohoto védniho odvétvi.

10) Viz &4st I tohoto ¢lénku v piedchézejicim é&isle, str. 272.

11) Bylo by mo#no pokusit se definovat édru v prostoru timto postupem: Plocha je hranici
prostorové oblasti a ¢dra je hranici ,,oblasti na plode‘ (na tom spodivé na str. 408 uvedeny Euklei-
duv popis ,,8éry‘‘). Tento postup by byl nevyhovujici. Podle takovéto definice by totiz bod nebo
kruh patiil mezi é4ry (neuvéddime zde piiklady, dokazujici tento fakt).
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" 6. Dimense

Uvazujme bodovou mnoZinu znizornénou na obr. 74; tato mnoZina je sjed-
nocenim mnoziny vSech bodu kruhu, tsetky a bodu P. V okoli bodu M je
tato mnoZina dimense 2, v okolf bodu N je dimense 1; bod P je isolovanym
bodem mnoZiny a tedy. v bodé P je mnoZina dimense 0. Rtizné ¢isti mnoZiny
tedy mohou byt rtizné dimense.

Urysonova (induktivni) definice dimense

Dimensi mnoZiny v nékterém jejim bodé zavedeme pomoci pojmu roztiné-
n{ prostoru (mnoziny). Rikdme, e mnoZina A roztiné prostor X mezi
body a a b, jestlize neexistuje souvisléd podmnoZina prostoru X, kters ebsa-
huje body @ a b a mé neprazdny prinik s mnoZinou A. Nap¥. kruZnice v roving
X roztiné rovinu mezi kterymkoli, jejim vnit¥nim a kterykoli vnéjsim bodem.

Obr. 77. -

Stejng tak kulovéa plocha roztiné prostor mezi kazdym jejim vnitfnim a vnéjsim
bodem. MnoZinu, zndzornénou na obr. 74, roztindg bod 4 mezi body M a N.
Prostory dimense 3 lze tedy roztinat pomoct prostortt dimense 2 (nap¥. pomoci
kulovych ploch, viz obr. 75); z ndzoru je patrné, e mnoZina dimense 1 nemiize
trojrozmérny prostor roztinat mezi Zidnymi jeho dvéga body (nebot mizeme
od bodu k bodu ,,ptejit‘‘ tak, Ze ,,obejdeme‘‘ é4ru v prostoru). Rovinu (kterd
je.mnozinou dimense 2) lze mezi kterymikoli jejimi dvéma body a,b rozetnout
darou (na p¥. kruZnici, obr. 76), tj. mnoZinou dimense 1. Koneéné& ptimku (tj.
mno%inu dimense 1) roztind mezi kterymikoli jejimi dvéma body @, b mnoZina
A, které se skladéd ze dvou bodi m a » (obr. 77), tj. mnozina dimense 0.

V mnozing dimense n (n = 1, 2, 3) lze tedy konstruovat roztinini pomocf
mnoZin dimense (n — 1), tj. mnoZinami, které majf dimensi o jednotku nizf.
Je oviem mozZné konstruovat roztinani mnoZiny dimense n také mnoZina-
i dimense » (ngp¥. v roving, tj. mno%iné dimense 2 je go#zné konstruovat
roztindni mezi body @ a b mnoZinou vnitfnfch bodi jist€ho mezikru#i, tedy
také mnoZinou dimense 2 (obr. 78), ale mnoZinami dimense men&f nez n — 1
se to nemiZe podafit (nap¥. prostor nelze roztiat mezi dvéma body mnozZinou
dimense 1). .

Vzniké tak my¥lenka (kterd byla podrobné propracovéna Urysonem) de-
finovat mnoZiny dimense 1 (¢4ra) pomoci mnoZin dimense 0 a potom defino-
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vat pomoci mnoZin dimense 1 mnoZiny dimense 2. Pomoci téchto zase defi-
novat mnoziny dimense 3.1?)

Budeme nejprve definovat mno¥iny dimense 0. Rikdme, %e muofina X je
dimense 0, jestliZe neexistuje Zddnd jeji souvisld podmnoZina, obsahugici vice nef
jeden bod. Zhruba Ye¢eno mnozina je dimense 0, jestliZe se ]akoby ,,rozpada‘“
na jednotlivé, vzajemns nesouwse]ici body. Na,pf' bod je mnoZinou dimense 0.
Mnozina kone&ného podtu bodi je dimense 0. Existujf mnoZiny dimense 0,
majici nekoneéné mnoho bodi. Napt. mnoima A, popsané na zaddtku kap. 5
(str. 404), je dimense 0.

Definovali jsme mnoZinu dimense 0; muZeme nyni definovat mnoZiny di-
mense 1. Potom budeme definovat mnoZiny dimense 2 a obecnd na zdkladeé
definice mnoZiny dimense n — l~-budeme definovat mnoZiny dimense n. .

Necht bod @ patii do mnoZiny X. Podle P. 8. Urysona je mno#ina X v bodé
a dimense %, jsou-li splnény tyto podminky:

1. v libovolném okoli U bodu a, které celé patit do mnoZiny X, existuje mnoina
A dimense n — 1, kterd roztind mnofinu X mezi bodem a a kterymkoli bodem
nepatiicim do U;

2. v dostatecné’ malém okoli U neni moiné takové roztindni mnofinou
dimense mensi neZ n — 1.

Dale, jestlize mnoZina X je v nékterjfch bodech dimense 7 a v 24dném bodé
neni dimense vétii nez n, hkéme, Ze mnoZina je dimense n.

Vime-li tedy, jaké mnoZiny jsou dimense menif neZ n, méZeme definovat
mnoziny dimense n. To je Urysonova definice dimense.

Objasnime tuto definici na piikladech.

Piimka je dimense 1; neni mnoZinou dimense 0 (nebot existuji jeji souvislé
podmnoZiny, které obsahuji vice neZ jeden bod) a roztindni p¥imky je mozné
pomoci mnoZin dimense 0 (obr. 77). Analogicky je rovina dimense 2, prostor
dimense 3 (o roztindn{ v roviné a v prostoru jsme hovotili jiz d¥fve, obr. 76
a 75).

Mno#ina, zndzornénéd obr. 74, obsahuje body, ve kterych je dimense 2, 1
nebo 0 (body M, N, P). Tato mnoZina je tedy dimense 2. Na tomto pfiklade
ukdZeme smysl druhé podminky. Budeme uvaZovat dostateénd velké okoli U
bodu M (za toto okoli miZeme povaZovat napf. viechny body mnoziny X,
které lezi uvnit¥ kruZnice vyznadené na obrazku éarkované), pak existuje
mnoZina dimense 0, kterd roztind mnoZinu X mezi M a libovolnym bodem
vng okoli U (takovou mpoZinhou je napt. mnoZina s jedinym prvkem — bodem
A). Odtud viak nevyplyva, Ze mnozina X je v bodé M dimense 1, nebot v dosta-
te¢né malém okoli bodu M neexistuje mnoZina dimense 0, kters by roztinala X
mezi bodem M a libovolnym bodem z X leZicim vné tohoto okoli; takovd mno-
Zina musf{ byt alesporn dimense 1.

MnoZiny konstruované L. S. Pontrjaginem

Uvazujme mezikruZi; vime, %e slepenim ka.zdych dvou koncovych bodn
téhoZ praméru na vnitin{ kruZnici dostaneme Moebiiv list'?). Provedme nyni

12) Poznamenejme, %o v matematice jsou vySetfoviny mnofiny dimense vt ne¥ 3, dokonce
mno#iny nekoneénd-dimensionélini; tyto mnoZiny jsou vyznamné nejen v matematice, ale i v mno-
ha partiich soudobé fysiky. Rekh ]S (kap. 3), %e v étyfrozmérném eukleidovském prostoru
muZe byt vnofena projektivni rovina (nebo jind jednostranné plocha) aniZ by sama sebe pro-
tinala. Prostory, které maji vice ne% tfi rozméry, nelze viak ndzorn$ modelovat a proto se o nich
v tomto ¢lénku nezmitiujeme.

13) 1, ¢. 10, str. 279.
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slepovéni bodi jinak: budeme slepovat kaZdé t¥i body, které jsou vrcholy
rovnostranného trojihelnfka, vepsaného do vnitinf kruZnice uvaZovaného
mezikruzi (obr. 79). Takto vzniklou mnoZinu nazyvéme Moebiovym listem
modulu 3. Tuto mnoZinu muZeme popsat také takto (obr. 80): uvaZzujme pds
svinuty podle obr. 80a a slepme jeho dolnf okraje v jedinou kruZnici (obr. 80b).
Slepime-li nyni Gsedky
PN a MN, dostaneme
mnoZinu homeomorfni
8 Moebiovym listem
modulu 3 (toto posled-
nf slepeni miiZeme pro-
vést nap¥.spojenim bo-
da M a P ,,pod‘ difve
ziskanou} kruZnicf, obr. -
80c). MuZeme takto sle-
povat ne t¥i, ale ka¥dé
Styti, pét ... bodi, kte-
ré déli vnit¥ni kruZnici
mezikruZi na stejné ob-
louky: dostaneme mno-
Ziny, nazyvané Moebi-
ovymi listy modulu 4,
modulu 5 atd. Moebitv
list libovolného imo-
dulu p mé kraj, ktery
je homeomorfni s kruz-
nici: (vnéjsi kruZnice

(SIo!

Q

o
¢ o
o o
oC)OOO o ©

Obr. 79. - Obr. 80. Obr. 81.

mezikruZ{ ze kterého vznikd Moebiiv list modulu p; na obr. 80c je ti§tén silnou
darou). Moebiovym listem modulu » je mo#né zalepit otvor v plo¥e!s) Tak
jako v kap. 3 je snadné dokézat, fe zalepeni kruhového otvoru Moebiovym
listem modulu p je ekvivalentni se slepenfm ka¥dych p bodd okraje, které
délf kruZnici na. p stejnych oblouki.

UvaZujme nyni étverec s otvorem tvaru kruhu, rozdélme tuto kruznici na p
stejnych oblouki a slepme je (t]. zalepme otvor Moebiovym listem modulu p).
Potom vyfeZme jest& nékolik kruhovych otvort a slepme stejn® jejich kraje
(tj. zalepme tyto otvory Moebiovym listem modulu p). Potom znovu vytezme

14) Tamtés, str. 283.
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nékolik otvori a zalepme je Moebiovymi listy (stdle stejného modulu p)
atd. (obr. 81). Pokratujme v této konstrukci neomezené tak, aby vyfezédvané
otvory a Moebiovy listy, kterymi je zalepujeme, byly mensi a mensi a neustale
hustéji vyplovali étverec. MnozZinu, kterou dostaneme po nekoneéné mnoha
krocich, ozna¢me F,. To je mnoZina sestrojend Pontrjaginem.

Lze dokazat, Ze pro libovolné p = 2, 3, 4, ... je F, dimense 2. Pozménme
nynf konstrukei tak, Ze nékteré z vyfiznutych otvora budeme zalepovat Moebio-
vym listem modulu p a ostatni Moebiovym listem modulu g tak, aby i Moebi-
ovy listy modulu p i Moebiovy listy modulu ¢ neustale hust&ji zapliiovaly
vychoz{ mnoZinu. MnoZinu, kterou dostaneme po nekoneéné mnoha krocich,
ozna¢me F, . Ukazuje se, Ze mnoZina F,, je dimense 1, jestliZe &isla p a ¢
jsou nesoudélné. Nap¥. budeme-li provadét popsanou konstrukei zalepovanim
otvorit Moebiovymi listy modulu 3, dostaneme mnoZinu dimense 2 (tj. F;);
tentyZ ptipad nastane, pouZijeme-li k zalepovani Moebiovymi listy modulu 4
(mnozina F,). Budeme-li v8ak vlepovat st¥idavé Moebiovy listy modulu 3
a modulu 4, pak vyslednd mnozina F,, bude najednou dimense 1. Jak

“uvidime déle (kap. 8) zdkladem tohoto udivujiciho jevu jsou hluboké zikoni-
tosti algebraické.

Lebesgueova - Brouwerova definice dimense

Dimensi mnoZiny lze definovat také jinou cestou, ktera je spjata s vyzkumy
vynikajiciho francouzského matematika A. Lebesguea.a L. Brouwera
(Holandsko). NeZz budeme p¥esnd formulovat tuto definici dimense uvedeme
nékolik piikladi. 4

P¥imku miiZeme rozdélit na tsedky, z nichZ Z4dné tii nemaji spole¢né body;
takovérozdéleni ziskdme nap¥. pomocf posloupnosti vzdjemns stejné vzdalenych
bodta na pfimce (obr. 82). Kazdy bod piimky patif potom bud jen k jedné
usedce, nebo dvéma tsedkam (je-li jejich spolednym koncem)4).

Rozdélit rovinu na malé kousky, které se k sob& pfimykaji vidy nejvyse
po tiech, jiZz nelze (dokdzat nemoznost takového rozdéleni neni jednoduché).
. P¥i rozdéleni roviny na &tverce (dv&ma soustavami rovnobdinych piimek,
obr. 83) se jednotlivymi kousky' pfimykaji k sob& po &¢tyfech (ve vrcholech
dtvercil). To vSak neni ,,nejhospodérnéjsi‘‘ rozdéleni roviny na kousky: lze
konstruovat takové rozdéleni, p¥i kterém se nestykaji v Zadném bodé vice
nez t¥i kousky. Pfiklad takového rozdéleni je na obr. 84 nebo 85.

Koneéné neexistuje rozdélenf trojrozmérného prostoru na kousky, p¥i kterém
by se pfimykaly k sob® nejvySe tii kousky; existuje v8ak takové rozdéleni,
prfi kterém se k sob® nikde nep¥imykaji vice nez éty¥i kousky. Takové rozdé-
leni dostaneme nap¥. tak, Ze vytvoiime jednu vrstvu ,,cihel* tak jak je uka-
zano na obr. 86, na kterou budeme klédst ,,cihly*‘ druhé vrstvy atd., pfi demz
dbame toho, aby hrany ,,cihel”“ prvni vrstvy se nikde nedotykaly hran nebo
vrcholé ,,cihel*“ druhé vrstvy. Na obr. 87 je zndzornéna vzijemnd poloha
,»,cihel“ v obou vrstvéach (,,cihly* jedné vrstvy jsou zndzornény plnymi ¢arami
a ,,cihly‘‘ druhé vrstvy édrkované). Na tomto obrazku je nidzorné vidét, Ze se
v Z4dném bodé k sobé nepfimykaji vice nez éty¥i ,,cihly‘.

14) Zde i v dal8im uvaZujeme uzaviené , kousky*, tj. takové, ke kterym patii i jejich hranice
(tedy k usedkdm patii i jejich konce).
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Tedy:

mnoZina dimense 1 (pfimka) muZe byt rozdélena na &4sti, z nichZ 24dné
tti nemaji spolednych bodi;

mnoZina dimense 2 (rovina) muZe byt rozdélena, na &asti, z nichz Z4dné
8t y¥i nemaji spoleénych bodi;

mnoZina dimense 3 (prostor) miiZe byt rozdélena na &asti, z nichZ Zddnych
pét nemé spolednych bodi.

Na zéklad$ toho lze pojem dimense defmovat také ta.kto Mnotina X je
dimense n, jestlife je sjednocenim takovijch libovolné ,,malych“ uzavienych pod-
mnosin, Ze ltbovolny bod mmofiny X patii nejvyde do
n+ 1 'téchto podmnotin, a jestlie takové vyjddient
nent moiné, zaménime-li zde éislo n + 1 éislem n.

D4 se dokézat, Ze definici dimense lze formulovat

jinak: mnoZina je dimense .n, jestliZe existuje jeji
rozkla.d na (libovolné ,,malé‘‘) podmnoziny, kousky,

Obr. 82. Obr. 83.

Obr. 84. Obr. 85.

e o o o e o e o

- ""':l"r'-‘-'l‘v-—‘-'l-f-‘
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Obr. 86. : Obr. 87.

i

které je moZno ,,vybarvit’“ » -+ 1 barvami tak, Ze Z4dné dva. kousky
stejné barvy nemaji spoleénych bodi. Na obr. 88 je uké,zéno takovéto vybar-
venf roviny (dervend, modré a Zlutd barva —
KpacHHi, CHHAH, MeTHIH). X I
Je velikou zésluhou P. S. Urysona, %e do- ¢
kézal‘vétu o ekvivalenci obou uvede- x ]
C

I

¢

nych definic dimense, tj. tvrzeni, Ze
mnoZina je dimense n podle prvni (induk-
tivnf) definice dimense pravdé tehdy, je-li
dimense n ve smyslu druhé (Lebesgue-Brou- v Obr. 88.
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werovy) definice dimense. Ob& definice dimense nejsou vSak ekvivalentni
pro viechny topologické prostory, plati jen pro topologické prostory, které
vyhovuji nékterym dal§im podminkédm (plati napf. pro prostory metrické).
Priklady (nikoli metrickych) prostordi, pro né% uvedené definice dimense
nejsou ekvivalentni, sestrojili sovétsti matematikové A. L. Lunca O. V.
Lokucievski.

,,Sousedstvi

P. S. Uryson zalozil velké odvétvi topologie — teorii dimense. Pojem
dimense je jednim z nejdileZitéjsich topologickych invarianti. Zminime se
zde jesté o nékterych vétich teorie dimense. Nejdiive se dotknéme souvislosti
dimense s ,,poétem sousedi‘, kterou poprvé vysetfoval sovétsky matematik
L. M. Lichténbaum.

JestliZe mnozina X je rozdélena na ,,kousky*, pak ty z nich, které se p¥i-
mykaji k jistému ,kousku‘ K nazyviame ,,sousedy‘ K. Kazdy kousek mé
tedy jisty podet ,,sousedt‘‘. Nejvétsi z téchto ¢isel nazyvime nidsobnosti
daného rozkladu. Existuji-li rozklady mnoZiny nésobnosti s na jakkoli malé
kousky a neexistuji-li takové rozklady ndsobnosti s — 1, nazyvame d&islo s
hustotou mnoziny X.

Rozklady zndzorn&né na obr. 84 a 85 jsou ndsobnosti 6. JelikoZz v téchto
rozkladech lze kousky volit libovolné malé, m4 rovina hustotu nikoli
vét¥i nez 6. Je mozné, aby rovina méla hustotu mensi, nap¥. 5? Kdyby tomu
tak bylo, existoval by rozklad roviny na kousky, z nichZ Zadny by nemél vice
nez 5 sousedl. Existuji takové rozklady? Tato otdzka byla uiplné feSena teprve
neddvno (r. 1950) v pracich O. V. Lokucievského a V. G. Boltjanského, ktery
také dokazal, Ze obecné kaZdd dvourozmérnd mmoZina (spliiujict nékteré dalst
prirozené podminky) md hustotu alespori 6.15)

Specidlné hustota roviny je rovna 6. Anglicky matematik Stone dokdzal
(1953), Ze Zadna dvourozmérna mnozina nema hustotu vétsi nez 7. Tedy hus-
tota libovolné dvourozmérné mnoziny muze byt rovna 6 nebo 7 (napt. hustota
mnoziny, kterou lze si pfedstavit jako knihu o t¥ech listech je rovna 7).

Pojem topologického souédinu

Pojedndme jesté o dimensi topologického souédinu. Nejdiive viak:
objasnime tento novy pojem na piikladech.

1. V roviné budiZz zavedena kartézska soustava soufadnic (z, y). Kazdy
bod roviny je potom uréen bodem x na ose usedek a bodem y na ose potadnic;
bod je totiz prusedikem rovnobéZek se soufadnicovymi osami vedenych
bodem x resp. bodem y.

Jinak Feteno, kazdy bod roviny je uréen uspofddanou dvojici bodh (=, y),
z nichZ bod « leZi na ose tsedek a bod y na ose potadnic. Rovinu lze tedy po;mnat
jako mnoZinu vech usporddanych dvojic bodu (%, y), kde x je bodem mnozmy
X (v naSem ptipadé p¥imky) a y bodem mnoZiny Y (v naSem pFipadd rovnéz
piimky).

2. Vezméme ddle mezikruZi (obr. 89). Oznadme pismenem X &ist poloméru
vnéjif kruznice (Gsedku), vytatou obéma hraniénimi kruznicemi, a pismenem Y
vnitfnf kruZniei. Libovolny bod mezikrui je uréen bodem x useéky X a bodem

15) Srov. A. M. firnom r U. M. firnoMm, HesnemerTapHHEe 3ajadd B 3j1eMEHTa PHOM
u3noxennn, Mocksa 1954, uloha 117.
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y krutnice Y. Dany bod je toti prusetikem soustiedné kruZnice s kguinici Y
jdouci bodem z a jejfho poloméru vedeného bodem y. :I‘edy mezikruZi mozno
pojimat jako mnoZinu v8ech uspotddanych dvojic bodi (z, y), kde z je bodem
mnoziny X (dsetky) a ¥ je bodem mnoZiny Y (kruZnice). :

Obr. 92.

2. Na anuloidu (obr. 90) oznaéme pismenem X merididn, tj. jednu z kruZnic,
kterd vznikne ¥ezem s rovinou prochazejici osou anuloidu; pismenem Y kruz-
nici, kterd je fezem s rovinou kolmou na ose anuloidu. Potom libovolny bod je
urdéen uspofddanou dvojici bodid (z, ), z nichZ bod z lezi na kruZnici X a bod
~ y na kruZnici Y. Dany bod anuloidu je totiz prusedikem merididnu, ktery
prochézi bodem y kruZnice Y s kruZnici rovnob&inou s Y, kterd .prochdzi
bodem z merididnu X. Tedy anuloid moZno rovné% pojimat jako mnozZinu
viech uspofddanych dvojic bodu (z, y), z nichZ = je bodem mnoZiny X (kruz-
nice) a ¥y bodem mnoZiny Y (rovnéZ kruZnice). - . - A

4. Oznadme pismenem X hornf podstavu vilce a pismenem Y jednu- z jeho
povriek. KaZdy bod vilce je potom uréen bodem « horni podstavy X a bodem
y tsedky Y: dany bod je potom prisedikem pHmky vedéné bodem x roxnobézné
8 povrikami s rovinou, vedenou bodem y rovnob&in& s podstavou’ (g;)r., 91).
Vidime. tedy, Ze vélec muZeme. pojimat jako mnoZinu viech uspotédanych
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dvojic bodl (z, y), kde z je bod mnoziny X (kruhu) a y je bod mnozZiny Y
(asetky). -

Ve viech pifkladech jsme ziskali mnoZinu, kters je topologickym sou-
¢inem mnoZin X a Y: rovina je topologickym soutinem dvou p¥imek, mezikru¥f
je topologickym soudinem tiseéky a kruZnice, anuloid je topologickym soudinem
dvou kruznic, .valec je topologickym soudinem kruhu a useéky Obecné defi-
nu]eme topologlcky soudin analogicky: mnofinu Z nazyvdme topologickym
souinem mnozin X a Y, maeme-lv Z poyimat jakotto mnofinu viech uspord-
danyjch dvojic (x, y), kde x je bodem mnoZiny X a y bodem mnofiny Y. To viak
jeété nestadf. V této definici se hovofi jen o tom, z jakych prvki se sklada
mnozina Z a nedefinuje se v ni topologie. Aby mnozina Z byla topologickym
prostorem, nutno v Z zavést topologii. MnoZina Z se stdva topologickym sou-
¢inem mnozin X a Y, je-li v Z topologie zavedena takto: bod (z, ) je blizky
podmnoZiné M prostoru Z, jestliZe kazdé okoli bodu x v prostoru X obsahuje
bod % a kaidé okoli bodu y v prostoru Y obsahuje bod v tak, Ze bod (u,v)
nilezi do mnoZiny M.

Pfi tom je podstatné, aby kaZdy bod mnoZiny Z odpovidal dvojici (z, y)
a aby riznym dvojicim odpovidaly rizné body mnoZiny Z. UvaZujme nap¥.
kulovou plochu a na nf rovnik a nulovy polednik. Poloha libovolného bodu
na kulové plofe je urdena svymi zem&pisnymi soufadnicemi, tj. bodem z na
rovniku a bodem y na nulovém poledniku: bod (z, y) kulové plochy je prise-
¢ikem poledniku prochaze]icim bodem z a rovnob&zky, kteréd prochézi bodem

y (obr. 92). Aviak z toho nemiiZeme usuzovat, Ze kulova plocha je topologickym
souémem rovniku (tj. kruzmce) a polednfku (tj. mnoZiny homeomorfnf s vised-
kou). Jsou-li totiZ z a «’ dva rizné body rovniku a n severni pél kulové plochy,
odpovidé riznym dvojicim (z, n) a (z’, n) stejny bod, totiZ pravé severni pél.

Dimense topologického soudinu

Ptistoupime nyni k otdzce dimense topologického soudinu. V prvnich
t¥ech z vySe uvedenych piikladi byly mnoziny X a Y dimense 1 (jednorozmér-
né); jejich topologicky soudin byl dimense 2 (dvojrozmérnym ttvarem, rovina
resp. mezikru{ resp. anuloid). Ve &tvrtém ptikladé slo o topologicky soudin
mnoziny dimense 2 8 mnoZinou dimense 1 (kruh a tsedka); ktery je dimense 3
(trojrozm&rny ttvar, vilec). Na zikladé téchto a fady jinych prikladd (napf.
topologickym soudinem roviny a p¥imky je trojrozmérny prostor, topologickym
souéinem dvou rovin je étyfrozm&rny prostor) mohli bychom se domnivat, Ze ds-
mense topologického soudinu je ziejmé rovna soudtu dimensi ,,Einitels ‘. O platnosti
tohoto tvrzeni dlouho nikdo nepochyboval, t¥ebaZe nebylo dokdzano. Védec-
kou sensacf byla prdce L. S. Pontrjagina, uvefejnéné v r. 1930, v niZ autor
dokazuje, Ze topologicky soudin dvou dvourozmérnych mnoZin miZe byt
dimense 3 (a nikoli dimense 4, jak vyplyvalo z uvedeného tvrzeni). Samo-
zfejm& nikoli ka¥dy topologicky soudin dvou dvourozmérnych mnoZin je
dimense 3; P. S. Pontrjagin viak ukézal, Ze 1ze konstruovat dvé dvojrozmérné
mnoZiny, ]ejlchi topologicky souéin je trojrozmdrny. Obrazné fedeno, miiZe
platit ,,rovnice*

2,492 =3,

Jaké mnoziny pouzil L. S. Pontrjagin v dikazu tohoto tvrzeni? Jsou to prdvé
ty mno#iny F,, které jsme popsali vyde (str. 416). Jsou-li totiZ p a q nesoudélnd,
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Je topologicky souéin pontrjaginovskijch mnoZin F, a F, trojrozmérnou mnoZinou.
" Diikaz této véty neni jednoduchy. Postup pi1 takovém diikaze naznadime
v kap. 8.

Poznamenejme, Ze L. S. Pontrjagin dostal tento vysledek ,,ndsobenim‘
riznych (nikoli homeomorfnich) mnoZin F, a F,. Jsou-li p a ¢ soudélnymi
(tj. maji-li spole¢ného d8litele) a tim spiSe pro p = q je topologicky soudin
mno?in F, a F, nikoli trojrozmé&rny, ale ¢tyfrozmérny (v souhlase s pfedstavou
o soudtu dimensf ,,¢initelt1). P¥irozend vznikla otdzka zda v Pontrjaginove
piikladu je podstatné, Ze se nésobi rtizné mnoZiny? Existuje takovd dvoj-
rozmérnéd mnozina, kteréd topologicky nésobena sama sebou d4vé trojrozmér-
nou mnozinu? Na tuto otdzku odpovédél v r. 1949 V. G. Boltjanski, ktery
sestrojil mnoZiny P,, (pro m = 2,3, 4...), které jsou dvojrozmérné a maji
tuto vlastnost: Topologicky soudin libovolnych dvou mno%in P, a P, je troj-
rozmérny pro libovolna m a n (tedy i pro m = n, tj. i pro dvé stejné mnoZiny).

V poslednich letech se Fedilo mnoho problémi z teorie dimense. Problém di-
mense topologického soudinu iplnd fesil teprve neddvno sovétsky matematik
M. F. Bok&tejn. O dalsim vynikajicim vysledku sovétské topologické &koly
— o tzv. homologické teorii dimense P. 8. Alexandrova — pojedndme
v kap. 8. ' '

Prelotily Jitt Fdbera a Jirt Gregor

[/(_) PRACI P. S. NOVIKOVA ,,0 ALGORITMICKE NERESITELNOSTI
PROBLEMU TOTOZNOSTI SLOV V TEORII GRUP* *) '

Existence algoritmicky nefesitelnych wuloh byla prokdzdna teprve we 30. letech,
kdy% Post, Church, Turing a jint podali pFesnou definici algoritmu a zkonstruovali
wulohy logické povahy, které mebyly algoritmicky Fefitelné. Byly to viak vlohy tak
specidint povahy a umélé, Ze se udriel ndzor, e v rediné matematice takovich vloh
nend. Tento ndzor vyvrdtila Novikovova prdce, kterd se tim stala proslulou. Clenu
korespondentu AN SSSR Petru Sergéjeviéi Novikovovi byla za tuto prdct udélena
v r. 1957 Leninova cena. .

V &ldnku poddvdme struénou informaci, of v této prdce jde. ’

. Redakce

Jednim z tstfednich problémt matematické logiky je otdzka FeSitelnosti
tzv. algoritmickych problémi. ' : ,

Pifkladem algoritmu (pojem, s kterym se setkévdme v matematice od dob
Eukleidovych) miZze byt délenim é&fsla jinym &fslem, Algoritmus je charakte-
risovén tim, &ée po koneéném podtu kroki dostaneme vysledek (v nafem p¥i-
kladu podil a zbytek), postupujeme-li podle urditych pravidel, nezavislych na
danych veli¢indch (v nasem p¥kladu na d&lenci a déliteli). Teorie algoritmu
byla v posledni dob® obohacena pracemi A. A. Markova, J. Posta, A. M. Tu-
ringa a jinych. 4

Algoritmicky problém spoéivé v uréenf algoritmu, ktery umoziiuje Fesit jedi-
nou metodou néjakou nekonednou sérii stejnorodych otdzek, nebo v dikazu,
%e takovy algoritmus neexistuje.

*) O paGore II. C. Hosmkosa ,,06 anropmrMmiecKoit HEpas3pemHEMOCTH npobieMur
TOMJecTBa CJI0B B Teopum rpynn‘‘, Matématiteskoje prosveséenije, &. 1, 1957,
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