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Od Cavalieriho principu
k tomografu

V. M. Buch$taber, S. G. Gindikin, Moskva

Viktor Matvéjevi¢ Buch$taber, kandidat fyzikdlnématematickych véd je vedoucim védeckym
pracovnikem VSesvazového védeckovyzkumného ustavu fyzikdlnétechnickych a radiotechnickych
méfeni Statniho tstavu pro normy SSSR (Gosstandart). Pracuje v oboru numerickych metod apliko-
vané statistiky, teorie rozpozndvani obrazli a algebraické topologie. Je nositelem ceny Moskevské
matematické spole¢nosti.

Semjon Grigorjevi¢ Gindikin, kandidat fyzikalnématematickych véd, je vedoucim védeckym
pracovnikem Lomonosovovy moskevské statni univerzity. Pracuje v oboru matematické fyziky,
komplexni analyzy a teorie Lieovych grup a je autorem knih: Algebra logiky v zadaéach, Moskva
1972; Razskazy o fizikach i matématikach, Moskva 1981. V ¢&asopise ,,Priroda‘‘ uvefejnil ¢lanek
o Huygensovi (1979, €. 12). Je nositelem ceny Moskevské matematické spoleCnosti.

(Podle redakéni pozndmky éasopisu ,,Priroda‘*)

Casto si neuvédomujeme, jak sloZitou wlohu kaZdodenné fesime, kdyZ si vytvdiime
trojrozmérné obrazy podle jejich dvourozmérnych projekci na sitnici oka. V posledni
dobé se v souvislosti s problémem rozpozndvédni obrazli objasnilo, jak delikdtné pfi tom
vyuZivdme apriornich pfedstav o geometrické struktufe zkoumanych objektii. Nékterymi
tlohami souvisejicimi s danou problematikou se matematikové zabyvali uz od dob
G. Mongea, tviirce deskriptivni geometrie. Pouze velmi silné pfedpoklady o pravidel-
nosti zobrazovanych objektii (jako napf., Ze se povrch t&lesa miiZze sklddat pouzezkous-
k@ rovinnych, vdlcovych, kuZelovych, resp. kulovych ploch) dovoluji jednozna&ng
rekonstruovat stereometricky obraz na zdkladé n&kolika (obycejng tfi) projekci.

Pomérné asto v§ak nemiiZeme objekt povaZovat za dostatecné pravidelny a nemdame
dost zkuSenosti k vytvofeni zdiivodnénych piedstav o jeho struktufe. V takové situaci
je napf. rentgenolog, kdyZ se snaZi na zdkladé jedné nebo nevelkého poctu projekci
rozeznat nddor na plicich nebo prohlubeii jizvy na dvandcterniku. Pfednosti zkuSeného
rentgenologa nepochybné je, Ze pii feSeni této ilohy miZe vyuZit svych pfedstav o tom,
jaky vysledek lze v kaZdém konkrétnim piipadé oCekdvat. Je proto zcela pfirozené,
Ze prdavé v rentgenologii vznikla otdzka, zda nelze sniZit poZadovanou kvalifikaci specia-
listy tim, Ze podstatné zvétS§ime pocet vyuZivanych projekci. Na druhé strané se velky
podet projekci dd pouhym okem zpracovat velmiobtiZzné, a proto vznikd uloha o vytvo-
feni trojrozmérného obrazu na zdklad® velkého po&tu projekci (zhruba feeno podle
viech projekci). Tuto ulohu v soudasné dob& usp&sné fesi potitadové tomografy, které
se staly neoddélitelnou souddsti vybaveni pfednich svétovych klinik. O tom bylo napsdno
mnoho popularizaénich ¢ldnki, v nichZ se vysvétluje, jak se zkoumany objekt ,,prosvé-
cuje“ paprsky ve vSech smérech a jak pocita¢ na zdklad€ velikosti jejich absorbce
(pohlcovéni) rekonstruuje obraz. Mdlokde viak najdeme vysvétleni, jak potitad tuto

V. M. BUCHSTABER, S. G. GINDIKIN: Ot principa Kaval’eri k tomografu, Priroda 1983, &. 6, str.
12—24. Vyd. ,,Nauka‘‘, Moskva. Prelozil JikRf KoPACEK. Obrazky pofidila redakce podle ruského
originalu.
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elementdrné formulovanou ulohu fe$i. Jeji feSeni zdaleka neni elementdrni jak co do
uZitého algoritmu, tak co do jeho numerické realizace. Touto tlohou a jejim mistem
v matematice se chceme v na§em &ldnku zabyvat pfedevsim.

Formulace matematické alohy

Zadit musime tim, Ye v rentgenové tomografii se pfedstava o neviditelné struktufe
objektu ziskdvd ne jako stereometricky obraz, ale jako reprezentativni soubor rovinnych
ez, tj. obrdzki, které bychom uvidéli, kdybychom zkoumany objekt rozfizli riznymi
rovinami. Pfitom se pfedpoklddd, Ze dochdzi pouze k absorbci paprskii a nikoli k jejich
ohybu, jakoZ i Ze koeficient absorbce f(x;, x,) jako funkce bodu x = (x,, x,) charakte-
rizuje hledany obraz. Pro uréitost zatim pfedpoklddejme, Ze f(x,, x,) je zaddna na jed-
notkovém ctverci —1 £ xq, X, < 1.

Velikost absorbce na pfimocarém paprsku je ddna jistym integrdlem podél tohoto
paprsku. Pfesnd matematickd formulace tilohy je tato: Ur&ete funkci f(x,, x,) na &tverci,
zndte-li jeji integrdly podél vSech pfimek, které &tverec protinaji. Takovd dloha ma
feleni, a toto feSeni lze dokonce vyjddfit pfehlednou formuli, coZ ji odli§uje prakticky
od viech analogickych ,,inverznich* uloh (napf. od inverzni ulohy geofyziky). Pfi
technickém feSeni se samoziejm& musime spokojit pouze s pfibliZnym vzorcem, ktery
vyuZivd ne vSechny pfimky, ale pouze jejich konecny pocet. Budeme se nejdfive zabyvat
presnym FeSenim nasi ulohy.

Je-li situace ,,kontrastni‘, mdme tento jeji specidlni pfipad: za f bereme charakteri-
stickou funkci n&akého obrazce (mnoziny) D, tj. funkci rovnou jedné v bodech mno-
Ziny D a nule vn& D. Jinak feeno, na &tverci mame zaddn libovolny obrazec s ,,dirami‘‘
(neboli ementdlsky syr, jak matematikové n&kdy Fikaji). Pro kaZdou p¥imku [ necht
zndme soudet s(I) délek viech usedek, v nichZ I protind D. Ptdme se, zdali je moZné
rekonstruovat mnozinu D na zdkladé znalosti funkce s(l) a jakym zpisobem toho lze
dosdhnout. Jak je vidét, je formulace tlohy zcela elementdrni a miZe nds piekvapit,
7e jeji feSeni zdaleka neni elementdrni a navic to neni feSeni geometrické, ale analytické.

Funkce s(p) obrazce D (¢arkované, &erchované,
te¢kované &ary). Obrazec D protindme ve tiech
zvolenych smérech (I, I1, III) soustavou rovno-
béznych piimek. Pro kazdy smér definujeme
funkci s(p) prifazujici kazdé piimce vzdalené o p
od libovoln€ (ale pevné) zvoleného bodu O
soulet délek usetek, ve kterych tato primka
protind D. Je zfejmé, Ze pomoci pouze téchto
funkci neni moZné si udélat pfedstavu o ob-
razci D.
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Cavalieriho ,,nedélitelné &dsti‘

Takto formulovanou ulohou se matematikové zacali zabyvat teprve pomérné neddvno,
aZ v tomto stoleti. Prdce, které s ni v jistém smyslu souviseji, jsou v§ak mnohem starsiho
data. Pfedevsim je tfeba pfipomenout B. Cavalieriho (1591 —1647). Tento mnich, origi-
ndlni v&€dec, ktery mél blizko ke Galileovi, byl jednou z kli¢ovych postav, které pfipra-
vily cestu k vytvofeni infinitezimdlniho po¢tu. Zabyval se vypoltem plo§ného obsahu
,,Kfivych** obrazcli a objemu ,,kfivych‘ téles, a pfestoZe nemél k dispozici matematicky
jazyk adekvdtni této tiloze, snaZzil se vypracovat efektivni a dostateéné korektni nume-
rické postupy. Obrazec, jehoZ plosny obsah se mél urdit, si Cavalieri pfedstavoval slo-
Zeny z rovnob&Znych usetek — ,,ned&litelnych &dsti* (asociace s atomistickym sv&tovym
ndzorem jsou zfejmé). Postuloval, Ze plodny obsah je urlen délkami t&chto useek
s(p) (protoZe jde o rovnob&iné usetky, je moZné je parametrizovat jednim &islem —
parametrem p). Tento postuldt je zndm pod jménem Cavalieriho princip. Riizné obrazce
mohou mit stejnou funkci s(p) (napf. trojihelniky se stejnymi zdkladnami a stejnymi
vySkami) a potom maji stejné plo3né obsahy. Cavalieri a jeho ndsledovnici s obrovskou
vynalézavosti transformovali obrazce, aby se pfitom nezmeénila funkce s(p). (Nezapo-
méfime na to, Ze vybér sméru soustavy rovnobéZnych piimek je libovolny, a toho lze
velmi efektivng vyuZit.) Po&inaje urlenim plosného obsahu rdznych parabolickych
a hyperbolickych use¢i, byly vypo&teny plosné obsahy nejrozmanitéj§ich obrazcy,
a zddlo se, Ze moZnosti této metody jsou nevy&erpatelné.

Ve stereometrické varianté Cavalieriho principu se trojrozmérnému télesu pfifazuji

Ilustrace jednoho z nejelegantn&jSich pouZiti
Cavalieriho metody patfici Robervalovi (pseu-
donym J. Pearsona) (1602—1672). Urluje se
ploSny obsah obrazce pod jednim obloukem
cykloidy (na obrazku je vyznagena silnou &arou).
Cykloida je kfivka, kterou opisuje pevny bod M
kruZnice, ktera se kutali bez klouzani po vodo-
rovné pirimce. (Na obrazku je nakreslena kruz-
nice s polomérem rovnym jedné.) Pro vypodet
zmin&€ného plo$ného obsahu se provadi tato

pomocna konstrukce: pod obloukem cykloidy I

se na kazdé vodorovné primce sestrojuje bod P 7 //\ .

— stred GseCky MM’, kde M’ je druhy prusedik g \/{/ %
vytvarejici kruZnice se zvolenou vodorovnou y (@
primkou. Pozdé&ji se zjistilo, Ze body P opisuji I

sinusoidu (je vyznaCena &arkovan®). Tady se
sinusoida poprvé objevila v matematice! Rober-
val ji nazval ,,pravodkyni cykloidy. Plo$ny
obsah obrazce pod sinusoidou se spodte snadno
— je roven plosnému obsahu obdélnika, ktery
je roven 2z (viz dolej§i obrazek). Zbylé &asti —
tzv. Robervalovy listky — jsou podle Cavalie-
riho principu stejn& velké jako vytvatejici kruh.
Hledany plo$ny obsah je proto roven 2z + n =
= 3n.
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ploiné obsahy 7(p) jeho ezl soustavou rovnob&Znych rovin a tvrdi se, Ze tyto obsahy
zcela urduji jeho objem. Odtud naptiklad plyne, Ze trojboké jehlany, které maji stejn&
velkou zdkladnu a stejnou vysku maji stejny objem.*) Diikaz tohoto tvrzeni pomoci
zndmych ,,Eertovych schodd* byl vidy nepfjemnym mistem ve stfedoskolskych udeb-
nicich stereometrie. Velmi efektivnim se ukdzal ndvrh pfijmout ve stfedoskolské teorii
objemd za axiém velmi vyhodny Cavalieriho princip. UmoZiiuje to nejen objasnit
viechny otdzky tykajici se objemi jehland, ale i jednoduse bez sloZitych limitnich pfe-
choddi odvodit vzorce pro objem rozmanitych ,,okrouhlych* t&les. Uplny vyklad pfi-
slu$nych Gvah byval uvddén petitem ve zndmé u€ebnci A. P. Kiseleva.

Pro nds je podstatné, Ze Cavalieri jako prvni pfifadil rovinnému obrazci délky jeho
prinikd se viemi pfimkami a trojrozm&rnému télesu plo¥né obsahy jeho rovinnych
fezd. Odtud je uZ jen krok k tomu, abychom libovolné funkci dvou, popf. tfi promén-
nych pfifadili jeji integrdly podél p¥imek, rovin. V podstaté to uZ bylo to, co dnes nazy-
vidme Radonovou transformaci (o niZ bude fe€ ddle). Cavalieri viak pouZil tuto transfor-

V eclementirni geometrii se vzorec pro objem
trojbokého jehlanu odvozuje takto: trojboky
hranol se rozd&li na tfi trojboké jehlany se stej-
nymi zékladnami a stejnymi vy¥kami (nahote).
Tyto jehlany maji stejny objem, coZ oviem bez
limitnjho pfechodu pouze prostfedky elemen-
tdirni matematiky dokézat nelze. Dokazuje se
to pomoci aproximace jehlanu t&lesy tvofenymi
zvétSujicim se podtem hranoli (dole). Posledni
konstrukce se &asto nazyva ,,&ertovymi schody®.
Utijeme-li viak Cavalieriho princip, je vySe
dokazované tvrzeni zfejmé.

maci pouze ke studiu plo§nych obsahil v rovin€ a objemid v prostoru. Problém rekon-
strukce obrazce na zdklad€ délek jeho fezd pfimkami tehdy jedt€ neuzrdl. A kdy? inte-

*) Toto odvozeni na rozdil od jeho planimetrické analogie neni trividlnf v diisledku toho, Ze troj-
boky jehlan neni obecn& moZné rozdé&lit na &isti, z nichZ je moZno sestavit jiny trojboky jehlan se
stejnou vyskou a stejné velkou zédkladnou.
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grdlni poCet umozZnil automaticky fefit ulohy, které se pomoci Cavalieriho principu
daly fesit pouze s notnou ddvkou vynalézavosti, pfeSel Cavalieriho princip mezi histo-
rické texty a pouze ojedinéle do stfedoskolskych uéebnic.

Ploiny obsah S obrazce pod kfivkou y = x?

(parabolicky trojuhelnik) se ,,sklada‘ podle
Cavalieriho principu z Gseek délky x?, 0 <
x=1. Na druhé stran® objem &tyftbokého
jehlanu, jehoZ zakladna je jednotkovy &tverec
a vy¥ka je rovna jedné, se ,,sklada* ze svislych
&tverc, jejichZ plo¥né obsahy jsou téZ rovny x2.
Za pfedpokladu, Ze ploS$ny obsah parabolického
trojuhelnika je roven objemu zminéného jehla-
nu, dostal Cavalieri spravny vysledek: S = 1/3.
(Tyto uvahy lze provést pfesn&.)

Racionalni ptimka 2x; — 3x, = 0,25 (na obriz-
ku je vyznaena silnéj§i &arou) a pfimky s ni
pribuzné 2x; — 3x, = 0,25 4 nvedtverci—1=
Xy, X, = 1. Takova mnoZina pfimek ma pozoru-
hodnou vlastnost: slepenim vyobrazeného &tver-
ce podél prot€jSich stran dostaneme anuloid
(torus), na kterém use&ky (v nichZ uvedené ptim-
ky protinaji &tverec) vytvoFi souvislou uzavienou
kFivku.

Radonova transformace a transformace k ni inverzni

Uloha uréit funkci, zndme-li jeji integrdly podél vsech pfimek, byla zformulovdna
a feSena v r. 1917 Johannem Karlem Augustem Radonem (1887—1956), zndmym ra-
kouskym matematikem, jehoZ jméno nese v matematice nejen zobrazeni, o némZ bude
fet ddle, ale i jisty specidlni druh miry a integrdlu.

Necht je ddna funkce dvou proménnych f(x,, x,). V roving budeme zaddvat pfimky
rovnicemi k.x = p, kde k = (ky, k,), ky, k,, p jsou &isla a k.x = k;x; + k,x,. Pfimka
je urena trojici &isel (k, p) = (k,, k, p), pfiemZ trojice (k, p) a (ck, cp), které se lisi
pouze Ciselnym soudinitelem ¢, odpovidaji téZe pfimce. Ozna&ime Rf(k, p) integrdl
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funkce f podél pfimky k.x = p. Zobrazeni R : f — Rf, pfifazujici funkci f funkci Rf
nazyvdme Radonovou transformaci.*)

Uloha zéleZi v nalezeni inverzniho zobrazeni k R, tj. v ureni funkce f, zndme-li
funkci Rf. Ve specidlnim pfipadé, kdy f = f, je charakteristickd funkce rovinného
obrazce D rovnd nule vné D a jedné na D, dostdvdme ulohu o urfeni D pomoci délek
vsech jeho Fezli. Radon naSel explicitni vzorec uréujici f pomoci Rf: hodnota funkce f
v bod& x = (x,, x,) je rovna integrdlu (p_fes mnoZinu v§ech pi"l'mek) ze soudinu Rf
a funkce (p — k.x)”2. Funkce (p — k.x)~2, kterd se nazyvd vdhovou funkei (nebo
prost& vahou), je rovnd nekone¢nu pro p = k.x, tj. na pfimkéch prochdzejicich bodem
x = (x4, X,). Standardnimi postupy lze viak takovému integrdlu ddt rozumny smysl.
Dosadime-li do Radonovy inverzni formule funkci Rf vyjddfenou pomoci funkce f,
obdrzime integrdl z funkce f, v nmZ se kaZdd hodnota f(x’) objevi nekone&n& mnoho-
krdt v integrdlech podél piimek prochdzejicich bodem x’'. Vdhovd funkce zpiisobi, Ze
celkovy ptispévek hodnot f(x') k integrdlu je nulovy pro kaZdé x’ rizné od bodu x,
v némz rekonstruujeme hodnotu funkce f, a ziistane jen pfispévek hodnoty f(x).

Tyto tivahy si miZeme ozfejmit pomoci ndsledujici analogie. Necht funkce f je defi-
novéna v kone¢né mnoha boedech v roviné. Potom integrdl podle kazdé pfimky je tieba
nahradit soudtem hodnot y; = f(x;) v té&chbodech x; z definiéniho oboru funkce f,
které leZi na této piimce. Uloha uréit funkci f se redukuje na feSeni soustavy linedrnich
algebraickych rovnic. Pfitom volbé vdhové funkce odpovidd vybér takové linedrni
kombinace rovnic, kterd obsahuje pouze y* = f(x*), kde x* je vybrany bod z defini¢-
niho oboru funkce f; hodnoty y; odpovidajici ostatnim boddm se navzdjem zrusi(ana-
logie elimina¢ni metody FeSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic). Pfipomertime,
Ze takové diskrétni analogie Radonovy inverzni formule se uZivaji pfi nékterych meto-
ddch jeji numerické realizace.

Radonovu transformaci je moZné definovat i pro funkce n proménnych (n > 2).
Napf. pro n = 3 funkei f(x,, x,, x3) pfifadime jeji integrdly ptes roviny k.x = p, kde
k.x = k;x; + kx5 + ki3x;. Pro n = 3 je inverzni formule jednodus$i neZ pro n = 2.
Abychom urdili f v bodé x, je tfeba vzit druhou derivaci Rf podle p a integrovat ji
(pfesn&ji vzit jeji pramé&r) pfes mnoZinu viech rovin prochédzejicich bodem x. Proto
k ur€eni hodnoty f v bodé x stali v pfipadé¢ n = 3 zndt integrdly funkce f pouze pies
roviny blizké k bodu x, zatimco v pfipadé n = 2 jsme k tomu potiebovali zndt integrdly
obecné pfes viechny pfimky. Proto fekneme, Ze pro n = 3 md inverzni formule lokdlni
charakter, zatimco pro n = 2 je nelokdlni. (Poznamenejme, Ze inverzni formule je lo-
kalni pro viechna n lichd a nelokdlni pro viechna n sudd.) Nelokdlni charakter inverzni
formule vede k mnoha komplikacim pfi jeji numerické realizaci v poéitatovém tomo-
grafu.

Vznikd pfirozend otdzka, zda je uvedend inverzni formule jedind moZnd, nebo zda
existuji i jiné vzorce umozZilujici uréit f pomoci jejich integrdld Rf. Je moZné ukdzat,
Ze pro funkce f, definované v celé roviné, je takovd formule jedind. Na druhé strang, jak

*) Podrobngji se 1ze o0 Radonové transformaci do€ist napk. v knize I. M. GELFAND, M. 1. GRAIJEV,
N. J. VILENKIN: Intégral’naja geometrija i stjazannyje s néj voprosy téorii predstavlenij. Obob3&ennyje
funkcii, vyp. 5, Moskva, 1962.
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ukdzal jeden z autord*), v pfipad® funkci definovanych pouze na &tverci —1 < x,,
x, £ 1 je moZné uZit jiné inverzni formule. Pfi jejim uZiti za prvé neni potfeba zndt
integrdly pfes viechny pfimky a za druhé integrovdni se nahrazuje s€itdnim nekone&né
fady. Nejprve popiSeme pfimky, o které ndm ptijde. Budeme nazyvat pfimku k.x = p
raciondlni, je-li (ky, k) dvojice nesoud&lnych celych &isel. Kazdé raciondlni pfimce
pfifadime p¥imky s rovnicemi k.x = p + n, kde n je celé. Takové pfimky nazveme
pfibuznymi. Raciondlni pfimka protinajici &tverec md |k1| + |k2| pfibuznych pfimek,
které také protinaji ¢tverec. Oznaéime-li C integrdl z f pfes &tverec (je-li f charakteristickd
funkce obrazce D, je C rovno ploinému obsahu tohoto obrazce), pak hledanou funkci
na ¢tverci je moZno najit podle vzorce

f(x) = C + Y(ki + k3)~ "% .(Rf(k, k. x + n) — C),

kde se séitd pfes vSechny dvojice (kl, k,) celych nesoudélnych &isel a pres viechna n,
tj. pfes vSechny raciondlni pfimky prochdzejici bodem x a s nimi pfibuzné pfimky.
Ka?dému k v tomto soudtu odpovidd |k,| + |k,| + 1 s€itanct. Nelokdlni charakter
tohoto vzorce se projevuje v tom, Ze se s¢itd nejen pfes raciondIni pfimky prochdzejici
bodem x, ale i pfes jim p¥ibuzné p¥imky. Je-li f dostate¢n& hladkd (md dostatedny pocet
derivaci), zmen3uji se stitance s riistem |k,| + |k,|. V soucasné dobé se konstruuji
numerické postupy zaloZené na této formuli (ve spluprdci s N. D. Vved&nskou).

Rovinné viny

Mnohé vlastnosti Radonovy transformace maji neformdlni interpretaci v teorii vin.
Pfipomefime, Ze dvourozmérny vlnovy proces (napf. kmity membrany) se dd4 popsat
feSenim vlnové rovnice

0*ulor® = d%uloxi + 0ulox3 ,

kde u je funkce €asu t a soufadnic x,, x,.

Existuje jednoduchd metoda, umoZiiujici napsat mnoho feSeni této rovnice: je-li
Y(y) libovolnd funkce jedné promé&nné a k = (ky, k,) libovolny pevn& zvolny vektor
(Ik|> = ki + k3), je funkce u(x, t) = y(k.x — |k| f) feSenim uvedené vinové rovnice
(coZ se ov&fi pfimym vypottem). Takovd FeSeni se nazyvaji rovinnymi vinami. V po&d-
te¢nim Case ¢t = 0 mdme funkci u(x, 0) = yY(k.x), kterd je konstantni na kaZdé ptimce
k.x = p dané soustavy rovnobéZnych pfimek. Tato vlastnost ziistdvd zachovdna v libo-
volném &asovém okamZiku, pouze hodnoty funkce se s jednotkovou rychlosti pfesunuji
podél kazdé pfimky dané soustavy rovnob&Znych pfimek. ProtoZe ¢asovy vyvoj rovin-
nych vin md tak jednoduché vyjddfeni, je uZite¢né zapsat libovolny vlnovy proces ve
tvaru superpozice rovinnych vin. Vyjddiime-li u(x, 0) jako superpozici rovinnych vin,
miieme v kaZdém &ase ¢ zjistit, jak se zm&nila kaZdd vlna z rozkladu u(x, 0) a u(x, t)
urdit jako superpozici takto nalezenych rovinnych viln. Na tomto principu jsou zaloZeny
mnohé metody FeSeni vlnové rovnice. Napf. pfi Fourierové metodé uZivime rozkladu
na harmonické viny exp (ik.x).

*) S. G. GINDIKIN: Sib. mat. Zurn., 1966, Vol. 7, N° 3, str. 699.
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Casto je vyhodné, aby rozklad obsahoval ,,co nejméné&‘* rovinnych vin. Ukazuje se,
Ze pro funkci f(x) = u(x, 0) miZeme sestrojit rovinné viny @(k, k.x) s vlastnosti, Ze
¢(ck, ck.x) = @(k, k.x) (harmonické viny takovou vlastnost nemaji). Potom pro kaZdé
x dostaneme f(x) integraci funkce ¢(k, k.x) ptes jednotkovou kruZnici ki + kj = 1.
Tento postup je vyhodné&jsi neZ integrace pfes celou rovinu ky, k,, jak tomu je pfi Fou-
rierové metod€. Takové viny se samoziejmé vyjadfuji pomoci integrdld podél pfimek
k.x = p, tj. pomoci Radonovy transformace Rf(k, p). Pfisluiné vyjddfeni dostaneme
pfimo uzitim Radonovy inverzni formule:

¢(k, p) = [Rf(k,q) (¢ — p)"* dq.

(Jak jsme se jiz zminili, existuje standardni zpisob, jak obejit singularitu integrované
funkce pro ¢ = p.)

Tyto uvahy se daji doslovné€ zopakovat pro vinovou rovnici v trojrozmérném prostoru.
Rovinné viny y(k.x) jsou konstantni na ka?dé roving z mnoZiny rovnob&nych rovin
k.x = p (k.x=kyx; + kax, + ksx;), a funkci f(x) = u(x,0) dostaneme jako pri-
mér pies jednotkovou sféru k3 + k3 + k3 = 1 rovinnych vin ¢(k, k.x), kde

o(k, p) = d*Rf(k, p)[dp? .

Jednodussi tvar ¢ pro n = 3 je disledkem toho, Ze pro n = 3 je jednodussi inverzni
Radonova transformace. Hodnota ¢ na rovin€ k.x = p je proto uréena hodnotami f
pouze v izkém pdsu okolo této roviny.

Lokdlni charakter inverzni formule pro n = 3 a nelokdlni pro n = 2 maji principidlni
disledky v teorii vin. Jestlize v po&dte¢nim okamZiku ¢t = 0 k po&dteénimu stavu pfi-
ddme poruchu, soustfedénou v malém okoli bodu x, pak se tato porucha bude sifit
jako sférickd vlna se stfedem v bod€ x. V okamZiku ¢ se projevi v bodech vzddlenych
o t od bodu x (pfipomindme znovu, Ze rychlost iifeni je rovna jedné). Ve vzddlengjsich
bodech se tato porucha neprojevi, coZ znamend, Ze vina m4 ostfe vyjddfeny pfedni okraj
(Zelo vIny); to plati v pfipad€ libovolné dimenze. Situace v bodech mén& vzddlenych
neZ t je rozdilnd pro n = 3 a n = 2. V trojrozm&rném p¥ipadé€ se ani v téchto bodech
uZ porucha projevovat nebude: vina piesla — md ostry zadni okraj (n&kdy se fikd, Ze
nedochdzi k difazi vln). To souvisistim, Ze potdte¢ni porucha pfi t = 0 méni kompo-
nenty ¢(k, p) v rozkladu u(x, 0) pouze v malém okoli p = k.x. V p¥ipad& n = 2 viak
tato porucha m&ni viny ¢(k, p) pro viechna p, a tedy se projevi ve viech bodech vzddle-
nych od x méné neZ t. Ve dvourozmérném piipad€ neexistuje ostry zadni okraj viny.

Vsechny tyto rozdily se projevuji v klasickych vzorcich pro feSeni vinové rovnice.
Mnohé vlastnosti Radonovy transformace jsou uZ v nich implicitn€ obsaZeny.

Z historie tomografie

Bylo zapotiebi pom&rné& dosti ¢asu, neZ se Radonova transformace zadala pouZivat
v medicing, v tzv. po&itatové tomografii. Sdm termin ,tomografie* (popis fezd) je pod-
statné star§iho data. Vy3e zminéné nedostatky rentgenografie jako diagnostické metody
byly zfejmé od jejich prvnich krokd (rentgenografie vznikla v r. 1896). Tyto potiZe jsou
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spojeny s potiZemi pfi odhadu hloubky vidéného obrazu, s pfekryvdnim se riznych
struktur na rentgenovém snimku. Odtud vznikla myslenka, jak tyto nedostatky odstranit:
je tfeba zafidit, aby se jedna vybrand rovina zobrazovala ostfe a ostatni rozmazané.
Bylo navrZeno, aby se zdroj zdfeni a detektor (rentgenovy film) pohybovaly synchroni-
zovan€ opacnymi sméry. Jsou-li velikosti obourychlosti stejné, pak do zvoleného bodu
filmu pfichdzeji v riiznych éasovych okamZicich riizné paprsky, které vSak prochdzeji
tymZ bodem v roviné stejné vzddlené od zdroje i detektoru. Proto se projekce bodl
této roviny vzhledem k filmu nepohybuji, zatimco projekce bodd ostatnich rovin se
pohybuji: dostdvdme ostry obraz vybrané roviny a neostry obraz vSech ostatnich.
M¢énime-li pomér mezi rychlostmi pohybu zdroje a detektoru, mizZeme dostat ostry
obraz kterékoliv jiné roviny. Tato myslenka byla patentovdna v r. 1921 (A. Bocage,
Francie). Ale teprve po deseti letech se zacaly na klinikdch objevovat pkistroje provddg-
jici takovéto tomografické snimkovdni. Na konci tficdtych let byly sestrojeny prvni
sovétské tomografy.

Schéma Bocageova tomografu. Zdroj zareni se
pohybuje v rovin€ kolmé k rovin&€ obrazku
s konstantni rychlosti v;. V roviné rovnobé&ziné
s rovinou, v niZ se pohybuje zdroj, se v opaéném
sméru pohybuje detektor-film s konstantni
rychlosti v,. V zavislosti na poméru rychlosti
vy a v, dostavame na filmu ostré zobrazeni
riznych fezii objektu rovinami rovnob&Znymi
s rovinou pohybujiciho se zdroje. Na obrazku
jsou zachyceny dva pfipady: v /v, = 1 (nahofe)
a v,/v, = 7/5 (dole). V prvnim ptipad¥ obraz
bodu A v roviné stejné vzdalené od rovin zdroje
a detektoru je stale v jednom mist& filmu (ne-
zavisle na poloze zdroje). Proto se tento obraz
pfi pohybu filmu stile zv&tSuje (na obrazku je to
znazornéno zvétSovanim prazdného krouzku).
Na druhé strang obraz bodu B v roving, ktera
déli vzdalenost mezi ob&€ma rovinami v poméru
7/5, méni své misto na filmu, a proto je jeho
obraz rozmazany. Ve druhém pfipadé si body
A a B vyméni Glohy. Tomograficka seance proto
dava ostry obraz jednoho vybraného fezu télesa
a rozmazany obraz vSech ostatnich fezu,

Jakou tlohu fe§i popsany tomograficky pfistroj z matematického hlediska? Do
kazdého bodu A* pfichdzi v kazdém Casovém okamZiku integrdl Rf koeficientu absorbce
f podél paprsku, spojujiciho bod A* se zdrojem zdfeni. Vysledny obraz v bodé& A*
odpovidd stfedni hodnoté veliCiny Rf vypoctené pro vSechny pfimky prochdzejici bodem
A vybrané roviny (tento bod je jednozna¢né urlen bodem A*). Pfipomefime, Ze vybér
roviny je urCen pomérem mezi rychlostmi zdroje a detektoru. Je-li F tato stfedni hod-
nota, pak se pfedpoklddd (coZ se &dstein& potvrdilo), Ze podle F je moZno uréit f na
vybrané roviné.
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Srovndni téchto uvah s Radonovymi vysledky je pou¢né. Bocage, fidé se inZenyrskou
logikou, pochopil, Ze hodnoty f lze pocitat jako primeéry integrdli Rf, ale nesnazil se
najit sprdvnou vdhovou funkci pro tyto priméry. Spokojil se s intuitivnimi Gvahami
o stejnomérném primeéru veliiny Rf pres pfimky prochdzejici bodem A ve zvolené
roviné€. Pro realizaci své mySlenky navrhl dimyslny analogovy pfistroj. Ale i kdyby
byl znal Radonovu formuli (v té dobg jiz byla zndma), nemohl by ji realizovat. K tomu
bylo nutné spojit rentgen s po€itaCem, coz se dalo uskute€nit az za vice nez 30 let.

Rekonstruktivni tomografie v astronomii

Prvni praktické aplikace Radonovy formule nesouviseji s medicinou, ale s radio-
astronomii. Jde o prdce A. Bracewella, v nichZ bylo studovédno ultravysokofrekvenéni
slune¢ni zdfeni. Ultravysokofrekvenéni antény, jichZ Bracewell pouZival, bylo mozZno
zaostfit na velmi uzky pds sluneniho povrchu, a tim bylo mozZné méfit celkové zdfeni
takového pdsu. PovaZujeme-li pdsy za dostateén& uzké, pak (v uz zavedenych oznade-
nich) mZeme Fici, Ze pfi skanovdni pdsu m&fime Rf(k, p), kde smér k je pevny. V di-
sledku zemské rotace se orientace pdsu v prostoru méni a dostdvdme Rf(k, p) pro
rizné sméry k. Pomoci Radonovy transformace Bracewell ze souboru &isel Rf uréoval
funkci f — rozloZeni jasu Slunce v ultravysokofrekvenénim pdsmu.

Aby zjistil, nakolik je jeho metoda korektni, zkoumal Bracewell spolus A. Riddlem
béhem biezna 1961 analogickym zplisobem pole zdfeni Mésice pomoci Stanfordského
interferometru. Za tuto dobu dostali vysledky pro 14 uhlovych orientaci, coZ stadilo
k sestrojeni mapy intenzity zdfeni. Vysledky bylo moZné srovnat s vysledky pozorovdni
Me¢ésice pomoci uzce smérované antény s vysokou rozliSovaci chopnosti. Bracewellovy
a Riddleovy vysledky sice nebyly tak kvalitni, nicmén€ v podstaté adekvdtné rekon-
struovaly situaci.

Viimnéme si je$t€é metody sestrojeni mapy reflexni schopnosti Mésice v oblasti po-
mérné dlouhych vin. ProtoZe Mésic vidime pod thlem 30, je k tomu potfeba radio-
lokaéni soustava s uhlovou rozliSovaci schopnosti méné nez 1. To by znamenalo, Ze by
k tomu bylo zapotfebianténys charakteristickymi rozméry fddové nékolik kilometri.
Pfitom metoda zaloZend na dopplerovské tomografii umoziiuje pouZiti mnohem slab-
Sich radiolokaénich systémi. Mé&sic se ozafuje spojitym signdlem a pozoruje se odrazené
zdfeni na riznych dopplerovskych frekvencich.

Rizné tuseky frekvenci odpovidaji rdznym pdsim povrchu Mésice rovnob&Znym
okamZzité zddnlivé ose rotace Mésice. M&fime proto hodnoty funkce Rf, kde f je rozlo-
Zeni reflexni schopnosti Mésice. V nékterych dnech se osa oto&i za dobu od vychodu
do zdpadu o 180° (diky tomu je M&sic jedinym objektem, na néjZ Ize tuto metodu pouzit).
MizZeme proto ziskat dostateCné mnoZstvi informace k tomu, abychom pomoci Rado-
novy inverzni formule mohli rekonstruovat funkeci f.
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Pocitacova tomografie v 1ékafstvi

Na zacdtku Sedesdtych let pronikla myslenka uréit funkci f pomoci jejich integréld,
tj. pomoci funkce Rf i do lékafské védy, predevsim do radiologie. Radou odbornikii
byla ,,znovu objevena* Radonova inverzni formule*) a byly sestrojeny prvni pfistroje
pro tomografickou rekonstrukci obrazu. Védci narazili na vdZné inZenyrské obtiZe sou-
visejici s konstruovdnim skaneri (zafizeni pro rychlé shromaZdovéni vysledkd rentge-
nového prosv&covéni) a s jejich napojenim na elektronické potitae. Od prvniho pokusu
k prvnimu sériové vyrobenému tomografu uplynulo vice neZ 10 let. Napf. uZ v r, 1963
D. Kuhl se spolupracovniky z pensylvanské univerzity sestrojili zafizeni na skanovdni
pacienta pfi radiologickych vySetfenich. A prvni klinicky pouZitelny pog&ita¢ovy tomo-
graf se objevil v r. 1970. Bylo to zafizeni na skanovdni hlavy napojené na pocitac.
Tomograf byl sestrojen G. Hounsfieldem v laboratofich firmy EMI**). V r. 1971 byl
instalovdn v nemocnicia vr.1972 v Anglii patentovén.***) Na vystavé ,,Zdravotni péce
74 byl uz vystavovdn sériové vyrobeny tomograf EMI-Scanner. V r. 1974 se objevily
tomografy umoziiujici diagnostické vysetfeni celého lidského téla. Byla tak vyfeSena
sloZitd technickd tuloha, protoZe zvétSovdni priméru skaneru vede k principidlnim
obtizim. Zadala éra pocitadové tomografie.****)

V krédtkém dase byl ve svét€ vybudovdn primysl na vyrobu tomografii; v soufasné
dobé si navzdjem konkuruje témé&f 20 spole&nosti. Jsou mezi nimi EMI (Anglie), CGR
(Francie), General Electric (USA), Siemens (NSR) atd. V SSSR byl zkonstruovdn
lékafsky tomograf (SRT-1000) ve Viesvazovém védeckovyzkumném ustavu kabelového
primyslu. Je urCen pro vysetfovdni mozku.

Za poslednich deset let bylo zkonstruovdno jiZz n€kolik generacirentgenovych tomo-
grafi, které se lisi pfedevsim konstrukci skanerd a také tim, Ze prvni tomografy byly
napojovany na univerzdlni pocitaCe, zatimco v novéjsich se uzivd specidlnich procesoru.
To vSak neznamend, Ze by novéjsi typy nahrazovaly staré, protoZe zvétSeni rychlosti
shromaZdovdni informace vede ke ztrdté presnosti méfeni. Typ tomografu se voli
podle konkrétni 1ékafské ulohy, pro niZ byl zkonstruovin.

NejdileZitéj§imi parametry tomografii jsou rozliSovaci schopnost a samozfejmé
rychlost vytvdfeni obrazil. Tato rychlost vzrostla natolik, Ze tomograf vyddvd tomo-
gramy v redlném &ase: lékaf zacind dostdvat informace praticky okamZité po zapnuti
tomografu. To je véc zdsadniho vyznamu, nebot pouze ona umoZiiuje aktivné ovliviiovat
vybér dalSich rovinnych fezd. Neni uZ neredlné tomografovat orgdny v pohybu, napt.
pracujici srdce. V tomto pfipadé nemd smysl snimat rizné fezy postupnég; trvd-li snimek
kaZdého fezu asi 5 sekund, nemdme ze stovky postupné ziskanych fezli nad&ji sestrojit
rozumny jednotny obraz, protoZe b&hem pfislu§nych 8 minut se rozméry srdce budou

*) Viz napf. A. M. CorRMACK, J. Appl. Phys , 1963, V. 34, N°9, p. 2722.

**) Je zajimavé, 7e firma EMI je svétozndma firma vyrabgjici vysoce kvalitni gramodesky.

**%) G. N. HOUNSFIELD: A method and apparatus for examination of a body by radiation, such
as X-ray or gamma radiation. The patent office, London, Patent specification 1283915, 1972.

**x%) A, CorMAcCKk a G. HouNsrELD dostali za své price v oblasti lékafskych véd Nobelovu
cenu vr. 1979. Viz P. V. VLasov, N. K. SviriDov: Laureaty Nobelevskoj premii 1978. Po mediciné —
G. N. Hounsfield a A. M. Cormack. ,,Priroda‘‘, 1980, N° 1, s. 91.
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podstatné ménit. Je tfeba viechny fezy snimat zdroveii a pak z nich sestavit stereo-
metricky obraz. Je zfejmé, Ze k tomu je zapotfebi pfistroj obrovskych rozméri. Takovy
piistroj, nazvany dynamickym prostorovym rekonstruktorem, byl sestrojen na klinice
ve mé&st& Mayo (USA, stdt Michigan). M4 rozméry 5 x 7 metrd a je v n¥m instalovdno

JTRIJ ZAREN

Schéma otadivého skaneru s véjifovitym svaz-
kem. Zdroj rentgenového zafeni a detekor jsou
namontovany na otadejicich se prstencich.
Ka¥dy impuls zdroje dava vé&jif paprsku. Podet
paprsku ve véjifi je omezen podtem detektori
a polet v&jifa je moZno zv&tSovat zvEtSenim
rychlosti otd¥eni a frekvence impulsi. Doba
potfebna na shroma?d&ni dat je pfi tomto zpu-
sobu skanovani od 1 do 20 sekund. Za tuto dobu
je moZno dostat aZ 1000 v&jitovitych projekci.

Schéma skaneru prvniho poditatového Houns-
fieldova tomografu. Smér ozafovani se mé&ni
s krokem 1° (tj. celkem se ozafuje ve 180 smé&-
rech). Zdroj rentgenového zafeni a detektor se
pohybuji synchronizovan® v rovnob&Znych vo-
ditkach a pfi tom zdroj vySle v kaZdém sméru
svazek 160 rovnob&Znych paprsku. Na obrazku
jsou vyobrazeny 2 moZné sméry ozafovani.
Doba potfebna ke shromaZd&ni vysledku vSech
ozafovani je 5 minut. Tato data se zavad&ji
na pocital; obraz je algebraickym zpusobem
rekonstruovan za 5,5 minuty. Vysledek se pri-
vadi na obrazovku displaye.

Schéma skaneru s pevnym prstencem detektord
a otadejicim se zdrojem. Na vné&j$i kruZnici pev-
ného prstence je namontovan velky pocet de-
tektorl a uvnitf prstence je umist€na rentgenova
trubice, kterd se spojit€ otai kolem pacienta.
KaZdy detektor pfijme b&hem jednoho otoeni
zdroje v&jif paprskia (na obrazku jsou zachyceny
2 v&jite). Po&et paprsku kaZdého vé&jife je moZné
zvétSovat zv&tSenim rychlosti pohybu zdroje
a frekvence impulsi. Polet v&jifa je omezen
poltem detektoru.
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28 rentgenovych ,,d&1“. Za jeden impuls, trvajici fddové setinu sekundy, se ziskaji
informace o 256 fezech tloustky 1 mm, coZ odpovidd oblasti s linedrnimi rozméry
25cm. Velmi obtiznd uloha rekonstrukce vysledného trojrozmérného obrazu vsak
dosud neni uspokojivé vyfeSena pfes nesporny pokrok i v tomto sméru.

Pro soudasnou tomografii je charakteristické to, Ze se neomezuje jen na oblast rentge-
nologie. Tomografické pfistroje se zavddé€ji i v mnohych jinych oblastech lékafské
diagnostiky. '

Viimnéme si struéné emisni a ultrazvukové tomografie. Ulohou emisni tomografie
je dostat obrdzky zachycujici rozloZeni radioaktivnich izotopl zavedenych s diagnostic-
kym tucelem do tkdni lidského téla. Zdroj zédfeni je v tomto pfipadé uvniti lidského
téla — odtud ndzev ,,emisni tomografie‘‘. Ultrazvukovd tomografie uZivd, jak je zfejmé
z ndzvu, ultrazvuku a jeji tlohou je ziskdni dvourozmérnych rozlozeni riiznych akustic-
kych parametri tkdni v pfinych fezech téla. NejdileZitéjsimi udaji jsou koeficient
zeslabeni a koeficient lomu ultrazvuku.

Pro realizaci pocitacové tomografie je tieba zndt trajektorie, po nichZ se pohybuje
paprsek od zdroje k detektoru. V rentgenové a emisni tomografii jde o pfimky, v ultra-
zvukové tomografii to uZ pfimky byt nemusi. Ultrazvuk se ldme pii pfechodu plochami
odd€lujicimi tkdné s riznymi koeficienty lomu. Proto lze Radonovu transformaci pouZit
v ultrazvukové tomografii jen pro mékké tkdné, kdy je moZné zanedbat efekty zplisobené
refrakci. To je napf. pfipad diagnostiky nddoru mlééné Zldzy, pfi niZ je tato metoda
velice efektivni. V jinych pfipadech vznikd sloZitd matematickd dloha o uréeni funkce
f pomoci jejich integréli podél kfivek (nikoliv pfimek) z jistého souboru. Inverzni for-
muli se pro takovou ulohu nepodafilo najit, a proto zde zistdvda mnoho otdzek nevyfe-
Senych, a to teoretickych i numerickych. Je tfeba pfipomenout jednu velkou pfednost
ultrazvukovych tomografii: jsou absolutné neskodné pro vySetfovany organismus.

JMR-tomografy jsou pfistroje zaloZené na efektu jaderné magnetické rezonance.*)
JMR-tomografie roziifuje oblast praktického uZiti tomografie (napf. ddvd moZnost
zkoumat pacientovu krev). Velky zdjem o JMR-tomografiii je mj. proto, Ze umoZiiuje
v fad& pfipadii nahradit rentgenové tomografy pfistroji méné Skodlivymi jak pro ne-
mocné, tak i pro zdravotnicky persondl.

Tomografie ve védé a primyslu

Tomografickd metoda se uZivd v Fadé oblasti védy a techniky: napf. v holografické
interferometrii, elektronové mikroskopii, hydroakustice ocednu, geofyzice.

Moznost pouZit Radonovu transformaci v elektronové mikroskopii je zndma pomér-
né€ ddvno. Problém spocivd v tom, Ze obraz objektd, jejichZ velikost je mensi neZ hloubka
ostrosti elektronového mikroskopu (n&kolik tisic angstrémi) vznikd sloZenim jeho
dvourozmérnych fezli. Takovd situace se analyzuje velmi obtiZzné. A i zde je moZné
uspésné uzit Radonovu transformaci. V r. 1968 ji pouZili D. de Rosier a A. Klug k re-

*) Viz E. 1. FEDIN: JMR-introskopija-novyj metod izuéenija struktury biologiéeskich objektov.
,,Priroda*‘, 1980, N° 4, s. 77.

208



konstrukci riznych virovych struktur na zdkladé€ elektronovych mikrofotografii pofize-
nych v prochdzejicim paprsku.*)

Od r. 1970 Radonovu transformaci uZivaji B. K. Vajnstejn a jeho spolupracovnici
(Krystalograficky ustav AV SSSR A. V. Subnikova) k rekonstrukci struktury biologic-
kych molekul upravenych kontrastni ldtkou, vird, bilkovinnych krystald na zdklad€ dat
ziskanych elektronovou mikroskopii.**)

Vénujme se podrobnéji aplikacim tomografie v geofyzice. Zaénéme geotomografic-
kym zpracovdnim dat elektromagnetického nebo seizmického prosvécovdni zemin.
V jednom vrtu se umisti zdroj signdld, ve druhém pf¥ijimaé a uruje se doba priichodu
signdlu a jeho amplituda. Na zdkladé téchto dat se vypodte rychlost Sifeni signdlu
a koeficient tlumeni ve zkoumané zeminé&. V téch pfipadech, kdy miZeme pfedpoklddat
platnost zdkond geometrické optiky (vzddlenost mezi zdrojem a pfijimadem je mnohem
vétsi nez délka viny, proudy vodivé jsou mnohem mensi neZ proudy posuvné, koeficient
lomu se méni plynule), miZeme k rekonstrukci uZit Radonovu transformaci. Do geoto-
mografie se vklddaji velké nadé&je. MiiZe byt velmi efektivni napf. p¥i zji$fovdni oslabe-
nych z6n pfed porubem, pfi mapovdni v Sachtdch, pfi vyhleddvdni a odhadu zdsob ropy
pfi druhém zpracovdni nalezist. Zajimavy pfipad popisuji C. Dines a R. Lytle***), ktefi
pomoci geotomografického zpracovdni vysledkd elektromagnetického prosvécovdni
sestrojili mapu koeficientu tlumeni na pozemku Forrest Glenn (blizko Washingtonu),
kde se projektovala trasa metra. Popsanou metodou byla ziskdna podstatné plné&;jsi
informace, neZ je mozné ziskat analyzou vzorki z jednotlivych vrtd. UZiti tomografické
metody je zde nezbytné, nebot potiebujeme ziskat informace o velmi rozséhlé oblasti,
kdy pouZiti standardnich metod by bylo neobyCejné pracné nebo dokonce nemozné
(zhruba Fedeno k ziskdni kvalitni informace by bylo tfeba udglat velké mnoZstvi vrtd
a pro kaZdy z nich provést pfislu§nou analyzu).

Tento daleko ne uplny pfehled moZnych pouZiti tomografie zakon¢ime jejim uZitim
ke kontrole priimyslovych vyrobki bez jejich poSkozeni. V r. 1982 se v Moskvé konala
reprezentativni konference vénovand této problematice. Pfi pfileZitosti této konference
byla organizovdna vystava, na niZ byl vystaven sovétsky primyslovy tomograf (termin
,»-primyslovy* zde oznacuje oblast jeho pouZiti).

Matematické metody a algoritmy tomografie

K rozvoji tomografie nestaéi pouze matematickd teorie Radonovy transformace.
Je tfeba rozpracovat numerické metody a algoritmy vyuZivajici specifiky feSenych 1loh.
V pracich A. Bracewella (1956) byly jako prvni ov&feny algoritmy zaloZené na sou-
vislosti Radonovy transformace s Fourierovou transformaci. Fourierovy koeficienty
funkce Rf(k, p) jako funkce promé&nné p (pti pevném k) dévaji Fourierovy koeficienty
funkce f(x) pro frekvence umé&rné k. Znédme-li proto spektralni rozklad funkce Rf(k, p)

*) Za prace v oblasti elektronové mikroskopie byla A. Klugovi v r. 1982 udélena Nobelova cena
za chemii. Viz N. A. KiseLev, A. D. MIRZABEKOV: Laureaty Nobelevskoj premii 1982. Po chimii —
A. Klug. ,,Priroda*, 1983, N° 1, s. 94,

*+) B. K. VAINSTEIN: Izv&stija AN SSSR, ser. fiziceskaja, 1972, t. 36, N°9,s. 1834.

*+¥) C. A. DInEs, R. G. LytLe: TIIER, 1979, t. 67, N° 7, s. 25.
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jako funkce p pro riiznd k, zndmefakticky spektrdlni rozklad funkce f. Pochopiteln& hod-
noty Rf(k, p) m&fime pouze pro kone&n& mnoho smérd k,, k,, ..., ky, v disledku toho
dostdvdme také netplnou informaci o Fourierové transformaci funkce f, tj. pouze
koeficienty odpovidajici frekvencim kq, k,, ..., ky, a uZna zdkladé nich musime odhado-
vat Fourierovy koeficienty funkce f. Tak napt. de Rosier a Klug, ktefi uvedenou me-
todu uZili v mikrobiologii, vyuZivali velké symetrie zkoumanych virovych struktur.

Ve vétsiné komer¢nich tomografti je realizovdna tzv. metoda inverzni projekce na
zéklad€ konvoluce. Na Rf(k, p) se divime jako na tfidu funkci proménné p zdvisejicich
na parametru k. Abychom uréili f, musime nejdfive regularizovat Rf(k, p)podle pro-
ménné p, integrovat je s vahou (p — ¢)~2 jednotn& pro viechna k (upozornéme na to,
Ze zpusob regularizace neni zdaleka libovolny, ale je uréen Radonovou formuli) a na-
konec provést v bodech p = k.x integraci podle k. Tato metoda umoZiiuje rozpracovat
algoritmy pro rychlou rekonstrukci funkce f pfi vyuZiti moZnosti modernich pocitacich
strojil, provést zpracovani funkce Rf(k, p) jako funkce p zdrovefi (soub&Zné) pro riiznd
k a pfitom s&itat uz ziskané vysledky pfes k.

ProtoZe hodnoty Rf(k, p) znéme jen pro kone&n& mnoho hodnot p, a to jest& pouze
ptiblizng€, je vybér zpiisobu regularizace obtiZznou matematickou ulohou. Jeji feSeni
s uvaZenim specifiky konkrétni oblasti pouZiti a konstrukce skaneru je jednim z hlavnich
vyrobnich tajemstvi firem vyrdbé&jicich tomografy.

V prvnim pocitatovém tomografu Hounsfield uZil algebraickou metodu pro uréeni
f(x) pomoci Rf(k, p). Jeji podstata zdleZi v tom, Ze defini¢ni obor funkce f rozd€lime
na malé &isti a v kaZzdé z nich povaZujeme f za konstantni. K ureni téchto hodnot
dostdvdme soustavu linedrnich algebraickych rovnic. Tato metoda se v inverznich ulo-
hdch matematické fyziky uZivd Casto, ale v pfipadé Radonovy tlohy md jednu specific-
kou zvld3tnost: matice této soustavy je velmi fidkd (mnoho jejich prvki je rovno nule).
Algebraickd metoda prakticky nezdvisi na geometrii umisténi detektori a zdroja (tj.
na konkrétni konstrukci skanerﬁ); jde pfi ni maximdlné vyuZit apriorni informace
o funkci f. V fadé pfipadl lze f uspokojivé rekonstruovat i tehdy, zndme-li pomérné
mdlo hodnot Rf(k, p) (tak je tomu napf. pfi feSeni uloh geotomografie).

Zdvérem je tfeba fici, Ze pro soucasnost je charakteristické nejen rozsdhlé pouZiti
tomografie piedevs§im v lékafstvi, ale i vznik specifického ,,radonovského‘‘ pfistupu
k analyze experimentdlnich dat ziskdvanych v nejriznéjSich oblastech praktickych
vyzkumi. Pfitom se ukazuje, Ze n€kdy jsou data shromdZzdénd tradiCnim zpisobem
pfimo uzpisobena pro zpracovdni pomoci Radonovy inverzni formule, jindy mohou
pracovnici ve vyzkumu. organizovat experiment jiZ se zietelem na existenci tohoto
rekonstrukéniho postupu.
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