Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Paul R. Halmos
Jadro matematiky

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 27 (1982), No. 5, 273--281

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/137792

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematik( a fyzik(, 1982

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/137792
http://project.dml.cz

Jadro matematiky
Paul R. Halmos, Bloomington, USA

Uvod. V &em je skutecné jadro matematiky? V axiémech (jako je postulat o rovno-
b&zkach)? Ve vétach (jako je zékladni véta algebry)? V diikazech (jako je Godelav
diikaz nerozhodnutelnosti)? V pojmech (jako jsou mnoZiny a t¥idy)? V definicich (jako
je Mengerova definice dimenze)? V teoriich (jako je teorie kategorii)? Ve vzorcich (jako
je Cauchyilv intergralni vzorec)? V metoddch (jako je metoda postupnych aproximaci)?

Matematika by jisté nemohla existovat bez téchto soucasti, jsou vSechny podstatné.
Nicméné ja si vaZné myslim, Ze Zddna z nich neni jddrem matematiky, Ze hlavni oprav-
néni matematikovy existence je v fcSeni problému, a Ze tedy skutecnym jadrem matema-
tiky jsou problémy a jejich feSeni.

,,Véta‘“ je uznavané slovo ve slovniku vétSiny matematikid, av8ak ne tak vzdy slovo
,,problém*. , Problémy*, jak toho slova matematici z povoldni nékdy uZivaji, jsou
skromna cviceni urend pro studenty, ktefi se pozdéji naudi, jak dokazovat véty. Tyto
citové odstiny vSak nejsou vZdy na misté.

Komutativnost s€itani pfirozenych ¢isel a feSitelnost algebraickych rovmic v télese
komplexnich &isel, to oboji jsou véty, aviak jedna je povaZovéna za trividlni (blizkd
zakladnim definicim, snadno pochopitelnd, snadno dokazatelnd) a ta druhd za hlubo-
kou (tvrzeni neni zfejmé, v diikaze se uzivd zddnlivé vzdilenych pojmi, vysledek ma
mnoho prekvapivych aplikaci). Nalézt neporazitelnou strategii na hru tic-tac-toe*)
a najit rozmisténi vSech nulovych bodi Riemannovy zeta-funkce, to oboji jsou problémy,
ale jeden je trividlni (kazdy, kdo rozumi definicim, rychle najde odpovéd, téméf bez
dugevniho usili a také bez pocitu uspokojeni a fefeni nema zajimavé disledky) a druhy
je hluboky (nikdo dosud nenalezl odpovéd, agkoliv ji mnozi hledali, zndma &astednd
feSeni vyZaduji velkého usili a poskytuji hluboky pohled na problém a kladna odpovéd
by méla mnoho netrividlnich disledkd). Ponaudeni: véty mohou byt trividlni a problémy
mohou byt hluboké. Ti, kdo vé&fi, Ze jddro matematiky je v problémech, nemuseji se
nutné mylit.

Shirky uloh. Kdybyste chtéli pfispét k matematice napsinim ¢lanku nebo knihy
o matematickych problémech, jak byste si s tim méli poradit? Mély by to byt tlohy
elementdrni (bez pouZiti kalkulu), na urovni pregraduovanych nebo graduovanych
studentli nebo by to mély byt badatelské problémy, na které nikdo nezna odpovéd?
Jsou-li feSeni zndma, mélo by je vaSe dilo obsahovat nebo ne? Mé&ly by byt ulohy

*) Jednodussi verze hry v piskvorky.

PauL R. HaLMos: The Heart of Mathematics. The American Mathematical Monthly, Vol. 87
(1980) No. 7, pp. 519—524.
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uspofadany v n&jakém systematickém poradi (a v tom pfipadé samo umisténi dlohy je
soudasné urditym ndvodem k jejimu FeSeni) nebo maji byt uspofddany ,,ndhodn&“?
Co by mél &tendf z vasi prace ziskat: rozptyleni, techniku nebo fakta (nebo ze vieho
n&co)?

Na tyto otazky byly jiz podany vSechny moZné odpovédi. Literatura o matematickych
problémech je rozsdhld a stdle roste. Pohled na Cast rejstfikii oznadenych Q A 43
(podle klasifikace Kongresové knihovny) miize byt vzruSujicim a pamétihodnym zaZit-
kem, ale také v jinych &astech rejstiiki jsou roztrouSeny bohaté prameny problému.
Nésleduje kratky prehled spie typickych neZ zcela ndhodné vybranych sbirek tloh,
které 1ze objevit i pfi velmi zb&Zné prohlidce knihovny.

Hilbertovy problémy. Nejriskantnéjsi a asi nejnevdéénéj§i druh sbirek tloh, které je
moZzno matematickému publiku nabidnout, je sbirka badatelskych problémi. Vase
problémy mohou byt vyfeSeny za par tydnd nebo mésicli nebo let a vase sbirka proto
muZe zastarat rychleji neZz vétSina matematickych uéebnic. Nejste-li pravé osobnost
Hilbertova formatu, nemiiZete si byt nikdy jisti tim, Ze se vaSe problémy neukaZi byt
trivialni nebo — co hor§iho — pravé ortogondlni k pravdé, kterou vSichni hledame:
$patné formulované, nikam nevedouci a bez trvalé hodnoty.

Seznam védeckych problémi, které mély velky vliv na matematické badani dvacatého
stoleti, byl pfedloZen Hilbertem v poslednim roce devatenactého stoleti na mezinarod-
nim sjezdu matematika v PafiZi [3]. Prvnim z 23 problémiu je hypotéza kontinua: je
kaZda nespodetnd podmnoZina mnoZiny R realnych &isel ve vzajemné jednoznaéné
korespondenci s R? Dokonce ani v roce 1900 nebyla tato otdzka nova a ackoliv byl
od té doby uéinén velky pokrok a jedni si mysli, Ze problém je rozfeSen, jini citi, Ze fakta
nejsou dosud uspokojivé prozkoumédna.*)

Hilbertovy problémy jsou rtizné hluboké a dotykaji se mnoha &asti matematiky.
Nekteré jsou geometrické (maji-li dva &tyfstény stejny objem, mohou byt vZdy rozdg-
leny na stejny konecny pocet menSich Styfsténti tak, Ze odpovidajici si kousky jsou
kongruentni? — odpovéd je ne) a n&které patii do teorie Cisel (je \/2¥2 transcendentni?
— odpovéd je ano). Ne&které Hilbertovy problémy jsou dosud nerozfeSeny. Mnoho
informaci shromazdénych aZz do roku 1974 bylo zpracovano z modernich hlediska
a sebrdno do jednoho svazku v roce 1976 [5], av8ak zvidavost matematické obce na tom
neustala, nebot od té doby byl uvefejnén pozoruhodny pocet jak pfehlednych, tak i pli-
vodnich védeckych pfispévki.

*) Jedni si mysli, Ze problém je rozfeSen pracemi K. GODELA (Consistency proof for the Generalized
Continuum Hypothesis, 1939; The Consistency of the Axiom of Choice and of the Generalized Conti-
nuum Hypothesis with the Axioms of Set Theory, 1940) a P. J. CoHENA (The Independence of the
Continuum Hypothesis, 1964) a Ze postaveni hypotézy kontinua, ktera je nerozhodnutelnd z pfijatych
axiémul teorie mnoZin, je podobné jako postaveni patého Euklidova postuldtu o rovnob&zkich, ze
totiz otdzka po jeji pravdivosti ztraci smysl. Jsou jini, pfedev§im zemfely K. GODEL, ktery vidi véci
slozit&ji. Na rozdil od patého Euklidova postuldtu existuje jakasi asymetrie mezi Cantorovou
hypotézou kontinua a né&kterymi jinymi pfedpoklady o mohutnosti kontinua. Godel se domniva,
ze dosud pfijimané axidmy teorie mnoZin nepopisuji Uplné skute¢nost, kterd je podle n&ho dobie
uréena pojmy i vétami teorie mnoZin a v niZz musi byt Cantorova domnénka pravdivd nebo ne.
Pozn. pt.
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Polya-Szegd. Asi nejproslulejsi a dosud nejbohatsi sbirkou tloh-je Pélyova-Szegbova
[6], ktera ptivodng vysla v roce 1925 a byla znovu vydédna (v anglickém pfekladu)
v roce 1972 a 1976. Za své vice neZ pulstoleté Cilé existence (prozatim) byla pilifem
nesCetné mnoha semindfi, standardni knihou odkazli a téméf nevycerpatelnym zdro-
jem zkuSebnich otdzek, které jsou jednak podnétné, jednak lze na né odpovédét. Jejich
uroveii sahd od stfedni $koly po hranice vyzkumu. V prvni loze se autor ptd na pocet
zpusobi, jak proménit dolar na mince po 1, 5, 10, 25 a 50 centech; v plivodnim vydéni
3lo o ¥vycarské franky a mince po 1, 2, 5, 10, 20 a 50 (rappech). Od tohoto nevinného
zaatku postupuji ulohy mirnymi, ale vyzyvavymi kroky k Hadamardové vété o tfech
kruzich, CebySevovym polynomiim, mfizovym bodiim, determinantim a k Eisenstei-
nové vété o mocninnych fadach s raciondlnimi koeficienty.

Dérrie. Piivodni ndzev (némecky) je Triumf matematiky [1]. Je to kniha, kter4 si
zaslouZi, aby byla vice zndma, neZ se zda byt. Je eklekticka, rozprostfend do dvoutisici-
leté historie a sahd v obtiZnosti od elementdrni aritmetiky k latce probirané ve vysSich
semestrech.

Obsahuje napf. tuto zvldstnost pfigitanou Newtonovi (Arithmetica Universalis, 1707).
JestliZe ,,a krav spase b luk v ¢ dnech, a’ krav spase b’ luk v ¢’ dnech, a” krav spase b”
luk v ¢” dnech, v jakém vztahu jsou veliiny a aZ ¢”? Pfedpoklada se, Ze na vSech lou-
kach je stejné mnoZstvi travy, Ze denni pfiristek na loukdch je konstantni a Ze vSechny
kravy seZerou denné stejné mnoZstvi.“ Odpovéd:

b bc ac ‘
b" b'c" a'c
bll bllcll allcll

=0

To je ze stovky problému problém tieti.

Problémy se vice neZ kdekoliv jinde kloni ke geometrii, ale obsahuji také Catalanovu
otdzku, kolik Ize utvofit riiznych soudinli z n prvkid v multiplikativnim systému, ktery
je zcela nekomutativni a neasociativni (,,kolika rznymi zp@soby miZe byt vypo&ten
soudin n riznych Einiteld po parech, problém 7) a Fermatovo-Gaussovo tvrzeni o ne-
moZnosti (vyjadfit tfeti mocninu jako soudet dvou tfetich mocnin, problém 21).

Dva dal§i pfiklady by mély poskytnout jasnou piedstavu o pfichuti celé sbirky:
. kazdy &tyFuhelnik miZe byt povaZovan za perspektivni obraz &tverce* (problém 72)
a ,,na kterém mist& zemského povrchu vypada svisle zav&Send ty& nejdel$i? (problém
94). Styl a pfistup jsou zastaralé, aviak mnoho tuloh patfi k t¥m v&n& zajimavym; je to
vyborna kniha k zamysleni, ponofite-li se do ni.

Steinhaus. Mij minipfehled pokraduje polskym pfispévkem, Steinhausem [7], obsa-
hujicim (jako Dérrie) pfesn& 100 tloh, které jsou ryze elementdrni a pfi kterych se
dobfe pobavite. Rekne-li se ,,sbirka tiloh®, vét§ina lidi pomysli na néco podobného
této knize; je to skutednd vynikajici exemplaf svého druhu. Ulohy viak nejsou stejné
zajimavé ani stejné obtizné. Navic odhaluje tato sbirka jinou strdnku feSeni uloh:
n&kdy je tém&f nemozné odhadnout, jak je kterd uloha obtiZnd, a tedy, jak je zajimava,
dokud neni zndmo jeji feSeni.
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Uvedu tfi pfiklady. (1) Existuje posloupnost x, ..., x,, deseti &isel takovd, Ze (a)
x, je obsaZeno v uzavieném intervalu <0, 1>, (b) x; a x, jsou obsaZeny v riiznych polo-
vinach intervalu <0, 1), (c) kazdé z &isel xy, x,, x3 j= obsaZeno v riiznych tfetinich
tohoto intervalu a tak déle az do x,, x5, ..., X;o? (2) Jestlize z 30C0 bodit v roving&
nelezi Zadné tfi v jedné pfimce, existuje 1000 disjunktnich trojuhelnikd (mysli se vnitfek
s hranici) s vrcholy v t&hto bodech? (3) Existuje uzavfeny kruh v roving, ktery obsa-
huje pravé 71 mfiZovych boda?

Usudky o zajimavosti a obtiZnosti jsou samozfejmé& subjektivni, takZe vie, co mohu
udinit, je tlumogit jen své vlastni hodnoceni. P¥iklad (1) je obtizny a nezajimavy, ptiklad
(2) je ptekvapivé snadny a stfedn& zajimavy a pfiklad (3) je o néco t&78i, neZ na prvni
pohled vypada, a je docela zajimavy. Na obranu téchto nizord se zminim o kritériu,
které¢ho jsem pouzival: jestliZe ¢isla 10, popf. 1000, popf. 71 v jednotlivych tlohich
nemohou byt nahrazena libovolnymi pfirozenymi &isly, jsem naklonén se domnivat,
Ze odpovidajici problémy jsou natolik specidlni, Ze jsou nudné.

Ukazuje se, Z¢ odpov&d na ulohu (1) je ano, a Steinhaus to dokazuje udénim feSeni
(zcela konkrétng: x; = 0,95, x, = 0,05, x; = 0,34, x4 = 0,74 atd.). TymZ zpisobem
dokazuje, Ze odpovéd je ano pro posloupnost 14 &isel namisto deseti, a na tfech stran-
kach nevabné vypadajicich vypocti dokazuje, Ze odpovéd je ne pro posloupnost 75
éisel. Zmiriuje se, Ze ve skuteCnosti je odpovéd ano jesté pro 17 a ne pro kazdé pfirozené
¢islo vétsi nez 17. Ja si myslim, Ze je to nudné.

Na ulohy (2) a (3) je odpovéd ano (a v ulohach Ize &isla 1000, popf. 71 nahradit
libovolnym n).

Glazman-Ljubi¢. Kniha Glazmanova-Ljubiova [2] je neobvykld (neznim Zadnou
podobnou toho druhu) a pfes nékteré chyby je to krasny a vzrusujici pfispévek k pro-
blémové literatufe. Kniha je ve skuteCnosti jakysi novy druh udebnice (kone&nérozmér-
né) linedrni algebry a linedrni analyzy. Za&ina definici (komplexniho) vektorového pro-
storu a pojmy linearni zavislosti a nezavislosti; prvni ilohou v této knize je dokazat, Ze
mnoZina skladajici se pravé z jednoho vektoru x je linedrné nezavisla, pravé kdyz
x # 0. Kapitoly nasleduji jedna po druhé v logické souvislosti, pravé jako v obvyklych
udebnicich: linedrni operdtory, bilinedrni funkciondly, normované prostory atd.

Kniha neni vyklad prézou; snad by ji bylo mozno nazvat vykladem poezii. Podava
peclivé definice a nutné pozadi vykladu. Hlavni jeji ¢ast tvofi ulohy; vSechny jsou for-
mulovany jako tvrzeni a tGloha je tato tvrzeni dokdzat. Dtikazy v knize nejsou. Jsou tam
odkazy, ale ¢tenaf je upozornén, Ze jich nemusi pouZzivat.

Skute&né novou myslenkou v knize je silna koncentrace na jeden cil: je to skuteéné
kniha o funkciondlni analyze napsana pro étcnafe, o kterém se zpocatku ani nepied-
poklada, Ze vi, co je to matice. ZaCiteCnikovi se dimysIné pfedkladd snadny ptipad,
pruhledny pfipad, motivujici pfipad, kone¢nérozmérny pfipad, Cisté algebraicky pfipad
nékteré z nejhlubsich analytickych skuteCnosti, které kdy funkciondlni analyza odkryla.
Probirana latka obsahuje spektralni teorii, Toeplitzovu-Hausdorffovu vétu, Hahnovu-
Banachovu vétu, ¢astené uspofddané vektorové prostory, momentovy problém, disi-
pativni operdtory a mnoho jinych takto analyticky znéjicich vysledkl. Podle této knihy
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by mohly byt sestaveny krdsné pfecnasky (a ja bych si je sim rad sestavil) a student
vychovany takovymi pfedndskami by se stal v okamziku zdzraénym ditétem ve funkcio-
nalni analyze.

(Politovanihodnym rysem této knihy, alespoii v anglické verzi, je imysIné neortodoxni
terminologie. Priklad: (kanonické) projekce z vektorového prostoru do faktorového
prostoru se zde nazyva ,.kontrakce* a co vétSina lidi nazyva kontrakci, nazyva se
,,kompresi‘‘. Nastésti pojem, jehoZ standardni technické oznadeni je komprese, se
v knize neprobird.)

Klambauer. Poslednim pfispévkem k problémové literatufe, o kterém zde bude icc,
je Klambauerova kniha [4]. Jejim pfedmétem je redlnd analyza a alkoliv obsahuje
nékolik elementarnich Gloh, mé pomérné vysokou turoveii. Je to vynikajici a vzrusujici
kniha. Jsou tam ov§em chyby véetné tiskovych a né€kolik zbyteénych opakovani; a to,
Ze chybi rejstiik, je k zlosti a ¢ini latku daleko obtiZnéjsi, neZ ve skute¢nosti je. Kniha
Jje v8ak bohatym pramenem podnétnych otdzek, dobfe zndmych i ne tak dobfe znamych
piiklad a protipfikladt a standardnich i ne tak standardnich dikazii. Méla by byt
v knihovné kazdého milovnika problémi, kaZdého uditele analyzy (od zékladd poci-
naje), a proto kazdého vdZného zdjemce o tento obor.

Obsah prozrazuje, Ze kniha je rozdélena do CEtyf &asti: aritmetika a kombinatorika,
nerovnosti, posloupnosti a fady, realné funkce. Uvadim po nékolika ptikladech z kazdé
kapitoly, které maji objasnit rozsah dila a snad poodhalit jeho pfichut, a jak doufdm,
povzbudit chut na dal§i problémy.

V kombinatorické &4sti se ma dokazat ,,pravidlo pro déleni devitkou* (zjist&ni déli-
telnosti ¢isla devitkou prostfednictvim soutu cifer v jeho desetinném rozvoji), ma se
uréit pocet nul na konci desetinného rozvoje &isla 1000! a koeficient u x* ve vyrazu
(1 + x + x* + ... + x""!)% Spolu s takovymi ulohami jsou tam také nemotivované
formule, které by se asi spiSe libily nasim otciim, a je tam také par zvlstnosti (jako
uloha, ve které se doporucuje pouZit principu dobrého uspotfadani k diikazu iracionality
\/2). Jednoduchou, aviak pozoruhodnou zvlastnosti je tvrzeni: jsou-li m, n rizna pfi-
rozcna Cisla, potom

m™ £ nm .

Kapitola o nerovnostech obsahuje mnoho zndmych nerovnosti (Hélderovu, Min-
kovského, Jensenovu) a mnoho jinych, které jsou analyticky cenné, aviak pongkud
vice specializované, a tedy pon¢kud méné zndmé. Zvlastnosti, na niZ pravdépodobné
jen mélo lidi tusi odpovéd, je otdzka, co je pro kaZdé ptirozené n v&wi: \/n’"*!) nebo
J(n + 1)7"?

Kapitola o posloupnostech obsahuje podrobny a uplny rozbor, jediny ktery jsem kdy
vidél, okouzlujiciho (a netrividlniho) problému o konvergenci nekone&ného procesu
oznacené¢ho symbolem
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