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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE, ROČNÍK XXIV (1979) ČÍSLO 4 

Ako bol vyriešený 
problém štyroch farieb 
Juraj Bosák, Bratislava 

Úvod 

Ak vám začiatkom roku 1977 přišla poštová zásielka z Urbany v státe Illinois (USA), 
mohli ste si na obálke prečítať záhadný nápis FOUR COLORS SUFFICE - štyri 
farby stačia. Tento nápis ohlašoval světu víťazstvo íudského ducha nad jedným z naj-
známejších a súčasne najťažších matematických problémov — nad problémom štyroch 
farieb. 

V tomto článku sa zoznámime s podstatou a históriou problému štyroch farieb, 
načrtneme stručné spósob jeho riešenía a pokusíme sa odpovedať na otázku, aký význam 
má pre matematiku jeho vyriešenie. 
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Obr. 1. Politická mapa. 

1. Formulácia problému 

Začnime s jednoduchým príkladom: Na obr. 1 je znázorněná tzv. politická mapa 
s 20 štátmi, označenými písmenami a, b, c, ..., t. Státy tejto mapy třeba zafarbiť tak, 
aby susedné státy mali vždy rózne farby. 

Pravda, takto formulovánu úlohu možno velmi lahko vyriešiť: stačí každý stát vy-
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farbiť inou farbou. Toto zafarbenie je však neúsporné a narazí na problémy níelen 
v tlačiarni, ale aj pri použití obyčajných farbičiek: nie každý má zásobu 20 róznych 
farieb. Preto je rozumné pripustiť, aby sa tá istá farba na mapě vyskytla viackrát — 
pravdaže, nie pri susedných štátoch. Matematik sa, prirodzene, opýta, aký najmenší 
počet farieb nám na zafarbenie tejto mapy potom postačí. Bez ťažkostí našu mapu 
zafarbíme pomocou 15,10, ba i len 5 farieb. Po určitej (nie příliš velkej) námahe zistíme, 
že nám na to postačia dokonca iba 4 farby. 

Odporúčame čitatelovi, aby na tomto mieste čítanie článku přerušil, zohnal si červenu, 
modru, zelenu a žltú farbičku a mapu naozaj vyfarbil. Odměnou mu bude nielen zničený 
exemplár časopisu, ale aj pocit uspokojenia z vyriešenia ,,malého problému štyroch 
farieb". 

Eahko zistíme, že počet farieb už ďalej znižovať — vo všeobecnosti — nemožno: 
ani stát m spolu s jeho 5 susedmi e, /, q, r a n už 3 farbami nezafarbíme. Ak je totiž m 
zafarbené prvou farbou, zvyšné dve farby by sa museli pozdíž jeho hranice striedať, 
čo je pri nepárnom počte 5 susedných štátov nemožné. 

Naskýtá sa otázka, či existujú mapy, na zafarbenie ktorých 4 farby nepostačia — 
a v tom je právě podstata problému Štyroch farieb. Aby sme Však mohli poblém skúmať 
z matematického hladiska, musíme si ho spresniť a pridať niekolko podmienok — ich 
porušenie by mohlo výsledok problému zmeniť. Predovšetkým každá uvažovaná mapa 
bude ležať v jedinej rovině (alebo na gulovej ploché, čo představuje ekvivalentný pro
blém). Ďalej, na mapě okrem štátov nič nefarbíme — teda ani moriá a ďalšie vodné 
plochy. Ak by sa na mapě vyskytovali a nepatřili do žiadneho státu, buď ich z mapy 
vynecháme, alebo ponecháme nezafarbené. Ďalej předpokládáme, že územie každého 
statuje súvislé, jeho hranica však móže byť aj nesúvislá; móže ju tvoriť jedna alebo viac 
(konečný počet) uzavretých jordanovských čiar, napr. mnohouholníkov, kružnic a pod. 
Nepripúšťame teda státy s kolóniami alebo s územím skladajúcim sa z viacerých oddě
lených častí. 

Aby sme si našu úlohu trochu zjednodušili, budeme předpokládat', že počet štátov 
v mapě je konečný (hoci možno dokázat', že vynecháním tejto podmienky sa výsledok 
nezmění). 

Problém štyroch farieb sa teraz dá formulovat' takto: Možno státy každej mapy 
spíňajúeej uvedené podmienky regulárně zafarbiť štyrmi farbami, t. j . priradiť im po 
jednej zo štyroch daných farieb tak, aby susedné státy mali priradené vždy rózne 
farby? Přitom státy nazýváme susednými, ak majú spoločný úsek hraničnej čiary, nie 
však iba jeden alebo viac izolovaných bodov. 

Možno ešte namietnuť, že formulácia problému štyroch farieb obsahuje nedefinované 
pojmy mapa, stát a farba. Preto v tretej a štvrtej časti článku tieto pojmy spresníme, 
připadne nahradíme matematickými pojmami. 

2. História problému 

Keby matematické problémy mali svoje pomníky, na pomníku nášho problému 
by sme mohli čítať asi takýto nápis: 

182 



PROBLÉM ŠTYROCH FARIEB 

*2ŠM.WS2 

121. VI. 1976 

Spi sladko! 

W. Haken a K. Appel 

Proti každej časti tohto nápisu však možno vzniesť námietky. Nebudeme sa zaoberať 
(případnou) námietkou jazykovedcov, že problém by sa mal skór nazývať „problém 
o štyroch farbách", ale sústredíme ša radšej na ďalšie riadky nápisu. 

Hněď na začiatok poznamenajme, že história problému štyroch farieb (pozři napr. 
[3, 5,7,9,11]) je plná omylov historických i matematických. V minulosti sa často tvrdilo, 
že problém štyroch farieb po prvý raz položil A. F. MOBIUS okolo r. 1840. Zdá sa však, 
že ide o záměnu s podstatné lahším problémom o existencii piatich navzájom susedných 
štátov (odpověď je tu záporná). Podlá dnešného stavu výskumu sa auťorstvo problému 
připisuje anglickému matematikovi FRANCISOVI GUTHRIEMU, ktorý na něho narazil pri 
farbení mapy grófstiev Anglicka. Jeho brat FREDERICK GUTHRIE 23. októbra 1852 
oznámil problém svojmu profesorovi A. D E MORGANOVI, ktorý ešte toho istého dňa 
o ňom napísal W. R. HAMILTONOVI. Tento list, uložený v archíve v Dubline (írsko), 
je najstarším písaným dokumentom o probléme; v tlači bol problém štyroch farieb 
po prvý raz uvedený pravděpodobné v De Morganovej recenzii kni^y W. WHEWELLA, 
ktorá vyšla v periodiku Athenaeum 14. apríla 1860, avšak okrem niekolkých výnimiek 
ostal nepovšimnutý. Po druhý raz sa problém štyroch farieb „narodil" až 13. juna 1878, 
keď ho A. CAYLEY predniesol na zasadaní londýnskej matematickej spoločnosti. (Sté 
výročie tejto události bolo oslavené v londýnskej televízii krátkou reláciou, ktorú sledo
valo výše 10 miliónov divákov.) V r. 1879 Cayley uveřejnil článok o probléme štyroch 
farieb v prácach královskej geografickej spoločnosti. Od r. 1878 sa objavilo v tlači vela 
zdánlivých dókazov pravdivosti hypotézy o štyroch farbách, v ktorých sa neskór našli 
chyby. Z nich sú najznámejšie pokusy A. B. KEMPEHO (1879 a 1880) a P. G. TAITA 

(1878 — 1880), ktoré mali aj pozitivny význam, lebo použili nové metody, ktoré neskór 
viedli k pokroku v riešení problému. Kempeho dókaz indukciou vzhladom na počet 
štátov sa považoval za správný až do r. 1890, keď P. J. HEAWOOD našiel v ňom chybu, 
ale ukázal, že Kempeho metody umožňujú ukázať, že na zafarbenie každej mapy v rovině 
stačí páť farieb. Mnohí si však Heawoodovej práce nevšimli a naďalej považovali dókazy 
Kempeho a Taita za správné. V ďalšom období najzávažnejšie příspěvky k problému 
štyroch farieb priniesli G. D. BIRKHOFF (1912-13 a 1930), O. VEBLEN (1912-13), 
A. ERRERA (1925) a H. WHITNEY (1932). P. FRANKLIN (1922) dokázal, že hypotéza o šty

roch farbách platí pre všetky mapy s počtom štátov menším než 26. C. N. REYNOLDS 
(1926-27) zlepšil tento odhad na 28, C. E. WIŇN (1938) na 36, O. ORE a J. STEMPLE 

(1970) na 40 a W. STROMQUIST (1975) na 52. No až práca W. HAKENÁ a K. APPELA 

zakončená 21. juna 1976 (předběžné oznámenie výsledku bolo publikované v [2J) 
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Obr. 2. W. Haken na Medzinárodnom kongrese matematikov (Helsinki 1978). 

priniesla zásadnú změnu, keď tuto hranicu celkom vygumovala. Prečo teda námietky 
k posledným trom riadkom nápisu? Po prvé, ich práca [3, 4] vyšla až v septembri 1977 
a trvalo do r. 1978, kým překonala nedověru a získala všeobecné uznanie (na obr. 2 je 
W. Haken pri vysvětlovaní riešenia problému štyroch farieb na ICM 78 — Medziná
rodnom kongrese matematikov, ktorý sa konal v Helsinkách v auguste 1978). Póvodná 
nedověra súvisela najma s použitím počítačov. Este bolo v živej památi, ako Y. SHIMA-
MOTO v októbri 1971 vystúpil s údajným dókazom hypotézy o štyroch farbách s rozsiah-
lym využitím počítačov (pozři [13]). Nakoniec zásluhou W. T. TUTTEHO a ďalších sa 
našla chyba v programe pre počítač, ktorý nesprávné označil istú konfiguráciu za 
D-reducibilnú. Ten istý Tutte však přijal dókaz Appela a Hakena s dóverou. Po druhé, 
ani poznámka o ,,sladkom spánku" nie je celkom namieste — bolo by žiadúce dókaz 
podrobné preveriť a pokúsiť sa ho zjednodušiť. A po tretie, nie je jasné, či za riešitelov 
problému třeba považovať len uvedenu dvojicu autorov, alebo či je správné zásluhy 
rozdeliť rovným dielom aj na tretieho spoluautora J. KOCHA, ktorý sa podielal najma 
na přípravě programov pre počítače. Ako vidno, historici budu mať ešte čo robiť. 
A my sa teraz budeme radšej venovať matematickej stránke problému. 
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3. Rovinné grafy 

Prv než začneme rigoróznejšie úvahy, ujasníme si níekolko základných pojmov. 
Pod grafom v rovině R alebo rovinným grafom (stručné len grafom) budeme v tomto 
článku rozumieť usporiadanú dvojicu G = [V, H], kde V a H sú konečné množiny 
spíňajúce nasledujúce podmienky G± až G5. Aby sme sa mohli lahšie vyjadřovat, bude-

Obr. 3. Rovinný graf. 
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me prvky množiny Vnazývať vrcholmi a prvky množiny H -- hranami grafu G. Na obr. 3 
je příklad rovinného grafu s 54 vrcholmi a 53 hranami.*) Spomínané podmienky Gx až 
G 5 sú tieto: 

Gi, Každý vrchol je bodom danej roviny (t. j . V £ ji), 
G2. Každá hrana sa skládá z bodov danej roviny ( t , j , u i / c R) a je čiarou spájajú-

cou buď dva rózne vrcholy (vtedy sa nazývá linka), alebo jeden vrchol sám so sebou 
(vtedy sa nazývá síučka); krajné body tejto čiary sú vrcholmi; nijaký vnútorný bod tejto 
čiary nie je vrcholom (grafu G). 

G3. Každá linka grafu G je jordanovským oblúkom, t. j . čiarou homeomorfnou s úseč
kou (napr. úsečka, kružnicový oblúk, neuzavretá jednoduchá lomená čiara). 

G4. Každá slučka grafu G je uzavretou jordanovskou čiarou, t. j . čiarou homeomorfnou 
s kružnicou (napr. kružnica, elipsa, uzavretá jednoduchá lomená čiara). 

G5. Každý spoločný prvok dvoch róznych hrán je vrcholom (grafu G). (Z toho vyplý
vá, že dve rózne hrany buď nemajú ani jeden spoločný prvok, alebo právě jeden, alebo 
právě dva.) 

Základom nasej definície sú vlastnosti Gt a G2. Z vlastností G3 a G4 vyplývá, že 
hrany nepretínajú samy seba. Z vlastnosti G 5 následuje, že hrana nepretína iné hrany 
(iba ak v spoločných krajných bodoch - vrcholoch). 

*) Za nakresleme tohto grafu ďakujem svojej dcére Eleně. 

185 



V nasej definícii grafu sme požadovali, aby V a H boli konečné množiny, obmedzili 
sme sa teda len na tzv. konečné grafy. Naše úvahy o rovinných grafoch možno rozšíriť 
aj na niektoré nekonečné grafy; tie však nebudeme potrebovať, keďže sme sa už predtým 
obmedzili na mapy s konečným počtom štátov. 

Rovinné grafy G ~ [V, H] a. G' = [V, H'] nazýváme izomorfně, ak existuje prosté 
zobrazenie (bijekcia) / množiny V na V a. bijekcia g množiny íTna H' s vlastnosťou: 
Ak v grafe G hrana h spája vrcholy u, v, tak v grafe G' hrana g(h) spája vrcholy /(w), 
f(v). Rovinný graf G' = [V, H'] nazýváme podgrafom rovinného grafu G = [V, H], 
ak V £ F a H ' c H. 

Utvořme množinu B všetkých bodov roviny R, ktoré sú buď vrcholmi daného rovin
ného grafu G = [V, H], alebo ležia na hranách grafu G. Ani množina B, ani jej komple-
mentR \ J5nemusia byťsúvislé množiny (vzmysle topologie roviny) — móžu sa skladať 
z jednej alebo viacerých komponentov súvislosti (maximálnych súvislých podmnožin). 
Z bodov každého komponentu súvislosti množiny J? možno zostaviť podgraf grafu G, 
ktorý sa nazývá komponent grafu G. Graf s jediným komponentom sa nazývá súvislý. 
Na druhej straně, móžeme skúmať komponenty súvislosti množiny JR \ B; tieto kompo
nenty sa nazývajú stěnami grafu G. Množinu všetkých komponentov grafu G budeme 
označovat' znakom K, množinu všetkých stien — znakom S. Možno dokázať, že ak 
graf G je konečný, tak aj množiny K a S sú konečné. Napr. rovinný graf z obr. 3 má 
16 stien a 16 komponentov. Obr. 1 móžeme považovat'za znázorněme rovinného grafu, 
ktorý má 36 vrcholov, 54 hrán, 20 stien a 1 komponent (ak za vrcholy považujeme právě 
tie body, v ktorých sa stretávajú hranice troch štátov). 

Medzi počtom vrcholov, hrán, stien a komponentov rovinného grafu platí Eulerova 
formula 

\V\-\H\+\S\ = \K\ + U 

pričom symbolom |X| označujeme počet prvkov množiny X. Eulerovu formulu možno 
Iahko dokázaťindukciou vzhladom na počet |H| hrán při pevnom počte \v\ vrcholov. 

V každom rovinnom grafe je právě jedna zo stien neohraničená; nazýváme ju vonkajšia 
stená. Ostatně steny sa nazývajú vnútorné. 

Pod stupňom vrcholu grafu rozumieme počet hrán, ktoré z něho vychádzajú (slučku 
počítáme za dve hrany). Ak n je prirodzené číslo, tak n-uholníkom grafu G rozumieme 
súvislý podgraf G' grafu G, pričom každý vrchol z G' má v podgrafe G' stupeň 2. Tak 
v grafe z obr. 3 Iahko najdeme w-uholník pre každé prirodzené číslo n á. 18 okrem 
n s = l 3 a n s s 17. 

Vrcholy a hrany, ktoré ležia na hranici určitej steny s grafu G, tvoria podgraf grafu G. 
Ak je týmto podgrafom n-uholník, nazýváme stenu s n-uholníkovou stěnou. 

Súvislý rovinný graf nazýváme konfiguráciou, ak sú všetky jeho vnútorné steny troj-
uholníkové. Konfigurácia zrejme nemóže obsahovat' jednouholníky (teda ani slučky). 
Příklady konfigurácií sú na obr. 4 a 6—9 (z dalších častí článku). 

Konfiguráciu nazýváme trianguláciou, ak má aj vonkajšiu stenu trojuholníkovú. 
Zrejme konfigurácia z obr. 4 je trianguláciou. Eahko zistíme, že v triangulácii sa nemóžu 
vyskytovat'jednouholníky ani vrcholy stupňa 0 a 1. O trianguláciách platí nasledujúci 
zaujímavý vzťah, ktorý vyplývá z Eulerovej formuly: 
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Lema 1. Ak vt (i ^ 2) je počet vrcholov stupňa i v určitej triangulácii, tak 

4v2 + 3v3 + 2v4 + v5 = 12 + v7 + 2vs + 3vš + ... 

Dókaz. Označme množinu všetkých vrcholov, hrán, stien, resp. komponentov danej 
triangulácie znakmi V, H, S, resp. K. Zrejme platí: 

I1-i».. 
1 = 2 

2\H\ = 3|S| = 

1*1 = 1. 

: Z ІVІ > 
Ы2 

Obr. 4. Triangulácia. 

Ak Eulerovu formulu vynásobíme šiestimi a dosadíme uvedené vzťahy, po malej úpravě 
dostaneme 

£ ( 6 - 0 ^ = 1 2 , 
i = 2 

odkial vyplývá požadovaný vztah. Leiřía je dokázaná. 
Trianguláciu nazýváme jednoduchou, ak neniá dvojuholníky, vrcholy stupňa ^4, ani 

trojuholníky netvoriače hranicu žiadnej steny. Čitatel sa lahko móže presvedčiť, že tri
angulácia z obr. 4 je jednoduchá. Z lemy 1 vyplývá, že každá jednoduchá triangulácia 
(vtedy v2 = v3 = v4 = 0) má aspoň 12 vrcholov stupňa 5. 
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í Dve steny rovinného grafu G sa nazývajú susedné, ak sú navzájom rózne a ak prienik 
ich hraníc obsahuje aspoň jednu hranu grafu G. Pod zafarbenim stien grafu G štyrmi 
farbami rozumieme zobrazenie množiny S do danej štvorprvkovej množiny F (napr. 
F = {1,2,3,4}); prvky množiny Fnazývamefarby. Zafarbenie stien nazýváme regulárně, 
ak susedné steny majú vždy priradené rózne farby. V ďalšej časti článku tieto pojmy 
využijeme na spresnenie formulácie problému štyroch farieb (presnejšie, hypotézy 
o štyroch farbách). 

4. Prvá redukcia problému 

Teraz ukážeme, ako možno problém štyroch farieb postupné previesť do tvaru vhod
ného na riešenie. 

Prvá redukcia spočívá v přechode od „geografickej" do „matematickej" formulácie 
problému. Potřebný aparát sme si už vybudovali v 3. časti článku. 

Majme geografickú (politickú) mapu, ktorej státy třeba zafarbiť, vhodným spósobom 
ohraničenu (napr. obdížnikom). Předpokládáme, že územie každého státu je na mapě 
súvislé, že sú vyznačené hranice štátov i vodné plochy, ktoré majú ostať nezafarbené. 
Mapu považujeme za vnořenu do istej roviny JR, takže nemusíme rozlišovat' medzi 
bodmi (a dalšími útvarmi) na mapě a zodpovedajúcimi bodmi v rovině R* 

Tejto mapě možno prirodzeným spósobom priradiť graf G v rovině R, ktorého 
vrcholy i hrany ležia na hraniciach štátov, vodných ploch a samotnej mapy, pričom ich 
rozmiestnenie volíme tak, aby zjednotenie všetkých hrán splývalo so zjednotením uve
dených hraníc. 

Je zřejmé, že z regulárneho zafarbenia stien rovinného grafu G štyrmi farbami dosta
neme i regulárně zafarbenie štátov póvodnej geografickej mapy štyrmi farbami — stačí 
vynechať steny, ktoré nie sú štátmi (teda vodné plochy a vonkajšiu stenu ležiacu mimo 
okraj mapy). Mohli by sme sice zafarbiť aj tieto steny štyrmi farbami; keby sme však 
požadovali, aby všetky vodné plochy boli zafarbené tou istou farbou — napr. modrou, 
vo všeobecnosti by sme nevystačili so štyrmi farbami, ale by sme potřebovali páť farieb 
(ako příklad poslúži mapa z obr. 1 doplněná jazerom vnútri každého státu). 

Viděli sme, že póvodný „geografický" problém bude vyriešený, ak dokážeme platnosf 
nasledujúcej hypotézy: 

Hypotéza o štyroch farbách. Steny každého rovinného grafu možno regulárně 
zafarbiť štyrmi farbami. 

5. Druhá redukcia problému 

Pri druhej redukcii problému štyroch farieb zafarbenie stien rovinného grafu preve-
dieme na zafarbenie vrcholov (iného) rovinného (tzv. duálneho) grafu. Teraz budeme 
priraďovať farby (prvky štvorprvkovej množiny F) vrcholom rovinného grafu a toto 
priradenie nazveme zafarbenim vrcholov grafu štyrmi farbami. Takéto zafarbenie nazve
me regulárně, ak susedné vrcholy (t. j . dva rózne vrcholy spojené hranou) budu mať 
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priradené vždy rózne farby. Pri hodnotení regulárnosti zafarbenia nebudeme brať do 
úvahy okolnosť, či rovinný graf má slučky. 

Ako příklad využijeme opáť rovinný graf z obr. 4, ktorý možno takýmto spósobom 
zafarbiť, ako ukazuje nasledujúce priradenie farieb vrcholom: 

vrcholy a, g, i, l, r -> červená farba 
vrcholy b, e, j \ p, s -> modrá farba 
vrcholy c,f k, m, t -» zelená farba 
vrcholy d, h, n, o, q -> žitá farba 

Čitatel si zaiste uvědomil, že tým sme vlastně vyriešili úlohu regulárně zafarbiť štyr-
mi farbami státy mapy z obr. 1. Preto asi nebude překvapený nasledujúcim výsledkom. 

Lema 2. Hypotéza o štyroch forbách je správná, ak vrcholy každého rovinného grafu 
možno regulárně zafarbii štyrmi farbami. 

D ó k a z . Nech je daný rovinný graf G. Zostrojíme tzv. duálny graf G* ku grafu G.*) 
Zvolme vnútri každej steny s grafu G jeden bod Vs („hlavné město státu") a prehlásme 
ho vrcholom duálneho grafu G*. Dva nové vrcholy spojme (právě jednou) hranou právě 
vtedy, keď sú příslušné steny susedné. Póvodné vrcholy a hrany z grafu vynechajme. 
Eahko sa zistí, že nové hrany možno viesť tak, aby vznikol opáť rovinný graf — označme 
ho G* a nazvime duálny graf ku grafu G. (Na obr. 4 je duálny graf k rovinnému grafu 
z obr. 1.) 

Ak možno vrcholy každého rovinného grafu regulárně zafarbiť štyrmi farbami, 
zafarbime takto vrcholy grafu G*. Ďalej zafarbime steny grafu G tak, že farba steny s 
sa zhoduje s farbou vrcholu Vs pri predošlom zafarbení vrcholov grafu G*. Zrejme 
vznikne regulárně zafarbenie stien grafu G štyrmi farbami. Lema je dokázaná. 

6. Tretia redukcia problému 

Ukazuje sa, že množina všetkých rovinných grafov, s ktorou narábanie předpokládá 
lema 2, je pre ďalšie skúmanie problému příliš široká. Pohodlnejšie sanám bude praco-
vať, ak tuto triedu zúžime. Aďalšia redukcia problému štyroch farieb (lema 4) ukazuje, 
že namiesto všetkých rovinných grafov stačí sa zaoberať len jednoduchými triangulá-
ciami, připadne iba ireducibilnými jednoduchými trianguláciami. Přitom rovinný graf 
sa nazývá ireducibilný (alebo tiež minimálny 5-chromatický), ak jeho vrcholy nemožno 
regulárně zafarbiť štyrmi farbami, ale v každom grafe s menším počtom vrcholov tieto 
vrcholy už možno takto zafarbiť. Našou snahou bude právě ukázať, že ireducibilný graf 
musí spíňať tolko podmienok, že vóbec nemóže existovat'. 

Prvý krok tohto typu je skrytý v nasledujúcej leme. Pre jej dokaž budeme potřebovat' 
dóležitý pojem Kempeho reťazca (jeho podrobnější rozbor je napr. v [13]): Nech je dané 
regulárně zafarbenie vrcholov grafu G, nech a, j? sú dve z použitých farieb a nech je daný 

*) Pre naše účely sme definíciu trochu zjednodušili. Bežnejšiu definíciu duálneho grafu najde čitatel 
napr. v [11]. 
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vrchol w, zafarbený jednou z týchto dvoch farieb. Utvořme podgraf grafu G indukovaný 
vrcholmi farieb a a j8 (t. j . skladajúci sa zo všetkých takýchto vrcholov a hrán spájajúcich 
vždy dva takéto. vrcholy), Komponenty tohto podgrafu sa nazývajú Kempeho otfi-reťazce 
grafu G( vzhladom na dané zafarbenie vrcholov), a ten z nich, ktorý obsahuje vrchol u, 
sa nazývá Kempeho afi-reťazec z vrcholu u. Na obr. 5 sú znázorněné Kempeho 13-reťazce 
a 24-reťazce. Hlavný vtip pojmu Kempeho a/?-reťazca je, že po jeho alternácii (t. j . zá
měně farieb a a /? pri všetkých vrcholoch teťazca) vznikne opáť regulárně zafarbenie 
vrcholov daného grafu. 

3 3 3 э 1 

Obr. 5. Kempeho reťazce, 

Lema 3. Ak existuje ireducibilný rovinný graf, existuje aj ireducibilná jednoduchá 
triangulácia s tým istým počtom vrcholov. 

Dókaz. Predpokladajme, že existuje ireducibilný rovinný graf G. Zrejme G má aspoň 
páť vrcholov (inak by sa jeho vrcholy dali regulárně zafarbiť štyrmi farbami). Vynechaj-
me z grafu G všetky slučky; ak G má skupiny hrán spájajúce tú istú dvojicu vrcholov 
(tzv. násobné hraný), vynechajme z každej skupiny všetky hrany okrem jednej. Vznikne 
graf G', ktorý nemá jednouholníky ani dvojuholníky. Ak sa na hranici niektorej steny 
grafu G' výskytujú dva rózne vrcholy, ktoré nie sú susedné, spojme ich cez tuto stenu 
novou hranou tak, aby vznikol opáť rovinný graf. Opakujme tento postup tak dlho, 
kým je to možné. Nakoniec vznikne graf G", o ktorom možno dokázať, zeje triangulá-
ciou. Zrejme G" má ten istý počet vrcholov ako G a je to opáť ireducibilný graf (keby 
existovalo regulárně zafarbenie jeho vrcholov štyrmi farbami, bolo by to.aj regulárně 
zafarbenie vrcholov póvodného grafu). Dokážeme, že triangulácia G" je jednoduchá. 

Z konštrukcie grafu G" vyplývá, že tento graf nemá dvojuholníky. Připusťme, že 
v G" existuje trojuholník T, ktorý netvoří hranicu žiadnej steny. Z toho vyplývá, že 
vnútri i zvonku trojuholníka T existuje aspoň jeden vrchol. Utvořme z grafu G" graf 
G± (resp. G2) tým, že z G" vynecháme všetky vrcholy a hrany ležiace vnútri (resp. 
zvonku) trojuholníka T Z regulárnych zafarbení vrcholov grafov G1 a G2 štyrmi farbami 
lahko zostrojíme takéto zafarbenie aj pre graf G", čo je však v spore s predpokladom, 
že G" je ireducibilný graf. 
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Připusťme, že v G" existuje vrchol v stupňa ^4. Ak vynecháme z grafu G" vrchol v 
§ hrany z něho vychádzajúce, vznikne graf Gw, ktorý má menší počet vrcholov než graf 
G". Keďže G" je ireducibilný graf, existuje regulárně zafarbenie vrcholov štyrmi farbami 
pre graf G"\ nie však pre graf G". Z toho vyplývá, že vrchol v má stupeň 4 (inak by sme 
zafarbenie z G'" lahko rozšířili na G") a všetky štyri s ním susedné vrcholy (označme ich 
v směre pohybu hodinových ručičiek znakmi a, b, c, d) majú rózne farby (označme 
tieto farby v danom poradí znakmi 1, 2, 3, 4) -- pozři obr. 5. Rozoznávajme tri případy: 

1. V grafe G"' Kempeho 13-refazec z vrcholu a neobsahuje vrchol c. V tom případe 
po jeho alternácii(t.}. zámene farieb 1 a 3 všetkých jeho vrcholov) vznikne opáť regulárně 
zafarbenie vrcholov štyrmi farbami, v ktorom vrchol a bude mať farbu 3 a vrchol v 
bude možné zafarbiť farbou 1 — spor s tým, že graf G" nemožno regulárně zafarbiť 
štyrmi farbami. 

2. V Gm Kempeho 24-reťazec z vrcholu b neobsahuje vrchol d. Po jeho alternácii 
vrchol b získá farbu 4 a vrchol v možno zafarbiť farbou 2 — opáť spor. 

3. V G'" Kempeho 13-reťazec z vrcholu a obsahuje c a Kempeho 24-reťazec z vrcho
lu b obsahuje vrchol d. Keďže ide o rovinný graf, tieto reťazce sa musia pretínať (pozři 
obr. 5). Nemóžu sa však pretínať vnútri hrán (podlá vlastnosti G 5 rovinných grafov), 
preto musia mať spoločný vrchol. Ten musí byť zafarbený jednou z farieb 1 a 3, i jednou 
z farieb 2 a 4, čo je nemožné. 

Teda G" je jednoduchá (ireducibilná) triangulácia a dókaz lemy je hotový. 
Z lemy 2 a 3 bezprostředné vyplývá: 

Lem a 4. Hypotéza o styroch forbách je správná, ak vrcholy každej jednoduché] trian-
gulácie možno regulárně zafarbiť štyrmi farbami (t.j. ak neexistuje ireducibilná jednoduchá 
triangulácia). 

7. Štvrtá redukcia problému 

Aby sme mohli vykonať štvrtú (a poslednú) redukciu problému štyroch farieb, potře
bujeme si povedať trochu viac o konfiguráciách. 

Ak v nejakej triangulácii zvolíme jeden w-uholník a vynecháme všetky vrcholy a hrany 
ležiace zvonka něho (ponecháme však ich krajné vrcholy ležiace na jz-uhblníku), vznikne 
konfigurácia. Číslo n (počet hrán tzv. obvodového mnohouholníka) nazýváme rádom 
tejto konfigurácie. Napr. prvá konfigurácia Qt z obr. 6 (známa pod názvom Birkhoffov 
diamant) má rád 6, druhá Q2 — 7, tretia Q3 a štvrtá Q4 — 8, piata Q5 — 9 a siesta 
Q6 — rád 10. Pri vrcholoch ležiacich vnútri obvodového mnohouholníka sme použili 
symboliku zavedenu HEESCHOM [10]: vrcholy stupňa 5 sú označené plným krúžkom, 
vrcholy stupňa 6 sa osobitne nevyznačujú, vrcholy stupňa 7 sa označujú prázdným krúž
kom, vrcholy stupňa 8 — prázdným štvorčekom, vrcholy stupňa 9 — trojuholníkom, 
vrcholy stupňa 10 — páťuholníkom a vrcholy vyššieho stupňa — příslušným číslom. 
Bodka označuje vrchol stupňa ^ 6 a neúplný krúžok (napr. v tvare U) vrchol stupňa 
^7. Táto symbolika má tú výhodu, že na opis konfigurácie potom stačia vrcholy ležiace 
vnútri obvodového mnohouholníka a ich spojnice (na obr. 6 vyznačené hrubými čiarami). 

191 



Dóležitú úlohu majú konfigurácie, ktoré sa nemóžu vyskytovat* v žíadnom ireducibil-
nom grafe — nazývajú sa reducibilné. Presnejšie, konfigurácia sa nazývá reducibilná, 
ak nie je izomorfná žiadnemu podgrafu ireducibilného grafu. Pri dókaze lemy 3 sme 
vlastně ukázali, že prvé tri konfigurácie z obr. 7 sú reducibilné. Dá sa dokázať, že aj 
každá zo šiestich konfiguraci! znázorněných na obr. 6 je reducibilná. K metodám dókazu 
reducibility konfigurácií sa vrátime v 8. časti článku. 

Dalším dóležitým pojmom je pojem nevyhnutnej množiny (angl. unavoidable set). 
Ak máme dve množiny grafov, Mx & M2, budeme hovoriť, že Mt je množina nevyhnutná 
vzhladom na M2, ak každý graf z M2 má aspoň jeden podgraf izomorfný s niektorým 
grafom z M±. 

Z lemy 1 vyplývá, že každá rovinná triangulácia má vrchol stupňa 2, 3, 4 alebo 5. 
Preto množinu nevyhnutnú vzhladom na množinu vsetkých triangulácií tvoria napr. 
konfigurácie z obr. 7; v případe jednoduchých triangulácií stačí jediný graf — posledný 
graf z obr. 7. 

Obr. 6. 
Reducibilné 
konfigurácie. 

Obr. 7. Množina konfigurácií nevyhnutná vzhladom na množinu vsetkých triangulácií. 
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Najčastejsie budeme skúmať množiny nevyhnutné vzhladom na množinu všetkých 
íreducibilných jednoduchých triangulaci! a budeme ich stručné nazývať nevyhnutné 
množiny. Je zřejmé, že posledný graf z obr. 7 tvoří nevyhnutnú množinu aj v tomto 
zmysle. K metodám dokazovania nevyhnutnosti množin sa vrátime v 9. časti článku. 

A teraz už móžeme vyjadriť poslednú redukciu problému štyroch farieb: 

Lem a 5. Hypotéza o štyroch farbách je správná, ak existuje nevyhnutná množina redu-
cibilných konfigurácií. 

Dokaž. Nech N je nevyhnutná množina reducibilných konfigurácií. Keby hypotéza 
o štyroch farbách bola nesprávná, existoval by podlá lemy 2 ireducibilný graf a podlá 
lemy 3 ireducibilná jednoduchá tríangulácia t. Keďže Nje nevyhnutná množina, obsa
huje aspoň jednu konfiguráciu k, ktorá je izomorfná s niektorým podgrafom triangulá-
cie t. Konfigurácia k je vsak reducibilná, takže tríangulácia / obsahuje podgraf izomorfný 
s reducibilnou konfiguráciou, a teda nemóže byť ireducibilná. Tento spor dokazuje lemu. 

Význam práce Appela, Hakena a Kocha [3, 4] je právě v tom, že dokázali: 

Lem a 6. Existuje nevyhnutná množina reducibilných konfigurácií. 
Ako to urobili, stručné naznačíme v časti 10. 
Z lemy 5 a 6 bezprostředné vyplývá: 

Teoréma o štyroch farbách. Steny každého rovinného grafu možno regulárně 
zafarbiť štyrmi farbami. 

A tak sa hypotéza o štyroch farbách změnila na teorému. 
Z predchádzajúcich úvah vidíme, že pre dokaž teorémy o štyroch farbách stačí zostro-

jiť nevyhnutnú množinu reducibilných konfigurácií.*) Ako vóbec možno zostrojiť takú 
množinu? Je to ťažké? Na tieto otázky budeme hladať odpoveďv ďalších častiach článku. 

8. Reducibilné konfigurácie 

Najprv si položme takéto otázky: Akým spósobom možno zostrojiť reducibilné kon
figurácie? A ako možno overiť, čije daná konfigurácia reducibilná? 

Spočiatku sa reducibilné konfigurácie hladali viacmenej náhodným spósobom. Postup
né sa však stalo želatelným zaviesť do neustále vzrastajúceho počtu známých reducibil
ných konfigurácií nějaký systém. NajprirodzenejŠím spósobom klasifikácie reducibilných 
konfigurácií sa ukázalo ich roztriedenie podlá rádu, t. j . podlá počtu hrán obvodového 
mnohouholníka. 

Už r. 1913 G. D. BIRKHOFF dokázal, že sú reducibilné všetky konfigurácie rádu 2; 
konfigurácie rádu 3 obsahujúce viac než tri vrcholy, v ktorých vrcholy možno regulárně 

*) Pozornější čitatel sice asi objaví v dókazoch lem 1—3 menšie skoky, ktoré však možno doplniť 
starostlivějším využitím metod topologie roviny, najma známej JORDANOVEJ teorémy o tom, že 
uzavretá jordanovská čiara rozděluje rovinu na dve súvislé otvorené množiny. Čitatelovi, ktorého by 
zaujímala teória rovinných grafov dósledne budovaná na tomto základe, odporúčame knihu {11]. 
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zafarbiť Štyrmi farbami; konfigurácie rádu 4 obsahujúce viac než štyri vrcholy a rádu 5 
obsahujúce viac než šesť vrcholov. Preto sa záujem sústredil na konfigurácie rádu ^6. 

Na tomto mieste třeba poznamenať, že po vyriešení problému štyroch farieb je vlastně 
každá konfigurácia reducibilná. Preto sa pojem reducibilnej konfigurácie obyčajne 
spresňuje v tom zmysle, že konfigurácia je reducibilná, ak možno štandardnými metodami 
dokázať, že nie je izomorfná žiadnemu podgrafu ireducibilného grafu (pričom třeba 
stanoviť, čo sa rozumie pod štandardnými metodami). Zrejme každá konfigurácia, 
ktorá obsahuje ako podgraf reducibilnú konfiguráciu, je sama reducibilná. Preto sa 
ukazuje výhodným skúmať len minimálně reducibilná konfigurácie (ktoré už nemajú za 
podgraf iné reducibilné konfigurácie). Sústredeným úsilím mnohých autorov, ktoré bolo 
završené prácou dvojice F. ALLAIRE a E. R. SWART [1], sa podařilo nájsť všetky takéto 
reducibilné konfigurácie rádu menšieho než 12. Ani táto velká zásoba reducibilných 
konfigurácií však nestačí na zostrojenie nevyhnutnej množiny reducibilných konfigurácií: 
E. F. MOORE zostrojil v marci 1977 rovinný graf s 846 vrcholmi (v duálnom tvare mapy 
s 846 stěnami), ktorý neobsahuje žiadnu reducibilnú konfiguráciu rádu menšieho než 12, 

Д . 

b c 

ұ 
g"e 

R* R* 
Obr. 8. Reducéry 
konfigurácií z obr. 6. 

Rл Ä , 

Pokial ide o metody dókazu reducibility, možno povedať, že sú založené na princípoch, 
ktoré objavil A. B. KEMPE 1879-80, P. J. HEAWOOD 1890 a G. D. BIRKHOFF 1913 a ktoré 
sme použili v dókaze lemy 3, keď sme fakticky dokázali reducibilitu prvých troch 
konfigurácií z obr. 7: nahradenie konfigurácie konfiguráciou s menším počtom vrcholov 
(tzv. reducérom) a metoda alternácie farieb v Kempeho reťazcoch (pozři obr. 5). V případe 
potřeby sa táto alternácia móže opakovat' na róznych miestach konfigurácie a s róznymi 
farbami. Najzaujímavejším spósobom redukcie je tzv. D-reduKcia, pri ktorej možno 
zvoliť lubovolný reducér s menším počtom vrcholov, pričom vrcholom hranrceitóvodnej 
konfigurácie sú priradené vrcholy na obvode reducéra; ak sú susedné dva vrcholy z hrani
ce póvodnej konfigurácie, musia byť susedné aj ich obrazy. Přitom sa pripúšťa, že obrazy 
nesusedných vrcholov sú v reducéri susedné alebo dokonca splývajú. Napr. možno uká-
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zať, že konfigurácie Qt (i = 1, 2,..., 6) z obr. 6 majú reducéry JRř z obr. 8. Vo všetkých 
týchto príkladoch možno reducér zostrojiť z obvodového mnohouholníka vhodnou 
identifikáciou niektorých vrcholov a přidáním niektorých uhlopriečok — napr. Řt 

vznikne z obvodového 6-uholníka konfigurácie Qt identifikáciou vrcholov c, e a. přidá
ním uhlopriečky ac = ae. Přitom vnútorné vrcholy konfigurácie sa vynechávajú. Tento 
spósob tvorby reducérov je velmi častý, aj keď nie je jediný (niekedy nevystačíme len 
s obvodovými vrcholmi). Možno dokázať, že v případe konfigurácie Qt až Q5 ide 
o D-redukciu (hovoříme, že tieto konfigurácie sú D-reducibi!né); v případe konfigurácie 
Q6 je to iba tzv. C-redukcia, keď reducér už nemožno voliť lubovolne. Čitatela, ktorého 
by zaujímali rózne druhy redukcií, odkazujeme na monografiu [10]. My sa tu obmedzíme 
na nasledujúci výsledok. 

Lema 7. Všetky konfigurácie z obr. 6 sú reducibilné. 

Dókaz. Připusťme, že konfigurácia Q{ (i e {1,2, 3,4, 5, 6}) sa nachádza v niektorom 
ireducibilnom rovinnom grafe G (presnejšie, Q{ je izomorfně s niektorým podgrafom 
grafu G). Nahraďme v G konfiguráciu Q{ konfiguráciou (reducérom) R{ z obr. 8 tak, 
aby vrcholy a hrany zvonku konfigurácie ostali zachovalé. Vznikne rovinný graf H, 
ktorý má menší počet vrcholov než mal G, a preto jeho vrcholy možno regulárně zafarbiť 
štyrmi farbami. Dokážeme, že potom možno tak zafarbiť aj vrcholy grafu G, čo bude 
v spore s predpokladom, že G je ireducibilný graf. Aby sme to dokázali, stačí ukázať, 
že každé regulárně zafarbenie vrcholov konfigurácie Rt štyrmi farbami možno rozšíriť 
na obdobné zafarbenie konfigurácie Qt, a to buď priamo, alebo použitím alternácií 
v Kempeho reťazcoch zvonku konfigurácie. 

Nech i = 1. Ak označíme farby vrcholov a,b,cv konfigurácii Rx znakmi 1, 2, resp. 3 
a štvrtú farbu znakom 4, pre regulárně zafarbenie vrcholov a,b,c,d,e,f v danom 
poradí prichádzajú do úvahy tieto možnosti: 123132, 123134, 123232, 123234, 123432 
a 123434. Eahko si ověříme^ že vo všetkých šiestich případech okrem tretieho toto 
zafarbenie možno rozšíriť na zafarbenie konfigurácie Qt. V případe zafarbenia 123232 
použijeme Kempeho reťazce: 

Ak Kempsho 24-reťazec z vrcholu d neobsahuje žiaden z vrcholov b,f, možno jeho 
alternáciou zmeniťfarbu vrcholu dna. 4 a dostáváme už známu možnosť 123432, ktorú 
vieme doplniť na regulárně zafarbenie vrcholov konfigurácie Qx. 

Naopak, ak tento Kempeho 24-reťazec obsahuje napr. vrchol b (pre vrchol/je situácia 
symetrická), Kempeho 13-reťazěc z vrcholu c nemóže obsahovat' žiaden další vrchol 
danej konfigurácie a alternáciou tohto 13-reťazca dostáváme pre obvodový šesťuholník 
zafarbenie 121232, ktoré zrejme možno rozšíriť na regulárně zafarbenie vrcholov kon
figurácie J2I. 

Analogicky sa postupuje v prípadoch i = 2 až 6. Podrobné dókažy čitatel najde 
v [10, 11]. 

Skúsenosti ukazujú, že každá konfigurácia rádu n *> 4, ktorá má mimo n vrcholov 
obvodového «-uholníka ďalších 

m > fn — 6 
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vrcholov, je reducibilná (dokonca D-reducibilná), Keby sa podařilo tuto hypotézu 
dokázať, znacrie by sa situácia zjednodušila. Zdá sa však, že táto hypotéza je ešte ťažšia 
ako samotná hypotéza o štyřoch farbách a experti sa vyslovujú velmi skepticky o mož
nosti jej dokázaniá. 

9. Nevyhnutné množiny konfiguraci! 

Na iliistráciu pojmu nezávislej množiny dokážeme nasledujúci výsledok, ktorý, volné 
povedané, tvrdí, že každá jednoduchá triangulácia s menej než 26 vrcholmi obsahuje 
niektorú z konfiguraci! znázorněných na obr. 6. 

Lem a 8. Konfigurácie z obr. 6 tvoria množinu nevyhnutná vzhíadom na množinu všetkých 
jednoduchých triangulácií s menej než 26 vrcholmi. 

Dokaž. Připusťme, že existuje jednoduchá triangulácia t s menej než 26 vrcholmi, 
ktorej žiadny podgraf nie je izomorfný s niektorou konfiguráciou z obr. 6. V triangulácií t 
přiřaďme každému vrcholu stupňa i (i = 5, 6, 7, ...) číslo 60(6 — z), ktoré budeme 
nazývať nábojom tohto vrcholu. Potom změňme náboje takto: Z vrcholov stupňa 5 
přesuňme náboj s hodnotou 7 do všetkých susedných vrcholov stupňa 6 (t. j . z nábojov 
vrcholov stupňa 5 odčítajme číslo 7 tolkokrát, kolko má susedných vrcholov stupňa 6; 
k nábojom vrcholov stupňa 6 pripočítajme tolkokrát číslo 7, kolko má tento vrchol 
susedných vrcholov stupňa 5) a náboj 17,6 do všetkých susedných vrcholov stupňa _7. 
Dokážeme, že potom náboj N(v) Iubovolného vrcholu v bude ^28,4. 

Ak má vrchol v stupeň 5, musí mať aspoň jeden susedný vrchol stupňa _ 7 (inak by t 
obsahovalo podgraf izomorfný s niektorou konfiguráciou Qt až Q6 z obr. 6). Ak je 
takýto vrchol stupňa ^7 právě jeden, musia s vrcholom v byť susedné aspoň dva vrcholy 
stupňa 6 (inak by s vrcholom v museli byť susedné aspoň tri vrcholy stupňa 5 a t by 
obsahovalo konfiguráciu Qt alebo Q2), a preto má náboj N(v) ^ 60 — 17,6 — 2 . 7 = 
= 28,4. 

Ak sú takéto vrcholy stupňa = 7 aspoň dva, vrchol v má náboj N(v) % 60 — 2 . 17,6 < 
< 28,4. 

Ak má vrchol v stupeň 6, móžu s ním byť susedné najviac 4 vrcholy stupňa 5 (inak 
by / obsahovalo konfiguráciu Q2). Potom v má náboj N(v) ^ 4 . 7 < 28,4. 

Ak má vrchol v stupeň 7, riióže s ním byť susedných najviac 5 vrcholov stupňa 5 (inak 
by /obsahovalo konfiguráciu Q 3). Potom má však náboj N(v) = -60 + 5. 17,6 < 28,4. 

Ak má Vrchol v stupeň j ^ 8, jeho náboj zrejme spíňa vzťah 
N(v) = 60(6 - j) + j . 17,6 = 360 - 42,4/ g 360 - 42,4. 8 < 28,4. 
Presúvaním náboja sa sice niektoré náboje vrcholov změnili, nie však ich celkový 

súčet. Ak označíme počet vrcholov triangulácie t znakom |Vj, podlá lemy 1 platí: súčet 
nábojov všetkých vrcholov triangulácie t je (vt je počet vrcholov stupňa z): 

£ v i 60(6 ~ z) = 60. 12 = 720 = 28,4|V|, 
i=-5 
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takže 

. | K | 2 . ™ > 2 5 , .-•.. . 
28,4 _. 

čo odporuje tomu, že triangulácia t má g 25 vrcholov. Lema je dokázaná. 
Ako dósledok predošlých výsledkov móžeme odvodiť teorému, ktorú poznal už 

FRANKXIN r. 1922. 

Teoréma. Ak rovinný graf má menej než 26 stien, možno tieto steny regulárně zafarbii 
štyrmi farbami. 

Dókaz. Nech v rovinnom grafe G, ktorý má <26 stien, nemožno steny regulárně 
zafarbiť štyrmi farbami. Jeho duálny graf má <26 vrcholov, ktoré taktiež nemožno re
gulárně zafarbiť štyrmi farbami. Preto existuje ireducibilný rovinný graf, a podlá lemy 3 
aj ireducibilná jednoduchá triangulácia t s <26 vrcholmi. Podlá lemy 8 triangulácia t 
obsahuje podgraf izomorfhý s niektorou konfiguráciou z obr. 6. Podlá lemy 7 sú tieto 
konfigurácie reducibilné. To je však nemožné, lebo t je ireducibilná triangulácia. Tento 
spor dokazuje teorému. 

Predchádzajúcimi výsledkami sme vlastně zostrojili nevyhnutní! množinu reducibil-
ných konfigurácií, nie však vzhladom na množinu všetkých ireducibilných jednoduchých 
triangulácií (čo by sa žiadalo pre dókaz lemy 6), ale len vzhladom na množinu všetkých 
(ak chceme, ireducibilných) jednoduchých triangulácií s menej než 26 vrcholmi. Toto 
číslo možno zjemněním úvah z dókazu zvyšovať. No na úplné odstránenie ohraničenia 
počtu vrcholov (a teda na dókaz teorémy o štyroch farbách) třeba použiť podstatné 
zložitejší postup. 

10. Zdolanie problému 

Riešenie problému štyroch farieb v práci APPELA a HAKENA [3] sa začíná podobné 
ako dókaz nasej lemy 8 a takisto používá terminológiu z teorie elektrických sietí. Každé
mu vrcholu ireducibilnej jedňoduchej triangulácie (podlá lemy 3 alebo 4 stačí sa zaoberať 
takýmito rovinnými grafmi) sa přiřadí reálné číslo, tzv. náboj vrcholu tak, aby len 
vrcholy stupňa 5 mali kladný náboj, ale aby i celkový súčet všetkých nábojov vrcholov 
bol kladný. Potom sa uskutoční vybíjanie (angl. discharging proceduře), pri ktorom 
sa presúvajú náboje z vrcholov stupňa 5 na vrcholy vyšších stupňov tak, aby sa neměnil 
celkový súčet nábojov. Spravidla nie je ťažké zistiť všetky možnosti pre okolia vrcholov, 
ktoré budu mať po skončení vybíjenia kladný náboj a urobiť akýsi katalog týchto konfi
gurácií s kladným nábojom niektorého vrcholu. Proces vybíjania je možné definovat' 
dokonca tak dómyselňe, aby každá z týchto konfigurácií bola reducibilná. Kěďže sme 
však vyšli z ireducibilnej triangulácie, takéto konfigurácie v nej nemóžu existovat* a daná 
triangulácia bude úplné vybitá, t. j . nebudu v nej existovat' žiadne vrcholy s kladným 
nábojom (platí tzv. lema o vybití — discharging lemma). To však nié je možné, lebo 
súčet nábojov po vybíjacej proceduře sa nezmění. Teda musí ostať kladný* takže aspoň 

197 



jedna zo zostrojených konfigurácií sa musí v triangulácii vyskytovat Tento spor doka
zuje teorému o štyroch farbách. 

Všimnime si, že ide vlastně o zostrojenie nevyhnutnej množiny reducibilných konfi
gurácií podlá schémy z lemy 4 a 5. Třeba povedať, že program dokázať takýmto spóso-
bom teorému o Štyroch farbách vyhlásil už HEESCH, no zostrojiť nevyhnutnú množinu 
reducibilných konfigurácií sa mu nepodařilo. Zato vsak vybudoval teóriu reducibility, 
ktorá zohrala v ďalšom vývoji dóležitú úlohu. Pod vplyvom Heescbových myšlienok 
začali svoju prácu aj Haken a Appel. Na začiatku svojho postupu definovali náboje 
vrcholov rovnako ako my v našom dókaze lemy 7: Vrcholy sťupňa 5 mali náboj 60, 
vrcholy stupňa 6 náboj 0, vrcholy stupňa 7 náboj —60, vrcholy stupňa 8 náboj —120 
atď. Pri vybíjaní sa najskór přesunul náboj 30 z každého vrcholu stupňa 5 do všetkých 
s ním susedných vrcholov stupňa aspoň 7. Eahko sa zistí, že po tomto kroku kladný 
náboj móžu mať len vrcholy stupňa 5 až 11 a triangulácia musí obsahovat' niektorú 
z 25 konfigurácií z obr. 9. Z nich je 11 reducibilných (konfigurácie 1 — 5, 11, 16, 21, 
23 — 25). Naším cieíom je vsak to, aby všetky „kladné konfigurácie" boli reducibilné. 
Preto třeba opraviť vybíjaciu proceduru tak, aby konfigurácie, pri ktorých nevieme 
dokázať reducibilitu, zo zoznamu vypadli a miesto nich sa tam dostali reducibilné 
konfigurácie. Appel a Haken boli nútení postupné pridať k základnému pravidlu vybí-
jania (přesun náboja 30) takmer 500 výnimek a oprav, pri ktorých presúvali medzi 
vrcholmi náboje 0 až 60, kým zoznam neobsahoval len samé reducibilné konfigurácie. 
Přitom bolo potřebné presúvať náboje nielen k susedným, ale i k vzdialenejším vrcholom. 
Takto zostrojená nevyhnutná množina reducibilných konfigurácií malá povodně 1936 
prvkov. Počas recenzného pokračovania a tlače článku autoři ich počet postupné 
zmenšovali na 1923, 1879, 1877, 1834 a 1482 prvkov; v poznámke k článku uvádzajú, 
že s použitím nového, doteraz neuverejneného zoznamu 2669 reducibilných konfigurácií 
[8] možno mohutnost nevyhnutnej množiny zmensiť až na 1405. (Čitatel zaiste prepáči, 
že nevyhnutnú množinu reducibilných konfigurácií tu nereprodukujeme. Prezradíme 
len, že obsahuje všetky konfigurácie z obr. 6.) Je pravděpodobné, že tento počet možno 
ešte ďalej znižovať, nezdá sa však možné, že by toto zníženie mohlo byť výraznejšie 
(napr. že by bolo možné zostrojiť nevyhnutnú množinu okolo sto reducibilných konfi
gurácií). 

Osobitnou kapitolou vyriešenia problému štyroch farieb bola previerka reducibility 
konfigurácií. Aby ju autoři ulahčili (no aj z iných dóvodov), postavili si zásadu (a poda
řilo sa im ju dodržať), že všetky konfigurácie z nevyhnutnej množiny musia mať rád 14 
alebo menší. Pri kontrole reducibility konfigurácií rádu ^ 10 sa autoři opierali o tabulky 
reducibilných konfigurácií zostavené ALLAIROM a SWARTOM [1], Reducibilitu konfi
gurácií rádu 11 až 14 preverovali pomocou počítača — postupné použili tri rózne počí
tače firmy IBM: 360-75, 370-158 a 370-168. Příslušné programy vypracoval KOCH 
v spolupráci s APPELOM a HAKENOM. Výpočty spotřebovali asi 1200 hodin strojového 
času. Příprava metod a programu trvala tri a pol roka a ďalŠí polrok trvala práca s po-
čítačmi. Celá práca bola úspěšné zakončená 21. juna 1976, v deň 48. narodenín prof. 
Hakena. 

Preskúšanie D-reducibility konfigurácií vzhladom na dobré rozpracovanie metody 
nebolo po teoretickej stránke příliš složité, bolo však náročné na strojový čas. Tento 
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Obr. 9. Nevyhnutná množina 25 konfigurácií 

fakt nás nepřekvapí, ak si uvědomíme, že pri konfigurácii rádu n existuje [6] 

j(3»-* + 3(~l)" + 2) 

podstatné róznych zafarbení vrcholov obvodového w-uholníka, neMadiac na ostatné 
(vnútorné) vrcholy konfigurácie a nutnosť skúšať možnost' přeměny „zlých" (bad) zafar
bení na „dobré" (good colorations) pomocou aparátu odpovedajúceho Kempeho reťaz-
cotn. Naproti tomu previerka C-reducibility zabrala spravidla kratší čas, autoři sa vsak 
obmedzili len na určitý typ reducérov. Stávalo sa, že počítač nepotvrdil reducibilitu 
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konfigurácie buďpre obmedzený vyber redukčných metod, alebo pre obmedzený strojový 
čas (ak pri previerke jednej konfigurácie spotřeboval počítač IBM 370-158 90 minut 
alebo počítač IBM 370-168 30 minut). V tomto případe autoři změnili vybíjací předpis 
tak, aby sa v takejto konfigurácii nemohli vyskytnúť náboje kladných hodnot. 

Otvorenou ostává otázka, do akej miery možno uvedený dokaž zlepsiť: či možno 
zjednodušit' proces vybíjania, zmenšiť mohutnost' nevyhnutnej množiny, znížiť maxi-
nálny rád 14 pre použité konfigurácie (vieme už, že viac ako na 12 tento rád znížiť ne
možno), zjednodušit' činnost' vykonávánu ručně i počítačmi. Dá sa očakávať, že v naj-
bližších rokoch výskům prinesie v tomto směre zaujímavé poznatky. 

11. Význam vyriešenia problému štyroch farieb pře matematiku 

Dnes eŠte ťažko možno zhodnotit' přínos vyriešenia problému štyroch farieb pre ďalší 
rozvoj matematiky. Predsa však na tuto tému urobíme niekolko poznámok. 

Problém štyroch farieb spolu s FERMATOVOU hypotézou boli pravděpodobné najzná-
mejŠími nevyriešenými matematickými problémami. Vzhladom na mimoriadny záujem 
a početné pokusy expertov i laikov bolo velmi želatelné, aby táto překážka bola zdolaná. 
Vyriešenie problému znamená vyplnenie nepríjemnej medzery vo výstavbě teorie grafov 
a topologie. Bolo známých vela problémov ekvivalentných s problémom štyroch farieb 
a vela hypotéz, ktorých pravdivost' závisela od správnosti hypotézy o štyroch farbách. 

Na ukázku uveďme zovšeobecnenie problému farbenia stien na uzavřete orientovatel-
né plochy Sg rodu g (kde g je celé nezáporné číslo). Takáto plocha, volné povedané, 
vznikne z gulovej plochy přidáním g rúčok, podobné ako sa pridávajú ucha na hrncoch. 
Plocha S0 je gulová plocha, plocha St je torus (nazývaný tiež prstenec alebo anuloid) — 
móžeme si ju představit' v tvare pneumatiky (bez ventilu) a pod. Vzniká otázka, aký 
najmenší počet x(Sg) farieb je potřebný na regulárně zafarbenie štátov každej mapy 
(stien každého grafu) nakreslenej na ploché Sg. Pomocou tzv. stereografickej projekcie 
možno (zo „severného póluťfc) premietnuť mapu z gulovej plochy na rovinu a ihneď 
vidieť, že problém farbenia Štátov na gulovej ploché a na rovině je ekvivalentný. Pře 
plochy Sg s kladným rodom g sa podařilo G. RINGELOVI a J. W. T. YOUNGSOVI r. 1968 
dokázať, že 

x W . , | W 0 + 4Wj, 

čo předpokládala HEAWOODOVA hypotéza Z r. 1890 (hranatá zátvorka označuje celu 
časť čísla). Pre g — 1 dostáváme výsledok, dokázaný už Heawoodom, podlá ktorého 
minimálny počet farieb potřebný na regulárně zafarbenie štátov každej mapy na toruse 
je 7. Pre g — 0 uvedený vzťah dává %(S0) = 4 , čo sa však podařilo dokázať až teraz 
vo formě teorémy o štyroch farbách. 

Možno vyslovit' obdiv rozhodnutiu APPELA a HAKENA, že sa podujali spolu s KOCHOM 
na vyčerpávajúcu štvorročnú prácu, ktorej výsledok mohol byť nulový. Hrozila totiž 
nieleri možnosť, že hypotéza o štyroch farbách neplatí (t. j . že existuje kontrapríklad — 
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mapa, ktorej státy nemožno regulárně zafarbiť štyrmi farbami), ale aj ďalšia nepříjemná 
možnosť, že hypotéza sice platí (t. j . neexistuje kontrapríklad), ale nemožno ju dokázať 
(t. j . neexistuje dókaz s konečným počtom krokov) — teda, že hypotéza je nerozhodnu-
telná. Do třetice, bolo možné, že hypotéza je dokazatelná, ale jej dokaž je tak dlhý 
alebo komplikovaný, že ho s použitím súčasných metod nemožno v reálnom čase 
zostrojiť. Riešitelia problému si boli vědomí týchto možností; úvahy pravdepodobnost-
ného charakteru ich však viedli k presvedčeniu, že žiaden z týchto nepriaznivých prí-
padov nenastane. O oprávněnosti ich predpokladov svědčí aj ich úspěšný odhad, že 
pre dókaz hypotézy bude stačiť použitie konfigurácií rádov ^ 14. 

Azda za najvýznamnejŠí přínos vyriešenia problému štyroch farieb pre matematiku 
možno považovať fakt, že poskytlo jej velmi presvedčujúci příklad tvrdenia, ktorého 
dókaz je mimoriadne náročný z hladiska výpočtovej zložitosti a sotva by mohol byť 
realizovaný bez použitia počítačov (výřečný je aj fakt, že podrobnosti dókazu autoři 
museli vložiť do dodatku vo formě mikrofilmu). Zdá sa, že si pracovníci v matematickom 
výskume dnes už začínajú uvědomovat', že prichádza čas, keď sa počítač stává význam
ným pomocníkom matematika i v procese dokazovania matematických teorém. 
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