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Velka postava Gyorgye Polyi s
[ 8

BUOAPEST. 413888

Jean-Pierre Kahane (Francie)*)

Gyorgy Pélya**) se narodil v Budapesti dne 13. prosince 1887. Je tomu néco m4dlo
pres 100 let. Zemftel na Stanfordové univerzité v prosinci 1985, pred necelymi tfemi lety.
Tato dve data vymezuji mimotfddné plny Zivot a monumentdlni dilo.

Je zcela pfirozené si tento Zivot a toto dilo pfipomenout zde v Budapesti na 6. mezi-
ndrodnim kongresu o vyuCovdni matematice. Nejprve proto, Ze Pélya je jednim z kory-
fejt madarské matematické $koly, kterd tak mnoho pfinesla svétu ve 20. stoleti. Ddle
proto, Ze Polya se podrobné a do hloubky zajimal o vyuovdni matematice a Ze na vefej-
nosti je je§t€ zndm¢jsi pro své dilo pedagogické neZ pro matematické.

Vsichni pfitomni pfimo ¢&i nepfimo znaji néjakou &dst Pdlyova dila. Néktefi znaji
Pdlyu osobné. Mnozi si vzpominaji na poctu, které se mu dostalo v roce 1972 na druhém
mezindrodnim kongresu o vyuovani matematiky v Exeteru. V roce 1980 byl v Berkeley
destnym predsedou ¢tvrtého kongresu. Jiz dlouho je Pélya legenddrni postavou a témé¥
koincidence vyrodi jeho smrti a stého vyro&i narozeni tuto legendu oZivila a vynesla
na svét nové dokumenty. Byly prdvé publikovdny v Bulletinu Londynské matematické
spole¢nosti (1987). V Bulletinu vy3el také znamenity nekrolog Geralda L. Alexandersona
a Lestera H. Langeho, pfispévky k riznym aspekttiim Pélyova dila, které napsali Kai
Lai Chung, Ralph D. Boas, D. H. Lehmer, Doris Schattschneider, Ronald C. Read,
Menahem M. Schiffer a Alan H. Schoenfeld, a také dodnes nejuplnéjsi seznam jeho praci.
V3echny jeho hlavni préce jsou ostatné dobie dostupné. Jeho knihy jsou ve vSech knihov-
néch. Nejpopuldrn&jsi z nich, How to solve it (1945), byla vydéna v 17 jazycich a ve vice
neZ miliénu vytiskd. Hlavni ¢ldnky jsou sebrdny ve &tyfech svazcich Collected Papers
(1974 —1984). Pélya je obdivuhodny védecky autor, ktery znd viechny registry psaného
jazyka: pro odborniky dovede psdt velmi hutng, ale dobfe vi, kdy je tfeba postupovat
pomalu. Dovede psdt kiistdlove jasné, ale dovede sviij vyklad také opatfit jiskfivymi
piikrasami a vtipem. Mdm za to, Ze ovlddd viechny jazykové prostfedky madarsitiny,
némdiny, kterou hlavn& pouzival aZ do roku 1940, a anglitiny, kterd se potom stala
jeho pfijatym jazykem. To, co napsal francouzsky ve $vycarském Casopisu L’Enseigne-
ment mathématique (poznamendvdm, Ze to byl v té dobg stejn& jako dnes oficidlni orgdn
Mezindrodni komise pro vyu€ovdni matematice ICMI) nebo v Comptes Rendus Aka-
demie véd, je jedind fada perel: jasn& a hutné jsou zde feCeny hlavni myslenky, které
ddle rozviji ve svych pozdé&jsich pracich.

*) Projev prezidenta ICME na 6. kongresu o vyudovani matematice v Budapesti
**) Polya — &ti Pdja (pozn. prekl.).

JEAN-PIERRE KAHANE: La grande figure de Georges Pdlya. L’adresse du président. Proceedings
of ICME-6 (1988), 79—97. PteloZil OTAKAR JAROCH.
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Mezi vdmi je mnoho téch, ktefi méli moZnost se sezndmit s Polyovymi myslenkami
ve své matefsting. Mij ukol je apriorné o to obtiZngjsi. Jestlize Pélyu uZ zndte, co vim
o ném feknu? Po pravde je viak ldtka tak bohatd, Ze staéi oteviit a znovu otevfit
Pdlyovo dilo, abychom nasli néco nového. Jestlize vim tedy nic nového nefeknu, bude
to jen a jen moje chyba.

Aby riziko bylo co nejmensi, budu nejprve mluvit o PSlyové Zivoté a jeho velkych
etapdch: Budapest, Curych, Stanford. O jeho osobnosti a celoZivotnim pidtelstvi s Gdbo-
rem Szegd. O vlivech, kterym byl vystaven, a o vlivu, ktery mél sdim. O jeho zdjmech
a o smérech, kterymi se nesly jeho v€decké prdce. Pak vim nabidnu krdtky slovnik
matematickych termind, které nesou Pdlyovo jméno: Pélyova kiivka, PSlyova funkce,
Pélyova indikatrix, Pélyova hustota, POlyovy-Schurovy funkce, Pélyova-Szegého
dimenze, Pdlyova ,,ndhodnd prochdzka‘, Pélyova teorie, nemluvé o celé fadé vét, které
jsou po Polyovi pojmenovdny. A nakonec chci ilustrovat a komentovat nékteré jeho
myslenky o heuristice, o pfijatelném uvaZovdni a v§eobecn& o vyufovdni matematice.

Od svého mlddi Zil Pélya v ovzdusi intelektudlniho zdpalu. Jeho otec byl jako pravnik
zaméstndn u pojistovaci spolecnosti, byl to vSak také ekonom, spisovatel, piekladatel,
lingvista. Klasickym se stal jeho pieklad dila Adama Smithe, Bohatstvi ndrodi (Wealth
of Nations). Jeho star§i bratr se zajimal o matematiku, ale stal se nakonec chirurgem
a univerzitnim profesorem. Jeho matka pochdzela ze &tvrti Buda ze staré rodiny, ve
které se udrZovala velkd kulturni tradice.

Pdlyovi bylo 10 let, kdyZ jeho otec zemfel a zanechal pt sirotkd. Jeho starsi sestry
zacaly pracovat v téZe pojistovné jako otec, zatimco on sdm studoval na lyceu moderni
i klasické jazyky. Pozdéji se pak stdvalo, Ze Pélya citoval v origindlu Homéra, Vergilia
nebo Danta. Heinovy verSe pieklddal do madarstiny jiZ na lyceu. Matka ho vedla k po-
voldni otcovu, a proto se po ukonceni lycea zapsal na univerzitu, aby studoval prdva.
Jeho prévnickd studia viak netrvala déle neZ jeden semestr. Studium prév bylo pro né¢ho
nudné, kdyzZ existovalo tolik jinych zajimavych véci. Dal se na studium literatury a po
dvou letech mél kvalifkaci vyuovat latinu a madarstinu. PokraCoval ve studiu filozofie
a musil si zapsat pfedndsky z fyziky a z matematiky, jak bylo tenkrdt pravidlem. Profe-
sorem fyziky byl slavny Lordnd Eotvds a profesorem matematiky mlady Lip6t Fejér.
Pélya podlehl kouzlu Fejérovy osobnosti a stal se matematikem.

Pozdé&ji to riizné vysvétloval. Ve svych 90 letech mél rdd vtipné odpovédi a pii jednom
rozhovoru s Alexandersonem neodolal pokuseni: ,,nepoklédal jsem se za dost dobrého
pro fyziku a byl jsem pfili§ dobry pro filozofii: matematika byla uprostied*‘. Ale pfi
jinych prileZitostech (1961, 1969), kdyZ se sdm ptd, pro& ve 20. stoleti dalo Madarsko
svétu tolik vynikajicich matematikil, uvddi faktory méné osobni a mnohem zdvaZnéjsi:
kvalita vyuCovdni matematice na lyceu, jeho provdzdni na matematicky vyzkum pfes
Matematické listy (Matematikai Lapok, madarsky Gasopis pro dobré studenty lycea,
ktery publikoval tlohy zaddvané nejlepSimi matematiky) a osobni role Fejérova, jehoZ
zaujeti pro vyklad, vyménu ndzorli a vyuovani nakonec pieflo na Pdlyu.

Je pozoruhodné, 7e u Polyi §lo zaujeti pro matematiku ruku v ruce se zdjmem o vSech-
ny svétové problémy. Na univerzité byl jednim ze zakladatelti krouzku Galileo Galilea,
jehoZz samotné jméno bylo za vlddy Habsburk revolu¢nim symbolem. Tehdy se ostatné
Pélya zajimal take o Ernsta Macha — nejslavnéjSiho predstavitele empiriokriticismu —
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a to vice neZ o ndzor jeho odptrce, kterym byl Vladimir 11ji¢ Lenin. Po cely sviij zivot
se Zivé zajimal o demokratické procedury: pomérné zastoupeni, jehoZ vynikajici mate-
matickou teorii predklddd (1919), nebo zplsob volby prezidenta Spojenych stdtd, ktery
podrobuje zdrcujici kritice (1961). Za vélky v roce 1914 byl jiz usazen v Curychu a pfi-
pojil se k Russelovu pacifismu. Starost o svétovy mir byla jedna z poslednich mySlenek,
kterou nedlouho pfed svou smrti vyjdd¥il tim, Ze podepsal mezindrodni vyzvu matema-
tiklt k zmrazeni jadernych zbrani (mimochodem feeno, vyzvu podepsal také profesor
A. Csdszér a jé sém).

Pieme rok 1910 a Gyoérgy Polya je matematikem. ZdrZuje se jeden rok ve Vidni,
odkud se vraci do Budapesti, aby obhdjil svou disertaci o interpretaci pravdépodobnosti
jako objemu nebo podilu objemt v n-dimenziondlnim prostoru. Nésleduje dlouhy pobyt
v Géttingen, kde tenkrdt piisobili Klein, Hilbert, Runge, Landau, Weyl, Hecke, Courant
a Toeplitz. Po ndv§tévé PafiZe se nakonec na Hurwitzovo pozvéni usazuje na vysoké
gkole technické (Eidgendssische Technische Hochschule) v Curychu. Hurwitz zemfel
v roce 1919 a byl to potom Pélya, kdo redigoval jeho spisy. P6lya jmenuje Hurwitze
na prvinim misté mezi matematiky, ktefi na n¢ho méli vliv. Od Hurwitze jsou zejména
také nékteré ulohy ze zndmé knihy Pélya-Szeg6: Aufgaben und Lehrsdize aus der Ana-
lysis (Ulohy a véty z analyzy).

Je na Case hovotit o Gdborovi Szeg6. Je o sedm let mladsi nez Pdlya. Kdyz se spolu
v Budapesti po prvé setkali, vyhrdl prdvé Szegd E6tvosovu soutéZ a Polya obhdjil dokto-
rdt. Od té doby nelze jejich Zivoty navzdjem od sebe oddélit. Ve svém prvnim ¢linku
vyiesil Szego jeden Polytiv problém. Potom spoleéné pracuji na ,,bibli*‘ n€kolika generaci
analytik(i, na zndmé knize uloh Pélya-Szegs, kterd vysla v roce 1925. To vidy byla
Pélyova oblibend kniha a stoji za to si poslechnout, co o ni pfed nékolika lety rekl
v pfedmluvé k vydani Szegéovych spisii:

,»»Byl to bdjecny cas. Pracovali jsme s nadSenim a soustiedéné. Méli jsme podobné
pozadi. Jako v§ichni mladi madarsti matematici 1é doby jsme byli pod vlivem Leopolda
Fejéra. Oba jsme byli ¢tendri tého¥ dobre vedeného madarského matematického ¢aso-
pisu pro stredoSkolské studenty, ve kterém se klcdl diraz na reseni uiloh. Zajimali jsme
se o stejny typ otdzek ve stejné oblasti, avSak jeden z nds znal vice v tcmto oboru, druhy
v jiném. Byla to krdsnd spoluprdce. Kniha Pélya-Szego je vysledkem nasi spoluprdce
a je mou nejlepsi knihou a také nejlepsi knihou Gdbora Szegé.

Tato formulace je paradoxni: ani mnohotvdrné Pélyovo dilo, ani hluboky vliv, ktery
m¢l Szegé na moderni analyzu, nelze redukovat na knihu Pdlya-Szego. Ale je pravda,
Ze to je ptikladnd kniha, kterd predstavuje souhrn tehdejSich znalosti ve zcela ptivodnim
zpracovdni formou na sebe navazujicich problémi. Dnes i v dohledné budoucnosti
zustane vyznamnou klasickou matematickou knihou.

Spoluprédce se Szegdm tim nekon¢i. Zatimco Polya buduje svoji kariéru v Curychu,
usazuje se Szegd v N&€mecku, v Berliné a potom v Krédlovci. Rasové prondsledovéni
vSak pfinutilo Szegého k emigraci do Ameriky, kde naSel uplatnéni na Stanfordové
univerzit€. V roce 1940 prchd také Polya z vdlené a zfaSizované Evropy. Szegd, ktery
v té dob& vede katedru matematiky na Stanfordové univerzité, jej pozve, aby k nému
piiSel. Pro Polyu je to zaddtek nové Kariéry. Vyjaddifenim spoluprdce se Szegdm je nékolik
spolenych ¢ldnkid. Na Stanfordoveé univerzité vyustila jejich spolupréce v nové knize,
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vydané v roce 1951: Izoperimetrické nerovnosti v matematické fyzice. Jejich pratelstvi
se stalo legendou. I kdyZ jsou jiz oba na odpoginku, chodi se na Stanfordov& univerzitd
stdle na ndvstévu k Polyim a k Szegéovym. Szegd umird jako prvni dne 7. srpna 1985,
a Pdlya o mé&sic pozdé€ji. Na Stanfordové univerzit€ zlstdvd jeho celoZivotni druZka,
pani Stella Pélyovd, které odtud posildm i jménem kongresu uctivé a srdeéné pozdravy.

Nezminil jsem se jeSt€ o svazcich, které spojuji Pdlyu s Anglii. Hardy jej tam pozval
v roce 1924 a Pdlya strdvil jeden rok v Oxfordu a potom v Cambridge. Tam se sezndmil
s Littlewoodem a Inghamem. Zacala spoluprdce mezi Hardym, Littlewoodem a Pélyou,
kterd vedla k jiné krdsné knize, Inequalities, vydané v roce 1934. Hardy byl vyjimednd
a podmanivd osobnost. Byl to Cisty matematik par excellence a takovd byla také jeho
reakce na tradi¢ni hegemonii aplikované matematiky v Anglii. Na P6lyu pusobilo kouzlo
Hardyho osobnosti. Sdm byl také Cisty matematik — dostdval sice nejvétsi Cdst své
inspirace z matematiky jiz vytvofené, ale odmital pfi tom jakdkoliv omezeni kromé
téch, kterd by si uloZil sdim. Na rozdil od Hardyho byl Pdlya &isty matematik pfistupny
aplikacim a vyhleddval inspiraci ve vn&jSim sv&té.

O jeho politickych zdjmech jsem se jiZ zminil. Uvedu je§té tfi jiné priklady: ndhodnd
prochdzka, struktura organickych molekul a kmitdni membrdn.

Néhodnd prochdzka (random walk, promenade au hasard, Irrfahrt) je pojem, ktery
zavedl Polya, a za okamzik se k nému vrdtime. Pdlya fikd, Ze dostal tento ndpad, kdyz
neocekdvané dvakrdt za sebou potkal jednoho ze svych studentli v ddmské spoleCnosti.
Trochu ho to uvedlo do rozpakli. Ale namisto toho, aby na setkdni zapomné¢l, vy-
konstruoval model ndhodnych setkdni, ktery se stal zdkladem toho, ¢emu se dnes Fikd
rekurence nebo transience.

V Curychu se Polya stykal s kolegy z jinych oborti a vyuoval matematiku velmi
riiznorodym studentiim: chemikiim, architektlim, inZenyram. Problém izomer® v orga-
nické chemii (tj. molekul, které jsou sloZeny z t&chZe atomil, avsak riiznd uspofddanych)
je otdzkou matematickou a Pélya jako prvni navrhl model a ptedlozil feSeni. Zde je
poddtek Pdlyovy kombinatorické teorie.

Na Stanfordové univerzit€ se Polya a Szeg6 znovu vraceli k problémidm hmotného
svéta a ke vztahtim mezi fyzikou a geometrii. U problému kmitdni membrén, torzniho
odporu a i u jinych otdzek jde o to, ,,odhadnout fyzikdlni veliiny z udajii geometric-
kych, odhadnout to, co je nejméné pristupné, na zdkladé Gdaji piistupnéjSich‘ —
cituji z predmluvy jejich knihy Izoperimetrické nerovnosti. Matematickd analyza,
pouZitd na jiz prozkoumané fyzikdlni modely, je privilegovanym prostfedkem k tomu,
abychom pronikli do podstaty véci.

V nekonedné slozitosti hmotného svéta tak Pélya otevird nové cesty (,,ndhodnd pro-
chdzka“, kombinatorika konfiguraci) a hloubi nové brazdy (extrémdlni ulohy, nerov-
nosti izoperimetrického typu).

Otevienost k vn&j§imu svétu se vSak nezastavuje jen u svéta hmotného. Vidéli jsme,
7e Pélya vykondval povoldni ugitele jests diive, neZ se stal matematikem. Matematika
je pro n&ho neoddélitelné predmétem zkoumdni i pfedmétem vyuCovdni. V Curychu
ho vyuka inZenyri pfivddi k ivahdm o pedagogickych metoddch, které pozdgji rozpracu-
je jako vérohodné uvaZovdni. Jinak fedeno: jak presv&déit, aniz bychom dokazovali.
A v téZe souvislosti: jak matematik sdm sebe pfesvédéuje o pravdivosti néjakého tvrzeni
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d¥ive, ne? je dokdZe ? Jakd je u matematickych objevi role pozorovéni, dohadu a veri-
fikace ? Na Stanfordov€ univerzité se vénuje heuristice, jejiz otcovstvi pfizndvd velkému
Eulerovi. Jaky je nakonec samotny cil vyucovdni? Podle Pdlyi je timto cilem naudit
Zaka, aby samostatn€ myslel. SpiSe neZ ldtku predndset, je lépe ji rozd€lit na diléi problé-
my, které by Zak sdm fesil. Tyto problémy jsou #lohy k FeSeni a tvrzeni, kterd je tieba
dokdzat. RozloZeni na diléi problémy, to je prdvé sdm projekt knihy Pdlya-Szego:
Aufgaben ... Ale podle Polyi sem také patfi Descartliv program Regulae ad directionem
ingenii, ktery oznacuje jako klasickou prdci o logice objevovdni. A kone¢né i projekt
Eukleidiiv, pokud jeho teorémy v piivodnim smyslu nejsou nic jiného neZ tvrzeni, kterd
je tieba dokdzat. O téchto otdzkdch pojedndvd vtSina praci, které Pdlya piSe na Stan-
fordové univerzitd: How to solve it (1945, Mathematics and plausible reasoning
(1954), Mathematical Discovery (162). Vrétim se k nim v posledni &dsti svého projevu-
(Jejich ruské pieklady jsou [14], [15], [16] — Pozn. piekl.)

Pélya nikdy nepfestane vyulovat. Kombinatoriku predndsel, jest€ kdyz mu bylo
90 let. Za své dlouhé kariéry napsal sedm vyznamnych spisit a vice neZ 250 ¢lanki.
Abych se vrdtil k jeho ptsobeni v Curychu — tam pracoval hlavné v téchto oborech:
polet pravd¢podobnosti, zejména centrélni limitni v&ty (Zentraler Grenzwertsatz —
terminologie pochdzi od n¢ho) a ,,ndhodnd prochdzka*; speciélni funkce; uréité integrd-
ly; nuly mnoho¢lent a celych funkci; teorie aproximace; algebraické rovnice; singularity
a aritmetické vlastnosti analytickych funkci; Taylorovy a Dirichletovy fady, fady laku-
ndrni; celé funkce exponenciélniho typu a Fourierovy integrédly; linedrni funkciondly
na prostorech funkci; numerické nerovnosti; bilinedrni formy; kapacity a dimenze,
teorie potencidlu; konvexni télesa; kombinatorické problémy; tvahy o heuristice
a vyulovdni. PrevdZné o t€chto tématech pojedndvd 150 ¢ldnkii z tohoto obdobi.

Nebude mozné si udé€lat pfedstavu tohoto bohatstvi. NeZ vém z ného pfedloZim
vybér ve tvaru malého slovniCku, cht€l bych uvést citaci. Pélya mél vyznamny vliv na
mnoho matematikd mé generace (napfiklad pro mne byl v letech 1950 jiz legenddrni
postavou), N. G. de Bruijn, citovany Alexandersonem, popisuje Polytv vliv t€émito
slovy:

,»Snad vice nez kterykoli jiny matematik ovlivnil mou prdci v matematice prdvé
Gydrgy Pdlya. Teplo jeho osobnosti vyzafuje celym jeho dilem. Podivuhodny vkus,
kfistdlové Cistd metodologie, jednoduché prostredky, uzasné vysledky. Kdyby mne
nékdo vyzval, abych jmenoval jednoho a jen jednoho matematika, kterym bych jd
sdm chtél nejradéji byt, okamZzité odpoviddm: Pélya.*

Maly slovnifek, ktery ndsleduje, nemtize ani zdaleka docenit Pélyovo dilo. Zastavil
jsem se u toho, cc Ize nejsnadnéji vylozit. Jde tedy o velmi povrchni vybér, ktery je tieba
doplnit seriézn&j¥im rozborem, o kterém viak jiZ byla fe¢ (komentdie v Collected
Papers, 1974—1984; zprdva v Bulletinu Londynské matematické spoleSnosti, 1987).

Pélyova kfivka (1913) je varianta Peanovy k¥ivky, kterd zapliiuje pravouhly trojihel-
nik. Vychdzime z pravouhlého trojuhelniku, vyskou jej rozd€lime na trojihelniky dva,
které jsou podobné vychozimu trojihelniku a které oznadime 0 a 1. Na obou trojihel-
nicich operaci opakujeme a dostdvdme ¢tyfi nové trojuhelniky 00, 01, 10, 11. Stejnym
zpusobem pokraujeme: vznikaji trojihelniky stdle mensi a mensi, av§ak podobné vy-

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro&nik 35 (1990), &. 4 181



chozimu trojuhelniku. KaZdd nekone¢nd posloupnost nul a jedni¢ek odpovidd do sebe
vloZenym trojihelniktim, jejichZ prinik se redukuje na jediny bod. Timto zpiisobem
kaZdému dislu t € <0, 1>, zapsanému ve dvojkové soustav€, cdpovidd v trojihelniku
bod a kazdym bodem trojihelniku také projdeme, kdyZ proménnd ¢ projde intervalem
<0, 1>.

V pfipadg, Ze vychozi pravouhly trojihelnik je rovnoramenny, jde o konstrukci Cesa=
rovu (1905), kterou nezdvisle objevili Paul Lévy a W. Sierpifiski. V tomto pfipadé jsou
v kterékoli etapé déleni v§echny malé trojihelniky shodné a to md zajimavé disledky,
kdyz porovndme hodnoty ¢ a jejich obrazy. VétSina bodd jsou body prosté, ale vyskytuji
se téZ body dvojndsobné a &ty¥ndsobné.

Pdlya ukazuje, Ze ostry thel o v pravotithlém trojthelniku lze volit tak, aby ndsobnost
bodu byla nejvyse 3. Z pozdé&jsi doby je zndmo, Ze v kazdém spojitém zobrazeni z R™
na R™*? se vyskytuji body ndsobnosti p + 2 (Hurewicz 1939).

Také si v§imd toho, Ze vychdzime-li z pravothlého trojihelniku, jehoZ pfepona md
n
k
jejichZz prepony maji délku (cos a)"~* (sin ). Pokradujme v této uvaze ddle. Je-li
7/6 < a < m[4, pak délky prepon klesaji pomaleji nez 27" (délka dyadickych interval
v n-tém kroku) a odtud plyne, Ze funkce f' (t), kterou je Polyova kfivka parametrizovdna,
nemd nikde derivaci. Je-li n/12 < a« < n/6, pak md v&Sina pfepon délku klesajici
pomaleji neZ 27", ale n€které klesaji rychleji: funkce f(¢) neni diferencovatelnd skoro
viude, avSak na nespocetné mnoziné md nulovou derivaci. Pro a < n/12 m4d vétSina
pfepon délku, kterd se zmensuje rychleji nez 27" a funkce f(¢) md skoro viude derivaci
rovinou nule. Rozbor vSech té€chto pfipadt s podrobnymi dikazy provedl Peter Lax
(1973). |

Ve skutednosti viak pfirozenym parametrem POSlyovy k¥ivky neni 1, nybrZ s, coZ je
dvojndsobek obsahu prob&hnuté oblasti, ktery se méni od 0 do 1, kdyZ ¢t probihd in-
terval <0, 1) (obr. 1).*) Je-li F(s) obraz argumentu s, snadno ov&fime, 7¢ F nemd nikde
derivaci, a také Ze ‘

(#) [F(s) = )" = |s = 1]

Ukazme jesté pouZziti Pélyovy kfivky na problém, ktery v podstaté pfedlozil S. Kaku-
tani. Ddn je pravothly trojihelnik s odvésnami a, b a libovolny podet bodit v tomto troj-
thelniku. Dokazte, Ze body My, M, ..., M, lze odislovat tak, Ze

jednotkovou délku a thel o % n/4, pak pfi n-tém kroku vznikne trojuhelniki,

n—1

Y |MuM,.1|* < a® + b,

m=1

Odpovéd: Podle (4) stati v typickém pfipad& (a = cos a, b = sin «) oCislovat body
v pofadi, v jakém se vyskytuji na P6élyov€ kfivce. Variantou tohoto problému je uvaZovat
obdélnik o strandch a, b, libovolny pocet bodii v obdélniku, a dokdzat, Ze body M,,

*) Dvojnasobek obsahu vychoziho trojihelnika (obr. 1) je sin« cos «. Chceme-li, aby platilo
t=1=>s5=1, je snad lépe zavést s jako dvojnasobek obsahu prob&hnuté oblasti d€leny &islem
sin a cos . — Pozn. prekl.
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My, ..., M,_;; M, = M, lze ocislovat tak, Ze
n—1

S (MM, 1[? < 2(a® + b?).
m=0
Piivodng byl tente problém zaddn pro &tverec (a = b) a Fesi se pomoci k¥ivky Cesarovy.

Polyovy funkce (1949) jsou funkce f(x), x € R, které jsou kladné, sudé, konvexni
na polopfimce x = 0 a maji nulové limity f(+00) = f(—o0) = 0. PFedstavuji velmi
uZitetnou t¥idu charakteristickych funkci v teorii pravd&podobnosti (obr.2). Snadno se
to ukdZe, uvaZujeme-li extrémdlni Pélyovy funkce, coZ jsou funkce zndzornéné rovno-
ramennymi trojihelniky.

T
Obr. 2.
‘ il
1/2 1
N4 ,
+ + 4 S >
0 sin®a 1 A4
Obr. 1. Obr. 3.

Pélyova indikatrix (1922) celé funkce exponencidlniho typu f(z) je funkce

i
h(p) = lim sup Inf(re®) .

r—>wo r
Je to opérnd funkce uzaviené, omezené a konvexni oblasti, kterd je Pdlyovym diagra-
mem funkece f(z), srv. obr. 3. Napiiklad Pélyiv diagram funkce f(z) = e je {a} a kon-
jugovany diagram funkce f(z) = Y ¢, exp (a,z) je nejmensi konvexni oblast, kterd
obsahuje body a,. Celé funkce exponencidlniho typu maji velky vyznam ve Fourierové
analyze (véta Paleyova-Wienerova 1934, véta Plancherelova-Pélyova 1937), a tento
pojem zavedl P6lya v roce 1919.

Pélyovy-Schurovy funkce (1914) jsou funkce komplexni prom&nné, které lze v okoli
pocdtku aproximovat mnoho¢leny s redlnymi kofeny. Nutné to jsou celé funkce expo-
nencidlniho typu ndsobené Gaussovou funkci. P6lyovy prdce o redlnych kofenech maji
své diisledky v teorii fdzovych pfechodd, jak to ukazuje Marc Kac ve svém komentdfi
k Sebranym pracim (Collected Papers, svazek II).
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Dvéma perlami jsou Pdlyovy véty o funkcich, jejichZ funkéni hodnoty pro celé argu-
menty jsou celd &isla (1915, 1920). Nejmensi celd transcendentni funkce, kterd zobrazi
"N do Z, je f(z) = 2* a nejmensi celd transcendentni funkce, kterd zobrazi Z do Z je

- 5[5

Hustota posloupnosti kladnych &isel (4,) je definovdna jako limita lim (n/4,) pro
n — o0, pokud tato limita existuje. Pélyova maximdlni hustota kladné posloupnosti A
je infmum hustot v8ech posloupnosti, které maji hustotu a obsahuji A. Pélya ukazuje,
Ze infima je dosaZeno a 7e maximdlni hustota md vyznam v souvislosti s rozloZenim
singularit Dirichletovych fad s exponenty 4, tedy fad Y a, exp (— 4,s). Nejjednodussim
vysledkem je, Ze je-li hustota nulovd, pak je Dirichletova fada konvergentni v poloroving
(je to zobecnéni jedné Fabryho véty), ale Ze tomu tak nezbytn€ neni, je-li maximdlni
hustota kladnd (D > 0). V tomto pfipad& vSak lezi na ka?dém uzavieném intervalu
o délce D na pfimce konvergence jeden singuldrni bod (1923, 1927, 1939, 1942).%)

Kapacitni dimenze Pdlyova-Szegéova (1931) je pojeti dimenze, kterd na rozdil od
dimenze Minkowského, Bouligandovy nebo Hausdorffovy se nezaklddd na geometric-
kych tvahdch, nybrZ na teorii potencidlu. Zajimavym zptsobem se zavddi ve Fourierové
analyze: kapacitni dimenze kompaktu K < R" je 4, jestlize pro kaZdé a < é md K miru
i # 0, jejiz Fourierova transformace A(u) patfi do prostoru I*(R", du/(1 + [u])"~%),
a jestlize tomu tak neni pro 7ddné « > ¢. Hlavnim vysledkem Frostmanovy disertace
(1934) je, Zze dimenze Hausdorffova a P6lyova-Szegbova jsou si rovny.

Pélyova ndhodnd prochdzka (1921,1938), o které jiZ byla feg, je proces nesmirng jedno-
duchy: neustdle a zcela ndhodné skd€eme z jednoho bodu v Z" do n€kterého bodu sou-
sedniho, aniZ bychom preferovali néktery smér. Otdzka zni: dostaneme se skoro jisté
do pfedem uréeného bodu? Odpovéd je zdpornd pro n = 3 a kladnd pro n = 1 nebo
n = 2. Jak Zertovné fikd Pélya, ve dvojrozmérném prostoru je pravda, Ze viechny cesty
vedou do Rima.

Pélyova teorie v kombinatorice umoZzituje pomoci generujicich funkci vice promén-
nych stanovit podet konfiguraci, které dostaneme, kdy? dané pfedméty umistujeme do
vrcholtt daného mnohosténu. V chemii se tato metoda stéle pouZivd pii uréovdni poétu
izomert. Jeji prvni vyklad, a to jeden z nejlepSich, je na dvou strdnkdch v Comptes-
Rendus (1935). Posledni PSlytv vyklad je v knize Pdlya-Tarjan-Woods z roku 1983.
Naptiklad se ukazuje, Ze maximdlni pocet alifatickych alkoholtt C,H,, . ;OH je postupné
roven 1,2, 4,8,17,39 pron = 2, 3,4, 5,6, 7.

Pélyova teorie méla v kombinatorice znaény usp€ch nepochybné ze tii duvodu: je
sama o sobé& zajimavd, md praktické pouZiti, a také diky Pdlyovu v&hlasu. Hlavni prin-
cipy této teorie viak jiZ v roce 1927 uvefejnil mdlo zndmy matematik J. Howard Redfield.
Jeho &ldnek The theory of group-reduced distributions (Amer. J. Math. 49 (1927),

*) Nov&jsi formulace t&hto vysledkl jsou napf. v knize A. F. LEONTIEV: Rjady eksponent, Nauka
1976. — Pozn. prekl.
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str. 433 —455) vSak dlouho nevyvolal Zddnou pozornost. Pélya si ho neviiml a zd4 se, Ze
ani Redfield si nev§iml ¢ldnkid Pélyovych. Redfield zemiel roku 1944 a napsal prdavé
tento jediny ¢ldnek. Po druhé byl opét objeveny ¢lanek publikovdn roku 1984 v Casopisu
Journal of Graph Theory a nyni diky spravedlivému obratu véci Redfieldova sldva roste
ve stinu v&hlasu Pélyova. Lze tak soudit podle préce Pélya-Read (1987), kterd obsahuje
zdkladni text Polyiv z roku 1937 i Readtiv komentdf o celém prub&hu této zdleZitosti.

Pozornosti si zaslouzZi také Pélyova heuristika, ke které se jest€ vrdtim. Ted se viak
chci zminit o Pélyové piislovi. Riiznd vyddni prdce Jak to feSit? (How to solve it? —
fekl jsem jiZ, Ze byla preloZena do sedmndcti jazykii) obsahuji slovni¢ek heuristiky
a v tomto slovnicku je heslo moudrost pfislovi. Pélya se musel dobfe bavit, kdyZ prohliZel
jeho rtizné pieklady. Nechal preloZit pfislovi anglickd jako opravdovd pfislovi francouz-
skd, némeckd, italskd atd. P¥i tom se stdvd, Ze pieklad obohacuje origindl. Také p¥ipojil
piislovi, které sdm vymyslel a které zni mnohem lépe v angli¢ting neZ ve francouzsting.
Jisté je zndte: Your five best friends are What, Why, Where, When, and How. You ask
What, you ask Why, you ask Where, When, and How — and ask nobody else when you
need advice.*)

Nezminil jsem se je$t€ o viech poctdch, kterych se Polyovi dostalo. Na konci tohoto
slovni¢ku termind, které nesou Pélyovo jméno, se patii jesté uvést Pélyovu cenu v kom-
binatorice, kterou udéluje Spoleénost pro primyslovou a aplikovanou matematiku
(SIAM), Pdlyovu cenu za matematicky vyklad, kterou ud€luje Americkd matematickd
asociace, a Pdlyovu cenu, kterou pravé zfidila Londynskd matematickd spoleénost,
aby ji byla ve Spojeném krdlovstvi ocefiovdna vyjime¢nd matematickd prdce. Na Stan-
fordové univerzité nese jedna z budov jeho jméno: Pdlyova kolej. Pro matematika je to
vzdcné uzndni. Pdlyovo jméno je tak vytesino do kamene, ale ziistane je$té€ mnohem
déle vryto do paméti lidi.

V posledni &ésti toheto projevu se chystdm rozvinout a komentovat né€které Pélyovy
myslenky o heuristice, vérohodném uvazovdni a o roli problémovych tloh pfi vyu€ovdni.

Pdlyovy ndzory na tyto véci jsou starého data. V roce 1919 uvefejnil v jednom Svy-
- carském pedagogickém Casopisu prvni ndstin mySlenek, které pozdé&ji rozvinul v Mate-
matickém objevu (Mathematical Discovery). Jde o svého druhu geometrickou reprezen-
taci postupu, jak nalézt feSeni problému (geometrické zndzorn&ni my3lenkového Fetézce,
Geometrische Darstellung einer Gedankenkette). V Casopisu Enseignement Mathé-
matique uvefejnil v roce 1931 jako resumé predndsky, pfednesené pred Svycarskou spo-
le¢nosti profesortt matematiky, jeji struény vytah, ktery se pozdé&ji stal slavnym jako
souddst prdce Jak to fesit? (How to solve it?)
1. Pfedevsim problému porozumét.
2. Nalézt cestu, kterd vede od nezndmého k zndmym tidajim, je-li tfeba, tedy pies
nékolik meziproblémi (analyza).
3. Vypracovat FeSeni (syntéza).
4. Verifikace a kritické zhodnoceni.

*) Tvych pét nejlepSich pfatel je Co, Pro&, Kde, Kdy a Jak. Zeptas se Co, zepta$ se Pro&, zepta§ se
Kde, Kdy a Jak — a vic se uZ nikoho nebude¥ ptat, kdyZ potfebuje¥ poradit.
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Ohledn& dalsich podrobnosti odkazuji na piislusné strdnky prdce How to solve it?
Zduraznim vSak jeden z Polyovych pokynii pro analyzu nebo chcete-li jeho predstavu
pracovniho postupu: Lze najit pfibuzny problém, jehoZ feSeni je snadnéjsi? N¢jaky
zvld§tni problém? Analogicky problém? — To je prdvé jedna z myslenek, kterou
bravurng rozviji ve své knize o matematice a vérohodném uvaZovéni (jeji nézev je déle
zkracovén MVU).

Osvétlim tento postup na tfech geometrickych tlohdch.

Prvni ptiklad (uloha k feSeni, MVU, kapitola 2). Dokazte Pythagorovu vitu.

Zcela pfirozend je uvaha Eukleidova, totiz sestrojit tfi ¢tverce nad tfemi stranami
pravothlého trojuhelnika (obr. 4) a dokdzat, Ze plo§ny obsah nejvétsiho &tverce je roven
souétu obsahtt obou &tvercit nad odvésnami. Lze oviem zobeciiovat: namisto tvercit
sestrojime nad stranami pravouhlého trojuhelnika tii podobné mnohotihelniky. Jejich
plosné obsahy budou umérné plo§nym obsahtiim &tverctl, a stéle tedy jde o to dokdzat,
Ze obsah nejvéts§iho mnohouhelniku je roven souétu obsahti mnohouhelniki sestrojenych
nad odv&snami (obr. 5). Ted piejdeme ke zvldstnimu piipadu (obr. 6). Stadi v pravo-
Ghlém trojuhelniku nakreslit vysku a Pythagorova véta je dokdzdna. Obr. 6 je analogii
obr. 4, kterou jsme dostali napied zobectiovdnim a potom volbou zvld§tniho p¥fipadu.

Ani neni tfeba upozoriiovat na pfibuznost obrazki 6 a 1. Neni nakonec tento pckny
diikkaz Pythagorovy véty vedlejsim vysledkem pfi studiu Pdlyovy kfivky ?

Druhy piiklad. Je ddn trojihelnik T a tfi polopfimky, které vychdzeji z jeho vrcholi,
prochézeji trojihelnikem T a spolu se stranami trojihelniku T vymezuji &tyfi trojuhel-
niky a tfi ¢tyfuhelniky. Predpokldddme, Ze tyto (tyfi trojuhelniky jsou rovnoploché.
Dokazte, Ze v tomto piipad® maji stejny obsah také viechny tfi tyFahelniky (obr. 7).

Obr. 5.

Obr. 4. Obr. 6.

7
Obr. 7.
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Jde o afinni problém. Je tedy kazdy zvldStni pfipad ekvivalentni p¥ipadu obecnému.
Volme za T rovnostranny trojihelnik. Je-li obrazec invariantni vidi rotaci o t¥etinu plné-
ho uhlu kolem stfedu trojihelniku, pak jsou malé trojihelniky pfiléhajici ke strandm
trojihelniku T shodné. Ctyithelniky jsou rovnéz shodné. Neni-li tomu tak, pak tyto
malé trojihelniky shodné nejsou (obr. 8 a 9).

Dikaz dostdvdme zobecnénim ulohy, kterd je snadnéji feSitelnd: maji-li t¥i malé
trojuhelniky, které priléhaji ke strandm trojuhelnika T, stejny plo$ny obsah, pak jsou
rovnoploché i tfi Ctyithelniky.

Treti priklad (MVU kapitola 3). UvaZujeme pit rovin v obecné poloze v prostoru. Na
kolik prostorovych oblasti je t¢mito rovinami prostor rozdélen ?

Situaci si lze obtiZzn& piedstavit. Zaén¢me proto s analogickymi Glohami a uvaZujme
méné neZ pét rovin. Jedna rovina dé€li prostor na dva poloprostory, dvé roviny na Ctyfi
prostorové oblasti, t¥i roviny na osm oblasti. Pfi kaZzdém kroku tedy rozd€li novd rovina,
kterou zavedeme, kaZdou existujici prostorovou oblast na dvé. Induktivni ivahou usou-
dime, Ze n rovin d€li prostor na 2" prostorovych oblasti. Cdpovéd na nasi tlohu je tedy:
32. (Viz dal§i vyklad! — Pozn. piekl.)

A ted posledni PSlyovo doporudeni: verifikace a kritické zhodnoceni. Je naSe metoda
feSeni pouZitelnd na jinou tlohu?

Zajisté. Namisto »n rovin v trojrozm¢rném prostoru uva7ujme n nadrovin v prostoru
o p dimenzich. Op¢t a z t€chZe diivodi je pocet dil¢ich oblasti 2" pro jakkoli velké p.

Vida, to by tedy m¢lo platit i pro p = 2 a p = 1. AvSak n bodil nerozd¢luje pfimku
na 2" intervalii (s vyjimkou n = 0 a n = 1), nybrZ na n + 1 interval. Kde je chyba?
Je to v tom, Ze n-ty bod ned&li vSechny pfedchdzejici intervaly, nybrZ jen jeden jediny
interval.

Podobné je tomu pro p = 2: n-td pfimka v obecné poloze dé&li jen n jiZ existujicich
oblasti, protoZe protind n — 1 existujici pfimky v n — 1 bodech, a je tedy sama délena
na n intervali. Pro p = 2 tedy vychdzi 1 + n + 4n(n — 1) misto 2".

Misto 2" dostdvdme v obecném piipad€ (tentokrdt sprdvn& provedenou indukei)

AAA P<asy A A
a=p=y»a=ﬁ=7 =>ﬂ <a

O A
= a=f =y

Obr. 8. Obr. 9.
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vysledek (g) + (’;) + (g) + ...+ <:) a to je jediny mnohodlen stupné p, ktery pro
n=20,1,2,..., p md hodnotu 2".

Vztahy mezi pozorovanim, hypotézami a verifikaci tvofi jédro Pélyovy heuristiky
a jeho teorie v€rohodného uvaZovdni. Vérohodnost je druh kvalitativni pravdépodob-
nosti. Pélya si nedovoluje pfifazovat ji n€jakou hodnotu, nybrz vySetfuje, jak se méni
v zavislosti na testech riiznych typl. Jeho teorie tedy pojedndvd o vice vérohodném
a 0 méné€ vérohodném.

Pozoruhodny pfiklad aplikace heuristiky je Polyiv €ldnek o dvojicich prvogisel p,
p + d, které se navzdjem li§i o dané sudé &islo d (American Math. Monthly 1959).
PresvédCivym zplsobem ukazuje, jak za pouZiti tabulek pfichdzime k domné&nce

Ty(x) = 7,(x) l_p[t I’% , kde p jsou prvoéisla v&t3i nez 2;
s p —

74(x) je potet prvodisel p < x takovych, Ze p + d je také prvodislo. To vede k heuristické
domnénce m,(x) = C . x[In’x, kde

1 . . Coxt
C = H 1 - —|; PpJsou prvocisla vétsi nez 2.
2 (r-1)

Ve své uvaze Polya ukazuje, Ze mySlenkové pochody matematika a fyzika si jsou velmi
blizké. ,,Matematici a fyzikové uvaZuji stejné; jsou vedeni a nékdy i zavddéni tymiz
problémy vérohodného uvaZovdni.* Je velmi pozoruhodné, Ze souCasné a nezdvisle
na Pdlyovi predlozil jeden anglicky fyzik a jeden matematik, lord Cherwell a E. M.
Wright, dva heuristické ,,dikazy*‘ obecnéjsi domnénky o asymptotickém rozloZeni
prvodisel tvaru p, p + ay, ..., p + a;, kde ay, a,, ..., a, jsou dand sudd &isla (Quarterly
J. Math., Oxford 1960).

Po tom, co bylo feeno, poznamenejme, Ze V' této oblasti matematiky je obrovskd
vzddlenost mezi domnénkou a diikazem. Neni jeSté zndmo, zda nz(x) — 00, a v§e mluvi
pro to, abychom tento problém poklddali za velmi obtizny.

V teorii ¢&isel je heuristika zdroven nutnosti i zdrojem nepiijemnosti. Nutnosti, aby-
chom mohli postupovat vpfed — zde je skv€lym vzorem Euler. Je vSak také zdrojem
nepfijemnosti, coZ ukazuji dva slavné priklady.

Prvni ptiklad je z Hardyho knihy o Ramanujanovi. Jde o srovndni funkce m(x)
uddvajici polet prvocisel, kterd nejsou v&ti neZ x, a integrdlniho logaritmu li(x), coZ je
primitivni funkce k 1 /ln x. Velkd véta o prvocislech, kterou v roce 1896 dokdzal Hada-
mard, je ekvivalence n(x) a Ji(x). Aviak jiZ Gauss si viiml toho, Ze n(x) < li(x) aZ kam
_ sahaji nase tabulky prvoéisel. Je to pravda pro x < 107 a vSechny zkousky pro x < 10°
potvrzuji tuto domnénku. AvSak v roce 1912 domnénku vyvrédtil Littlewood, nedovedl
viak odhadnout, kdy nerovnost pfestane platit. Od roku 1933 je zndmo, Ze smysl ne-
rovnosti se obraci je§t€ pro argument mensi neZ zcela nedostupné Cislo

1034
x = 101° .

Neni divu, Ze viechny pfimé vypoéty se zddly domnénku potvrzovat.
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Druhy pfiklad je jeden Polytv problém, ktery byl nazvdn Po6lyovou domnénkou
(1919): pro kazdé celé n = pi'p% ... pi* polozme An) = 1, kdyZ oy + 03 + ... + o
je sudé &islo, a A(n) = —1, kdyZ je souet a; + a, + ... + o, lichy. VySetiujeme funkci
L(x) = Y, <.A(n) a tdZeme se, zda vZdy plati L(x) < 0. Je to totiZ pravda pro viechna x,
pro kterd byla funkce L(x) vypoétena. V roce 1958 vsak C. B. Haselgrove dokdzal,
7e smysl nerovnosti se obraci dfive neZ argument dosdéhne hodnoty x = 1,845 . 103!,

Tyto priklady by nds mély ochrdnit pfed urazem. Na hypotézy v teorii ¢isel bandlni
metody verifikace prosté nesta¢i. VZidy musime provéfovat velmi vzddlené dusledky:
Prdveé testy zamé&fené dopiedu na velkou ddlku odlifuji v této oblasti pfistup matematika
a fyzika. .

Bylo diskutovdno misto heuristiky ve vyuCovacim procesu. Nektefi se obdvali, Ze
k vyucovdni matematiky se pfiddvd vyuka heuristiky matematiky. Je sprdvné si tuto
otdzku poleZit a vychdzet z toho, co bylo Pdlyovou hlavni starosti: pomoci Zdkovi
a pomoci mu, aby myslel samostatn&. Nezdd se, Ze by se vnucovala prohloubend vyuka
heuristiky, zvlést€ kdyby se heuristika méla vyvinout v samostatnou disciplinu. Naopak,
moderni prostfedky — kalkulacky a poditate — ddvaji Zdkim moZnost pozorovat,
ovéfovat a experimentovat, kterou jejich pfedchiidci neméli. Studie ICME o vlivu in-
formatiky a stejné tak moje zprdva na Mezindrodnim kongresu matematiki v Berkeley
byly z velké &dsti vénovdny praveé této otdzce, ale nebudu se k ni jiZ vracet.

Pélyova heuristika hrdla roli ve filozofii matematiky. Uvahu o Eulerov& vzorci
S + V=H + 2 (pofet sttn mnohosténu + pofet jeho vrcholi = podet hran + 2),
kterou najdeme v knize Matematika a vérohodné uvazovéni (MVU), md své pokralovani
v prdci Imre Lakatose (Diikazy a jejich vyvrdceni, Proofs and Refutations, Cambridge
University Press 1976). Lakatos v této ivaze pokratuje tam, kde Pdlya piestal, to jest
v okamzZiku, kdy se zdd, Ze tento vzorec, ovéfeny na nejdilezitéjSich pfipadech, plati pro
Sirokou tfidu mnohosténti. Jak ale piislusny zdv€r formulovat a jak jej dokdzat ? Obje-
vuji se protiptiklady. Patfi se viak, aby Mistr z kaZdého protiptikladu vyvodil dalsi
pfedpoklad nebo dokonce novy pojem. Je paradoxni, Ze vyvracime-li jednotlivé kroky
dikazu jeden za druhym, nezni¢i to celou vyslovenou vétu. A obrdcené, vyvratime-li
vétu, nerusi se tim roz¢lenéni dikazu na jednotlivé kroky. Cestou chyb a jejich oprav
se postupné objevuji topelogické metody a definice. Lakatos jde ddle neZ Polya, ale po
téZe cesté. Ostatn€ kdyz se Polya v jedné ze svych poslednich praci, Domnénky a dikazy
(Guessing and Proving), vraci k ptikladu Eulerova vztahu, obohacuje sviij vyklad o La-
katosovy pozndmky, které formuluje 4 la Pdlya (mém na mysli komentdi k obrdzku
¢. 4 v prdci Domnénky a dikazy).

Pdlyova heuristika snad jednou bude hrdt roli v um¢l¢ inteligenci. Toho se dohaduje
A. Schoenfeld ve své analyze Pélyova dila (1987). Pélyova heuristika skute¢n& navozuje
myslenku obecnych strategii, které jsou mén€ neZ v{tSina expertnich systémii vdzdny
na oblast svého pouZiti.

Pdlyovy tvahy o heuristice tizce souvisi s vyznamnou my$lenkou tykajici se vyu€ovdni.
Jde o prioritu, kterou tfeba p¥iznat feSeni uloh. O PSlyov€ houZevnatosti v tomto ohledu
sv&dCi kniha Aufgaben und Lehrsdtze (1924), pozdiji pak préce How to solve it ? (1945,
Jak to fesit ?) a mnoho &ldnkd, které ndsleduji.

V sedmdesdtych letech se P6lya stavél proti formalizaci, se kterou byla spojovana
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moderni matematika, a to prdve proto, Ze problémy predklddané k feseni byly ochuzené
a suché. V osmdesdtych letech se mohl Pdlya téSit z toho, Ze vyhleddvéni a feSeni problé-
ml mélo znovu pfiznivy ohlas. A tato zkuSenost je jiZ nezvratnd.

Dvé€ zdvazné otdzky vyvstanou, podivdme-li se nyni na devadesdtd 1éta. MiiZzeme se
a mdme se vibec pfi vyucCovdni vyrovndvat s exponencidlnim rlstem matematické
produkce ? MiiZeme se a mdme se pii vyuCovdni vyrovndvat s rlstem a rozmanitosti
spoleCenské potieby matematickych znalosti? Podle mého ndzoru na tyto otdzky neni
odpovéd ano nebo ne, ale co a jak. Polytv priklad ndm mhZe pomoci dobfe se orientovat.

V roce 1920 se tehdejsi moderni matematika velmi vzdalila od vyucovédni, dokonce
i od vyufovédni na univerzitdch. Pélya-Szego neni jen dobrd kniha s problémy na sebe
navazujicimi, je to predevsim dilo s pfimym zdbérem na soucasnou védu, které si klade
za cil zpFistupnit soucasnou védu a dafi se mu to. Prdvé proto, Ze tato kniha byla ve
své dobé velmi moderni, stala se a ziistane klasickou. Potfebovali bychom dnes stovky
knih problémi vénovanych matematice nasi doby a navic jest¢ dalsi materidly (publi-
kace, audiovizudlni zdznamy, informatizované soubory), pomoci kterych bychom se
seznamovali s pokrokem v matematice. KdyZz fikdm my, mdm na mysli matematiky,
uditele matematiky, studenty, zdky a viibec vefejnost, které se to tykd. Zde by byl prostor
pro Siroky a sladény akéni program v rdmci kazdého nédroda i v m&fitku mezindrodnim.

Mezi roky 1914 a 1940 piedndsel Pélya nejrozmanitéj§im studentiim. Obsah jeho pred-
ndsek ani metody vyuCovdni nebyly vZdy stejné. Jakd matematika je nezbytnd pro jed-
notlivé lidské Cinnosti? Co se md vyklddat mladym lidem a co md byt pfedmétem
trvalého vzdéldvdni ? Kdo méd vyucovat a jak ? Tyto otdzky byly neddvno predmétem
vyzkumu ICMI a zdaleka nejsou vyCerpany.

Mnoho prostifedkii pro vyucovdni nabizi matematika sama. Je totiZ souCasné jazykem,
intelektudlnim cvienim i védou.

Ze sedmdesdtych let si musime zapamatovat, Ze matematika je jazykem a Ze mdme
povinnost uchovat tento jazyk v dobrém stavu a vyudovat ho.

Z osmdesdtych let si musime zapamatovat, Ze matematika je intelektudlnim cvidenim,
které je nenahraditelné, protoZe vice neZ kterykoli jiny pfedmé&t vede Zdky pfi feSeni iloh
k védeckému mySleni.

V devadesdtych letech bude tieba, aby se matematika pii vyuovani ukdzala byt tim,
¢im skute¢né je, totiZ rozvijejici se védou, kterd postupuje rychle dopfedu v nékterych
oborech, v jinych se naopak vraci zpét, znovu aktualizuje svijj historicky vyvoj a md
pfimy vliv na témé&f viechny ostatni v&€dy i moderni technologie.

Nemyslim, Ze jsem nev&rny Pdlyovu odkazu, kdyZ takto promitdm do pfistich let to.
co vidim jako vysledek jeho dila a jeho osobniho ptikladu.
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Clovek nie je stroj a zakrpatie, ak sa mu odoprie  kov a spisovatelov, ale budicich Tudi ... Bez

moznost sebavychovy a sloboda usudku ... tvorivych samostatne mysliacich a usudzujtcich

Volnd vymena mySslienok a vysledkov je nutnd  osobnosti nie je dokonalej§i vyvoj spolo&nosti

pre zdravy vyvoj vedy a kultrneho Zivota vobec. mysliteIny, prave tak ako vyvoj jednotlivej
osobnosti bez Zivnej pddy Tudského spolo-

V prvom rade je $kola povinna vychovavat nie Censtva.

buddtcich uradnikov, vedcov, docentov, pravni- A. Einstein

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro&nik 35 (1990), &. 4 191




		webmaster@dml.cz
	2012-08-25T15:42:41+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




