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OcC vlastn€ jde
v teorii Schrodingerovych operatorti?

Barry Simon, Pasadena, USA

Co je to vlastné teorie Schrédingerovych operdtorii? Krdtce fe€eno, je to matematicky
presné studium hamiltonidnt nerelativistické kvantové mechaniky.

Schrédingerovy operdtory tvofi ¢dst matematické fyziky; jde o oblast, kterd zakousi
obvykly osud interdisciplindrnich partii. Matematici si pfili§ ¢asto mysli, Ze je to fyzika
a fyzici, Ze je to matematika. (Stejny problém md i chemickd fyzika. Pfed mnoha lety
na tom byla stejné i biochemie, ale v urcitém smyslu to pfekonala, kdyZ do sebe absor-
bovala velikou &4st biologie.) MoZnd, Ze &tendf uvitd, Ze Schrédingerovy operdtory mo-
hou nabidnout uZziteény pohled na fyziku i na matematiku.

V kvantové teorii hraje zdkladni ulohu energie zapsand jako funkce hybnosti a soufad-
nic, ale s tou zvld3tnosti kvantové mechaniky (vzhledem k Heisenbergovym relacim
neurcitosti

[p,x] = —in),

Ze hybnost p; je nahrazena elementdrnim diferencidlnim operdtorem —i# 6/6xj (h je
,,preskrtnutd* Planckova konstanta: # = h/2r; zde jsem je§tE pellivé zapsal h, ale
kvuli typografické jednoduchosti budu naddle pouZivat jednotky s # = 1 a s hmotnosti
elektronu rovnou 1/2). Tedy pro klasicky systém sloZeny z N &dstic s hybnostmi p;
(j=1,...,m = 3N pro N vektorl hybnosti) a klasickou energii

X pj + V(x)
i=1
bude kvantovym hamiltonidnem operdtor H = —A + V, kde Laplaceiiv operdtor A je
roven Y 0°/ox3. Pro dynamiku kvantovych systém@ méd hamiltonidn H rozhodujici
Jji=1

vyznam, nebot vlnovd funkce spliiuje tzv. asovou Schrédingerovu rovnici
.0
i—Y,=Hy,.
ot

V ulebnicich fyziky se operdtoru H fikd hamiltonidn, nebotf pfedstavuje kvantovou
analogii objektu zavedeného v klasické mechanice Williamem Hamiltonem. Stejny ndzev
se pouzivd také pro kvantovy operdtor energie v relativistické kvantové teorii pole.
Aby bylo zdiraznéno, Ze se zajimdme pouze o nerelativisticky pfipad, budeme hamil-
tonidntim v nerelativistické kvantové mechanice fikat Schrédingerovy operdtory. Jsou

BARRY SIMON: The Theory of Schrédinger Operators: What's It All About ? Engineering and Science,
May 1985, str. 20— 25.
PreloZil a seznamem literatury doplnil PETR SEBA.
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tak nazvdny na pocest Erwina Schrédingera, jednoho ze zakladatelt kvantové mecha-
niky*). Tedy teorie Schrédingerovych operdtord je jednoduse studium diferencidlniho
operdtoru —A + V.

Na prvni pohled bychom si mohli myslet, Ze tak nevinné vypadajici objekt nemiize
mit pfili§ zajimavou strukturu. TotéZ si oviem miZeme myslet i o jeho klasickém analogu

mx = —VV,

ktery je ale dostaten& bohaty na to, aby popsal tak rozdilné jevy jako je dynamika
dvojhvézd nebo dynamika vody ve vodopddu. Schrédingeriiv operdtor obdobnym zpii-
sobem popisuje celou bohatost kvantové mechaniky. TiebaZe vysledky tykajici se
obecného potencidlu V existuji (moZnd, Ze bylo pfili§ mnoho praci o obecnych a ne-
dostatek o specifickych tfiddch potencidly), v&tsina soudasného Usili se zamé&fuje na
potencidly, které jsou relevantni pro atomovou a molekuldrni fyziku, pro popis doko-
nalych pevnych ldtek nebo exoti¢t&jsich objektil jako jsou amorfni litky a kvazikrystaly.
Zde chci popsat nékolik vysledk, které se tykaji atomové fyziky a mohou ddt pfedstavu
o $ifi a vyznamu celé této oblasti.

Prvni otdzka, kterou si miZe matematik poloZit, se tykd existence feSeni ¢asové
Schrédingerovy rovnice

, 0
i—y,=Hy,.
ot
Rddi bychom védéli, zda pro uréitou rozumnou tfidu potencidlii, kterd obsahuje po-

tencidly popisujici N elektronit pohybujicich se v coulombickém poli M protoni fixo-
vanych v bodech Ry, R,, ..., R, (protony jsou brdny jako nekone&ng t&zké)

(1) V(X onxy) = =3 |x=R|7'+ ¥ |x;— x|+
1<isN iSi<j< N
1Zj=M
+ Yy |Ri—=Rj|!
1Si<jsM

md Casovd Schrodingerova rovnice pro viechny poldteéni podminky (nebo alespoii
pro velmi Sirokou t¥idu po&dtetnich podminek) jediné Feseni.
Formdn& je fefeni ddno pomoci vyrazu

b, = exp (~itH) Yy .

ale co znamend exp (—itH)? Tento naivni pfistup k feSeni se jednoduse projevi jako
nedostateény, jestlize rozloZime exponencidlu a budeme studovat &leny typu A%V,
v nichZ derivace V produkuji neintegrabilni singularity. Studenti kvantové mechaniky
se na ponékud sloZit&jsi urovni uci, Ze nemohou studovat kvantovy pohyb &dstice v ne-
konec¢né hluboké pravouhlé potencidlové jame, aniZ by specifikovali okrajové podminky.
Ale odkud vime, Ze v nekoneénu nebo v coulombickych singularitdch potencidlu 1
nejsou k feseni Schrodingerovy rovnice okrajové podminky potieba?

K témto otdzkdm existuje jedno stanovisko, o kterém je tfeba se zminit, Ze totiZ ve

*) Odkazujeme na &lanky R. ZAJace a T. OBERTA: Sto rokov od narodenia Erwina Schridingera
1, II, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 32 (1987), 177— 190, 241—250. (Pozn. ptekl.)
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fyzikdlnich teoriich existenéni dikazy nepotfebujeme, protoZe pfiroda sama je jiz
existenéni dikaz. Tento ndzor na p¥irodu jako na veliky analogovy poéita¢ pomiji
vlastni jddro existenénich dikazi: my pfece neprovéfujeme pfirodu, ale nase teorie,
které by mohly byt §patné nebo neuplné. Jako vzorovy pfiklad uvedme ménici se ndzor
na kvantovou elektrodynamiku (QED). KdyZ byla ve 40. letech tato teorie zformulovdna
Feynmanem a Schwingerem, v§eobecny ndzor byl, Ze impozantni souhlas s experimentem
dokazuje, Ze tato teorie musi byt konzistentni. Sou¢asné minéni teoretikli zabyvajicich
se elementdrnimi &dsticemi je Uplné€ jiné. Jako abelovskd kalibraéni teorie je QED
nejspiSe matematicky nekonzistentni. Fyzici vysokych energii doufaji, Ze konzistentni
je neabelovskd kalibradni teorie spojend se sjednocenym popisem elektromagnetické
a slabé interakce. Souhlas s experimentem je zptlisoben tim, Ze formalni poruchovy
rozklad nekonzistentni teorie se témé&f nelidi od rozkladu teorie, kterd konzistentni je.

Jako odezvu na vytvofeni nové kvantové mechaniky (1925 —-28) vyvinul John von
Neumann teorii neomezenych operdtorit v Hilbertové prostoru, kterd umoznila pfesné
pracovat se zdkladnimi otdzkami kvantové mechaniky. Von Neumann pochopil,
Ze kli¢em k feSeni Casové Schrédingerovy rovnice je ditkaz, Ze hamiltonidn H md tézko
pochopitelnou matematickou vlastnost, které se fikd podstatnd samosdruZenost*).

Zde se viak pokrok v této problematice na 25 let zastavil mimo jiné proto, Ze von Neu-
mann byl presvédCen, Ze dokdzat podstatnou samosdruZenost operdtoru —A + V
s potencidlem ¥ typu (1) je velice obtizny problém. Tento sviij ndzor se nezdrdhal sd&lit
i ostatnim. Skute¢né, bylo mi feeno, Ze jesté v 50. letech trval na tom, Ze tato uloha neni
trividlni dokonce ani pro vodikovy atom. (Oviem v tomto pfipad? fyzici v&di, jak zapsat
viechny vlastni funkce v€etné& spojitého spektra. PouZijeme-li rotaéni symetrie vodikové-
ho atomu, miZeme tento pfipad redukovat na oby&ejnou diferencidlni rovnici, kde byla
samosdruZenost ipln€ prostudovdna Hermannem Weylem jiZ v roce 1912. PouZijeme-li
jeho metody, neni t&€zké dokdzat i podstatnou samosdruZenost vodikového atomu.)
Je to ironické, nebof dv& zdkladni slozky, které se ukdzaly byt pro dikaz této dilezité
vlastnosti podstatné, jsou: abstraktni vysledek operdtorové poruchové teorie dokdzany
Franzem Rellichem v Némecku v poloving 30. let a urcité nerovnosti, zndmé dnes jako
Sobolevovy nerovnosti, vyvinuté mj. Sergejem Sobolevem v Sové&étském svazu a Salo-
monem Bochnerem ve Spojenych stdtech v 30. letech. Ob€ tyto pomiicky byly k dispozici
asi tak roku 1936, ale nikdo je nedal dohromady. Bylo to moZnd kviili uvedenému
von Neumannovu ndzoru, Ze problém je p¥ili§ sloZity.

Podstatnd samosdruZzenost atomovych hamiltonidnli byla dokdzdna Tosiem Katem.
Zde je popis postupu jeho prdce pfevzaty z proslovu, ktery pronesl pii pfevzeti Wienero-

*) Kvantovy hamiltonian (Schrédingeruv operator) neni pln& uren pouze diferencidlnim vyrazem.
Nemén& duleZita je i znalost jeho d. finiéniho oboru. Pro popis dynamiky kvantovych systému jsou
obé tyto sloZky Schrodingerovych operatorii — diferencialni vyraz a defini®ni obor — stejn& duleZité.
Podstatni samosdruZenost prislu¥ného Schrodingerova operatoru pak znamena, Ze defini¢ni obor
(1j. obor vSech ,,pripustnych‘‘ kvantovych stavi) je zvolen tak, aby byla dynamika systému jednozna&-
n& urena. Tak napfiklad podminky ,,se$ivani‘‘ vinové funkce pii feSeni Schrédingerovy rovnice
s pravouhlou potencidlovou jamou (tj. Ze vlnova funkce a jeji prvni derivace musi byt spojité v bodech
nespojitosti potencialu) vyplyvaji prav€ z poZadavku podstatné samosdruZenosti odpovidajiciho
Schrédingerova operatoru. (Pozn. piekl.)
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vy ceny (byl publikovdn v listopadovém ¢isle ,,Notices of the American Mathematical
Society*, 1980):

,,Béhem druhé svétové vdlky jsem na japonském venkové pracoval na poruchové
teorii a na spektrdlni teorii Schrodingerovych operdtori. Tyto problémy jsem zacal
z vlastniho popudu studovat jiZ jako student fyziky, nebot, jak se zddlo, si jich nikdo
neviimal pfes to, Ze existovaly zdkladni principy dané von Neumannem. Moje
prvofadd snaha byla zaméfena na dikaz podstatné samosdruZenosti Schrodingero-
vych operdtorit a na poloZeni matematického zdkladu pro poruchovou teorii (v té
dobg jsem Rellichovy préce neznal).

Tyto prédce byly na konci vdlky vice méné hotové, ale s jejich publikaci jsem velké
$tésti nemél. O pdr let pozdéji jsem dvé z nich poslal do Physical Review. Odtud byly
brzy posldny do Transactions of the American Mathematical Society, kde rukopisy
bezlspé€iné putovaly od jednoho recenzenta k druhému a nakonec se ztratily. Musel
jsem poslat nové rukopisy. Za tfi roky od prvnihc poddni byly tyto prdce nakonec
poslednim recenzentem zachrdnény.‘

Je zajimavé, Ze obdoba Katoovy véty pro klasickou mechaniku je zatim otevienouw
zdleZitosti. To znamend, Ze se miiZeme ptdt na globdlni (v Case) feSeni Newtonovych
rovnic pro bodové hmotnosti interagujici gravitaéné nebo elektrostaticky. Dokonce
ani v ptipad€ dvou téles nebude existovat takové globdlni feSeni pro viechny poddtecni
podminky, nebot v kone¢ném ¢ase miZze dochdzet ke srdazkdm. Ale ve dvouddsticovém
pfipadé miZe ke srdZkdm dochdzet pouze pfi pofdtecnich podminkdch s nulovym mo-
mentem hybnosti. Proto pro skoro vSechny pocdteéni podminky md dvouddsticovy
problém globdlni feSeni. Obdobné chovdni dokdzal pro tfifdsticovy problém George
Birkhoff (pfi pouZiti vysledki Painlevého a Sundmana) v roce 1927 a pro &tyfedsticovy
problém Donald Saari v roce 1977. Pro N = 5 zustdvd problém otevieny. Zde jsou urcité
ndznaky nového jevu: existuji pocdteéni podminky, pfi kterych &4stice ubéhne v ko-
netném C&ase nekonein& dlouhou drdhu (nekoneéné& veliké rychlosti jsou umoZnény
dvojicemi €&dstic, které se k sob& pribliZuji po spirdle). Neni ale jasné, zda to nastdvd
pouze pro mnozinu poédte¢nich podminek miry nula. Na kvantovy vysledek je moZno
pohliZet jako na indikaci toho, Ze i pro obecné N klasicky problém pro vétSinu pocd-
te¢nich podminek fefeni md. P¥i¢ina, pro¢ je kvantovd mechanika ,,hez¢i*“ nez klasickd,
spocivd v relacich neuréitosti, které jsou v tomto pripadé vyjddifeny pomoci Sobole-
vovych nerovnosti.

Katoovu préci lze povaZovat za zrozeni moderni teorie Schrodingerovych operdtorti.
Jakmile tento zdkladni vysledek zndme, miZeme zacit kldst celou fadu detailn€jSich
otdzek. Jedna z nejsubtilnéjfich zahrnuje oblast, které jd osobné fikdm ,,kvantovd
potencidlova teorie®, coZ je vlastné exaktni studium coulombickych vazbovych energii
v kvantové mechanice.

Zikladnim vysledkem kvantové potencidlové teorie je tzv. ,,stabilita hmoty*. Zde se
fesi problém, ktery v 30. letech poprvé poloZil Lars Onsager, zndmy pro své préce
o Isingové modelu a nerovnovainé termodynamice odménéné Nobelovou cenou za
chemii. Zdkladnim astrofyzikdlnim faktem je, Ze v nepfitomnosti jadernych efektii pro--
béhne u velkého mnoZstvi hmoty gravitaéni kolaps. Onsager se ptal, zda veliké mnoZstvi
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hmoty neprodéld ,elektrostaticky kolaps*“. Vime, Ze kvantovd mechanika vede ke
stabilité systému jednoho elektronu a jednoho protonu. V klasické mechanice by se
elektron zfitil na proton, zatimco v kvantové mechanice k tomu dojit nemiiZe. Z toho
sice vyplyvd, Ze systém 102¢ protonit a 10?6 elektronti nezkolabuje do nulové velikosti,
ale rozhodné neni a priori jasné, Ze takovy soubor se ve skuteénosti nemiiZe zhroutit
do velice malého objemu. Jednotlivé elektrostatické sily jsou ov§em mnohem silnéjsi
neZ gravitaéni, a proto, pokud by elektrostaticky existoval, nastal by u mnohem mensiho
mnoZstvi hmoty neZ gravitaéni kolaps. Pozorovali bychom ho tedy. PonévadZ ho vsak
nepozorujeme, nedochdzi k nému. To vSak nevysvétluje, pro¢ k nému nedochdzi a zda
skute¢nost, Ze k nému nedochdzi, je ddna kvantovou mechanikou nebo elektrostatikou.

Brzy se zjistilo, Ze neexistence kolapsu je diisledkem toho, Ze vazbovd energie velikych
systémil Cdstic je extenzivni veli¢inou, tj. Ze systém s potencidlem (1) m4d celkovou energii
zdola omezenu &islem —c(N + M), kde ¢ je n&jakd kladnd konstanta. Ze tomu tak sku-
te¢né je, dokdzali poprvé Freeman Dyson a Andrew Lenard v roce 1967 [1]. V jejich
¢lanku je jeden prekvapujici aspekt: pro jejich ditkaz je rozhodujici, Ze elektrony jsou
fermiony, tj. Ze spliiuji Pauliho vylucovaci princip. Dnes vime, Ze pravé to je podstatné.
Kdyby elektrony a protony byly bosony, elektrostaticky kolaps by existoval. Ackoliv
presnd velikost kolapsu neni zndma, je pravdépodobné, Ze v neutrdlnim pfipadé N = M
by se objem zmensil nepfimo imérné pdté odmocning z N. Systém 102%® boseovskych
elektrontd a protont by tedy Zil ve zlomku objemu jediného vodikového atomu.

V kvantové potencidlové teorii se Pauliho princip projevuje dileZitym zplisobem
i v kvalitativnich vlastnostech. Na pfiklad v roce 1984 jsme spolu s Elliottem Liebem,
Israelem M. Sigalem a Waltrem Thirringem ukdzali, Ze podet elektront N(Z), které se
mohou vdzat na jddro ndboje Z, roste se Z tak, Ze N(Z)/Z konverguje k 1 [2]. Kdyby ale
elektrony byly bosony, pak by, jak ukdzali Lieb a Raphael Benguria, N(Z) rostlo alespoii
jako 1,21.Z. V ptirodé€ pozorovany jev, Ze se nevyskytuji ziporné ionty s ndbojem véts§im
neZ 1, souvisi tedy podstatné s Pauliho principem.

Lieb a Lebowitz si uvédomili, Ze diileZitym disledkem Dysonovy-Lenardovy véty,
kombinované navic se studiem stinéni, je existence termodynamiky velikych systémui,
tj. Ze takové zdkladni veli¢iny jako tlak maji v kvantové statistické mechanice coulom-
bickych systémil extenzivni charakter.

Vysledkem Dysona a Lenarda vSak pfibéh nekon¢i, protoZe konstanta c v jejich odha-
du energie byla rovna pfiblizn& 10'* rydbergi.*) Z tohoto odhadu plyne, Ze hmota by se
sice nemohla nekone¢né smritit, ale mohla by se smrstit tak, Ze by vzddlenost mezi
dsticemi dosdhla velikosti kolem 10~ 4 Bohrova poloméru*), aniZ by se pfitom platnost
Dysonovy-Lenardovy véty narusila. Obrovské ¢&islo 104 se v jejich ditkazu vyskytuje
ddsteCné pro jeho sloZitost. Ob€tujeme-li kviilli humoru néco pravdy, pak miiZeme Fici,
Ze jejich duikaz mél 14 krokii a v kaZ7dém z nich se objevila chyba fddu 10: V roce 1975
se Liebovi a Thirringovi podafilo udélat v této véci dramaticky obrat, kdyZ dostali
(zapogitdme-li i n€kterd pozd&jsi zdokonaleni jejich myslenek) konstantu rovnou pfi-
blizng& 20 rydbergim [3].

*) 1 rydberg (Ry) = 13,606 eV je pribliZn& roven vazbové energii 13,595 eV atomu vodiku;
Bohrav polomér ag = 5,29 .10~ 1 m. (Pozn. prekl.)
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Fyzika, kterd je v Liebové-Thirringové diikazu obsaZena, je docela poucnd; snad
stoji za to ji &dste¢né& popsat. V kvantové mechanice je dobfe zndma stard kvaziklasickd
aproximace zvand Thomasova-Fermiho (TF) aproximace. Spolu s Liebem jsme v roce
1973 dok4dzali, Ze tato aproximace je pfesnd v limité velikych Z v tom smyslu, Ze spravné
popisuje celkovou vazbovou energii a hustotu elektrontt pobliZ jidra. Nepopisuje v§ak
sprdvné elektrony ve vnéjsich slupkdch ani ioniza¢ni energie, které jsou dileZité pro
chemii. Kvantovi chemici se v 50. letech pokouseli pomoci TF aproximace numericky
pocitat molekuldrni vazbové energie, ale Zddnou vazbu nezjistili. Na to reagoval Edward
Teller a v roce 1960 dokdzal, Ze TF teorie k Zddné molekuldrni vazb& nevede (spolu
s Liebem jsme pozdé&ji dikaz jesté trochu doplnili, hlavné jsme dokdzali existenci feSeni
TF rovnice, ale Telleriiv diikaz se od pfesného pfili§ nelisil). Se stabilitou hmoty je to
tedy v TF teorii jednoduché: podle Tellerova vysledku je energie souboru protoni
a elektronti vZdy zdola omezena vazbovou energii izolovanych protonil a odpovidajiciho
poctu elektronti. ProtoZe je moZno ukdzat, Ze v TF teorii miiZe proton vdzat pouze jeden
zdporny ndboj, je v TF teorii vazebnd energie N protonii a M elektronii omezena ¢islem
¢N, kde ¢ je vazebnd energie vodiku v TF aproximaci.

To dokdzali Lieb a Thirring za pouZiti svého zobecnéni Sobolevovych nerovnosti
(Pauliho princip hrdl roli pravé v tomto kroku) a pomoci dodate¢ného triku, totiz Ze
celkovd vazebnd energie systému N protonit a M elektroni je zespodu omezena pomoci
—dM + TF’, kde d je konstanta souvisejici s c a TF' je TF energie, ale v teorii se §patnou
hodnotou h. Omezeni

TF' = —¢'N
vede tedy ke stabilit¢ hmoty.

Za jejich dikazem stoji v pravém slova smyslu opravdova fyzika. Stabilita je konsta-
tovdni, Ze neexistuje kolaps. Tomuto kolapsu je zabrdnéno interakci mezi vnitiky atomi
a Tellerova v&ta neni nic jiného neZli tvrzeni, Ze se tyto vnitiky (které jsou pro velikd Z
popsdny TF teorii) odpuzuji. Z = 1 neni ale veliké Z a tak neni jasné, zda TF teorie
je i v tomto pfipad€ pouZitelnd. Liebitv a Thirringiiv objev znamend, Ze budeme-li
ochotni trochu ob&tovat konstanty, pak pouZitelnd je.

Posledni ptiklad, ktery bych chtél probrat, je pon€kud techni¢téjsi ve svych detailech.
Mimo jiné ukazuje, 7e kdyZ se doluje pyrit, miiZe se objevit i zlato.

Naivni dvouddsticovd teorie rozptylu selhdvd prdvé u coulombickych potencidld.
Objevi se zde logaritmické chovdni v nekoneénu, se kterym je tieba se vypofddat.
V Casové zdvislé teorii to provedl John Dollard v roce 1964. Je ale typické, Ze matematici
nejsou uspokojeni feSenim jenom fyzikdlné zajimavych pfipadi, ale Ze chtéji védét,
kdy i modifikovand teorie rozptylu selze. Tak vznikla literatura o rozptylové teorii
pro potencidly ubyvajici v nekoneénu pomaleji neZli coulombicky. Musim pfiznat,
Ze ackoliv oprdvnénost této oblasti uzndvam, nezdd se mi byt pfili§ zajimava a pfitazliva.
KdyzZ jsem na zaCdtku 70. let zacinal, tak dal§i dva mladi a slibni matematiéti fyzikové
Rick Lavine a Jean Michael Combes nezdvisle na sobé navrhovali studovat dalekodosa-
hovy rozptyl pomoci matematického apardtu, kterému se fikd C*-algebry. Nejen Ze tento
problém sdm o sobé byl mélo zajimavy, ale jd jsem byl navic pfesvéd¢en, Ze se tato metoda
k jeho feSeni nehodi. ProtoZe jsem v té dobé byl neomalenym mladym muZem, nevdhal

wr v

jsem obéma, Lavinovi i Combesovi, fici, Ze ma¥i ¢as. V urlitém smyslu jsem mél pravdu.
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Metodou C*-algeber se v daném problému pfili§ daleko nepokro&ilo a dnes existuji
mnohem lepsi zplisoby, jak ho analyzovat. Nastésti Lavine a Combes mne viak ne-
poslechli, a protoZe se oba dostali do technickych potiZi, byli nuceni vyvinout nové
a prekvapivé metody. Lavinovy ndpady byly hlavnim momentem v kli¢ovém objevu
Erica Mourreho v roce 1979. Je zajimavé, Ze ackoli se metody Lavina a Combeho zdaji
byt bez vzdjemné souvislosti, soudobé prdce Petera Perryho a Arne Jensena ukdzaly,
Ze mezi Mourreho rozvinutim Lavinovych mys$lenek a Combesovou myslenkou existuje
vnitfni vazba.

Pluivodné se Combesovy ndpady objevily jako appendix k jeho ¢ldnku o metodé
C*-algeber v dalekodosahovém rozptylu. Po zralé tivaze se v§ak Combes rozhodl provést
appendektomii, zahodit pacienta — jeho ¢ldnek nikdy nevysel — a v€novat se appendixu.
V roce 1977 publikoval Combes dva Cldnky, ve kterych tento pfistup rozvijel. Jeden
s Jeanem Aguilarem o dvouddsticovém rozptylu [4] a druhy s Ericem Balslevem o sloZi-
t&%im mnoha&dsticovém rozptylu [5]. Zdkladnim vysledkem této analyzy byl dikaz,
Ze v atomech a nékterych soustavdch mnoha &dstic se neobjevuje matematicky patolo-
gicky jev zvany singuldrné spojité spektrum. Jd jsem krdtce na to v né€kolika éldncich
[6, 7] vyuzil této metody ke studiu rezonanci a mechanismu, kterym se vnofend vlastni
hodnota zméni v rezonanci. Potom se o tuto metodu jako o prakticky zpiisob vypodétu
rezonanci zafali zajimat kvantovi chemici a vypoctovi atomovi fyzici vedeni Johnem
Nuttalem [8]. Vyznamné prdce o molekuldrnich rezonancich napsali také Bill McCurdy
a Tom Resignio, ktefi se tuto metodu nauéili, kdyZ pracovali (jeden jako aspirant a druhy
jiz po obhajobg) ve skuping profesora teoretické chemie Vince McKoye v Caltechu.

Jak uvidime, zdkladni {ilohu v Aquilarové-Balslevové-Combesové teorii hraje analytic-
ky prodlouZend dilata¢ni grupa. Combes, ktery je Francouz, nazval metodu ,,dilataéné
analytickd*, coz se pozdé&ji zkrdtilo na ,,dila¢né& analytickd‘‘. Ale atomovi fyzici a kvan-
tovi chemici, ktefi nemaji krasofeénéni rddi, ji zacali fikat ,,metoda komplexniho $k&-
lovdni‘‘, coZ je dnes vieobecné& pFijaty ndzev.

Zaéneme s tim, Ze metodu popiSeme v pfipadé vodikového hamiltonidnu

H=—-A- l/lrl.,

jehoZ spektrum md spojitou &dst [0, o) a diskrétni &dst s vlastnimi hodnotami
—(1/4)n™%; n = 1,2, .... Po §kdlovaci transformaci r — r €® ptejde H v

H(O) = —e 204 —e® 1

I
Tento operdtor md pfirozené analytické prodlouZeni do komplexnich @
O =9 +in; (o,nredlnd &sla).

Jaké spektrum md H(©)? Spojitd &dst spektra by mé&la pochdzet od stavd lokalizo-
vanych okolo nekone&na, kde |r| ~* nehraje roli, tj. spojité spektrum takového operdtoru
by mélo byt stejné jako spektrum operdtoru

—exp (—2(¢ +in)). A

(pFesnéji se to dd udélat pomoci Weylovy véty). Ponévadz tento operdtor neni nic jiného
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nez ndsobek Laplaceova operdtoru, jeho spektrum je
{e72@*in o ae[0,0)} ={e™?a; ae[0, o)} .

Kdyz se tedy méni 5, spojité spektrum se odkldni od redlné osy. Jiny dikaz ukazuje,
7e se diskrétni vlastni hodnoty —2in~2 ptitom neméni. KdyZ se spojitd &dst spektra
s rostoucim 5 otd¢i dolli, mohou se sice objevit nové vlastni hodnoty, ale vyhradné
ze spojitého spektra. Naopak kdyZ n = 0 klesd k 0, Zddnd vlastni hodnota operdtoru
H(O) se nehybe aZ na ty, které jsou zasaZeny spojitym spektrem. Ty mohou byt pohlceny
a zmizet. Tyto nové vlastni hodnoty bychom samoziejmé spojili s rezonancemi. Ve vo-
dikovém hamiltonidnu se takové nové vlastni hodnoty neobjevuji, ale pro mnohaddsti-
covy coulombicky hamiltonidn existuje podobnd teorie:

H =T+ V kinetickd plus potencidlni energie
H(O) = e 2T + e7°V.
Spojité spektrum se nyni sklddd z n¢kolika paprski
{t+e*a; ae[0, o)},

kde t jsou mozZné prahové energie systému. V tomto pfipadé se objevuji nové vlastni
hodnoty operdtoru H(®) a mohou byt pfesn& vypogitiny pomoci variaéni metody.
Navic matematicky pfesnd teorie rezonanci umozZiuje rigordzni studium celé fady ob-
jekt. Mné se naptiklad podatilo dokdzat konvergenci éasové zdvislé poruchové teorie
pro Augerovy stavy. Pomoci této teorie rozsifené na Starkovy hamiltonidny (Ira Herbst)
se ndm spoleéné s Evansem Harrellem podafilo vytvofit z Oppenheimerovy-Lanczosovy
formule pro hlavni asymptotiku Starkovych rezonanci matematickou vétu.

Co tedy vlastné€ teorie Schrodingerovych operdtorti dokdzala? Prispéla pfileZitostné
do jinych ¢&ésti fyziky, zvldsté€ do takovych, jako je teorie rezonanci nebo teorie ndhod-
nych pfimési, kde matematické jemnosti dostdvaji skuteény fyzikdlni vyznam. Z vedlej-
$ich vysledku ditleZitych pro matematiku jmenujme alespoii dvé oblasti: teorie operdtortl,
zvldsté spektrdlni analyza, a teorie drahového integrdlu byly dileZitym zplisobem osvét-
leny prdvé teorii Schrodingerovych operdtori. Koneéné je zde vnitini dynamika spojend
s intelektudlni poctivosti — co vSechno miZe a nemlZe byt rigor6zné vysvétleno
z prvnich principt, jestlize zacneme se zdkladnim formalismem nerelativistické kvantové
mechaniky. Vysledkem je teorie neCekané krdsy s vnitinimi vazbami k celé fadé aspekti
matematické a teoretické fyziky.
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