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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE, ROCNIK XXVIII (1983) CISLO 3

Fibrované variety a kvantova teorie

Herbert J. Bernstein a Anthony V. Phillips

Odvétvi matematiky, které rozsifuje pojem krivosti na
topologické analogie Mdbiova pdsu, miiZe pomoci pri
vykladu soucasnych teorii interakci elementdrnich cdstic.

Tésny vztah mezi matematikou a fyzikou se miZe laikovi zdat pfekvapivy, ale pro
¢lovéka duvérné seznameného s nékterym z obou obort jde o pfirozeny jev. Fyzikalni
problémy stimulovaly matematické mysleni jiZ od doby, kdy Egyptané zavedli geometrii
Jjako prostfedek presného zeméméfi€stvi. Newtonilv vynélez integraniho poctu byl vlastné
jeho reakci na problémy pfi formulaci zdkoni obecné gravitace. Nekone¢né trigono-
metrické fady byly zavedeny pfi studiu proudéni tepla. Abstraktni schémata budovana
souasnymi matematiky jsou stdle zaloZena, byt i jen vzdalené, na realnych situacich
ve fyzikové vesmiru.

Matematika neopomnéla tento dluh splatit. Matematicka teorie, vymyslena pfi feSeni
matematickych problému, se asto ukazuje byt pravé tim, co fyzikové potfebuji pfi
analyzach fyzikalnich jevi. Tenzorovy podet, vysledek téméf sta let prace takovych
matematiki jako Karl Fridrich Gauss, Bernhard Riemann a Tullio Levi-Civita, byl
nezbytny pro Einsteinovu formulaci obecné teorie relativity. V souc¢asné dobé z obdob-
ného matematického vyzkumu tézi fyzikové, ktefi studuji sily a kvantové mechanickd
pole zprostfedkovavajici interakce elementarnich Eastic.

Pole, ktera jsou k tomuto ucelu nejslibngjsi, se nazyvaji kalibraéni pole. Jejich uzitec-
nost tkvi pfedevS§im v tom, Ze umozfiuji vyjadrtit vztahy mezi silami, které se zdaji byt
pii povrchnim pohledu zcela odlisné. Kalibraéni pole hraji dileZitou roli v dnesnich
snahach vybudovat jednotnou teorii t¥i ze ¢tyf zdkladnich sil v pfirodé: silnych, slabych
a elektromagnetickych. V pripadé &tvrté zakladni sily, gravitace, neexistuje dosud jeji
kvantova formulace, ale obecna teorie relativity naznacuje, Ze nakonec i gravitaci bude
snad mozZné popsat kalibraéni teorii. Myslenka kalibraéniho pole byla zavedena Her-
mannem Weylem ve 20. letech tohoto stoleti, ale dne$ni smér jejiho vyvoje zalinad az
vr. 1954, kdy C. N. Yang a R. L. Mills (ktefi tehdy pracovali v brookhavenské narodni
laboratofi) aplikovali pojem kalibragniho pole na jaderné sily. Po témé&f 20 letech dal-
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§iho zdokonalovani byli fyzikové schopni vyjadfit pojem kalibraéniho pole takovym
zpisobem, Ze v ném bylo moZné rozpoznat pfiklad mnohem abstraktnéjsich struktur,
matematikim znamych jako konexe na fibrovanych varietich. Objev této ekvivalence
umoznil aplikovat zralé a nesmirné mocné matematické pojmy na popis fyzikalni reality.

Co je to kalibraéni pole? Co jsou to fibrované variety a jak vstupuji do fyziky? Co to
znamena, Ze na fibrované varieté existuje konexe a jaky je vztah mezi konexi a kalibra¢nim
polem? Pokusime se na tyto otazky odpovédét analyzou dvou fyzikalnich experimenti.
Jeden experiment ukazuje, co se stane, kdyZ je neutron plsobenim magnetického pole
otoden o 360°, a ve druhém jde o vliv magnetického pole na dva elektronové svazky
v pfipadé, Ze pole je pouze v prostoru mezi nimi. Kazdy z experimentii demonstruje
jinym zpusobem, jak se fibrované variety do kvantové teorie dostavaji. V experimentu
s rotaci neutronu je dileZita globalni struktura fibrované variety, zatimco v experimentu
s elektronovymi svazky hraje ustfedni roli konexe, lokalni struktura, kterou lze na fibro-
vané varieté zavést. Tato konexe je elementarnim, ale zdkladnim p¥ikladem kalibra¢niho
pole.

Studium fibrovanych variet je soucdsti matematického odvétvi zvaného topologie, ale
fibry jsou také pfedmétem zajmu diferencidlni geometrie, a to v diasledku jejich vztaht
ke geometrickému pojmu kfivosti. Myslenka konexe na fibrované varieté vznikla pfi
snahach zobecnit pojem kfivosti dvourozmérného prostoru, jako je napf. povrch
Zemé, na kfivost prostoru tfi nebo vice rozméri. Jiny zpidsob, jak vyjadfit matematicky
rozdil mezi zminénymi dvéma experimenty, které v dal§im popiSeme, vychazi z toho,
Ze experiment s rotaci neutronu se tyka topologie fibrované variety, zatimco experiment
s elektronovymi svazky jeji geometrie.

Experiment s rotaci neutronu o 360° byl navrZen jednim z nas (Bernsteinem) v r.
1967. Podobny myslenkovy experiment byl téméf soucasné popsan také Yakirem Aha-
ronovem a Leonardem Susskindem z univerzity Yeshvia. Tyto experimenty ilustruji
efekty stojici v pfikrém protikladu s intuici a jejichz matematickym ekvivalentem je
jednostrannost Mdobiova pasu. Zikladnim pojmem v nich je spin, vnitfni moment
hybnosti subatomovych &astic. Podle kvantové mechaniky se neutron nebo jina &astice
se spinem pfi rotaci spinu o 360° nevrati do svého pocdate¢niho stavu. Je zapotiebi
dvou plnych rotaci, tj. rotace o 720°, aby se &astice vratila do po&ate¢niho stavu.

K pochopeni tohoto experimentu je potfeba védét néco o kvantové teorii spinu.
Fyzikové rozsifili pojem vnitiniho momentu hybnosti ka¢i nebo gyroskopu do svéta
elementarnich ¢astic. Ve vSech pfipadech je spin vektorovou veli€inou, coZ znamen4, Ze
ma velikost a smér. Podle konvence sméfuje vektor spinu podél osy spinu ve sméru
uréeném pravidlem pravé ruky. JestliZe prsty pravé ruky jsou sevieny tak, jakoby chtély
osu spinu uchopit a prsty sméfuji ve sméru rotace, je smér vektoru spinu dan smérem,
ktery ukazuje palec.

Na rozdil od spinu ka¢i nebo gyroskopu je spin elementarnich &astic kvantovan:
jeho velikost miiZe nabyvat pouze uréitych diskrétnich hodnot, které jsou nasobky nej-
mensi moZné hodnoty spinu. Velikost spinu jakékoliv astice se nikdy neméni, nebot
jde o vnitfni vlastnost, kterd urluje totoZnost &astice. Elektron, proton a neutron (a fada
dalsich &astic) jsou nositeli nejmensi dovolené nenulové hodnoty spinu. Tato minimélni
hodnota je rovna h[2, kde h je Planckova konstanta rovna zhruba 10 =% ergsec.
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Omezeni velikosti spinu v kvantové teorii odrazi jesté jedno pozoruhodné experimen-
talni zji$téni. Jako ostatni vektory ma i spin své slozky podél os v libovolném soufadném
systému. Experimentitor musi vZdy vybrat urCitou osu, podél niZ chce slozku spinu
méfit. Bez ohledu na to, jaky smér zvoli jako referencni osu, jediné hodnoty, které vidy
naméfi, jsou +h/2 a —h[2. Zadné intermedidlni hodnoty nepozoruje. I pfes tuto ne-
intuitivni vlastnost spinu &astic, zlstava piedstava vektoru spinu uZite€na pro popis
neutronu. Je moZné polarizovat neutrony tak, Ze spiny vSech sméfuji ve stejném sméru.
Experimentator miiZe tento smér urdit nastavenim osy svého méficiho pfistroje tak, aby
byla maximalizovina pravd&podobnost detekce hodnoty + /2. Jsou-li viechny neutro-
ny ve stejném stavu, daji vSechny tento vysledek. Dohodneme se, Ze referen¢ni osu,
podél niZ jsou neutrony polarizovany, ozna¢ime z a dva mozZné stavy spinu nazveme
spin nahoru (+#/2) a spin dol& (—#/2).

Predstavme si, Ze vektory spinu vSech neutroni jsou otofeny vzhledem k pevné refe-
rendni ose. SloZzka spinu podél osy z se nemiize ménit spojité, protoZe méfeni dava
vzdy jen dv& diskrétni hodnoty + k|2 a —h/2. Co se zatne ménit, jsou pravd&podobnosti
nalezeni neutronu se spinem nahoru a se spinem dolii. V po¢atenim stavu byla pravdé-
podobnost nalezeni neutronu se spinem nahoru 1 a pravdépodobnost spinu dolua O.
Po otoleni vektoru spinu o 90° od osy z, klasicky (tj. nekvantové mechanicky) model
piedpovida, Ze sloZzka spinu podél osy z bude nulova. Vektor spinu bude orientovin
tak, Ze nesméfuje ani nahoru ani doli podél osy z. Pro neutrony ovSem projekce spinu
rovna nule neni moZna. Podle kvantové mechanického modelu zméni rotace spinu
0 90° pivodni stav neutronu na takovy, v némzZ pravdépodobnosti nalezeni neutronu
se spinem nahoru a dolu jsou obé& rovny 1/2.

Tento vysledek smifuje kvantovani spinu s jeho klasickym popisem. Mé&Fime-li slozky
spinu jednotlivych neutrond, jejichZ vektory spint jsou kolmé na osu z, podél osy z,
dostaneme v poloving pfipadii spin + /2 a v poloving —h [2. Souget, a tedy také stfedni
hodnota vSech zméfenych sloZek je 0, v souhlase s klasickym vysledkem. Podobnym
zplisobem pfevede rotace o 180° neutron do stavu se spinem dolii. Tzn., Ze pravdépodob-
nost nalezeni spinu nahoru je 0 a spinu dold je 1. Po dokondeni celé rotace je pravdé-
podobnost spinu nahoru (tj. pravdépodobnost, Ze slozka spinu podél osy z je +4/2)
opét 1 a pravdépodobnost spinu dolil 0. Fyzikové povaZuji riiznost spinovych stavi
a potfebu pojmu pravdépodobnosti za zikladni postuldty kvantové teorie. Pravdépo-
dobnosti se poditaji z vlnovych funkci, které pfedstavuji matematicky popis stavi
kazdé &astice. Pro kazdy bod prostoru existuje €islo, zvané amplituda pravdépodobnosti
daného stavu neutronu. Néazev amplituda souvisi s vlnami, pomoci nichZ kvantova
mechanika &stice popisuje. Skutednost, Ze amplituda pravdépodobnosti miZe byt
kladna anebo ziporna, odraZi schopnost vin skladat se konstruktivn& nebo destruktivng.
Pravdépodobnost nalezeni &stice v daném stavu je urena Etvercem odpovidajici ampli-
tudy pravdépodobnosti. Ctverec amplitudy zajidtuje, Ze pravdépodobnost sama je vidy
kladné &islo.
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PonévadZ neutron existuje ve dvou réiznych spinovych stavech, je uplny popis neutro-
nu v daném prostorovém bodé dédn dvéma &isly: amplitudami pravdépodobnosti pro
spin nahoru a spin dold. Jeden zpisob, jak tyto dvé€ amplitudy zndzornit, je vynést je
na dvé vzijemné kolmé osy oznalené ,,nahoru“ a ,doli* v abstraktnim prostoru
neutronovych stavii (viz obr. 1). Stav neutronu Ize zndzornit bodem na tomto obrazku.
Je-li potatedni stav neutronu se spinem nahoru, znamen4 to, Ze amplituda pravdépodob-
nosti spinu nahoru je 1 a amplituda pravdépodobnosti spinu doli 0. Této kombinaci
hodnot odpovida bod vzdaleny o jednotku od po¢atku ve sméru osy ,,nahoru®.

Pfi zméné orientace spinu neutronu se kaZda z amplitud pravdépodobnosti spojit&
méni. Soudet obou pravdépodobnosti pfitom ovsem ziistava stile roven 1, protoZe spin
nahoru a spin dolt jsou jediné moZné stavy neutronu. Soucet ¢tverci amplitud pravdé-
podobnosti pro spin nahoru a spin dolit musi proto byt 1 a odpovidajici bod, reprezen-
tujici stav neutronu, musi leZet na kruZnici s polomérem 1. Kazdy pfipustny stav lze
potom oznad&it uhlem méfenym od osy ,,nahoru‘‘ k tomuto bodu. Tento thel se nazyva
zobecnéna faze neutronového stavu.

STAV NEUTRONU /P NAHORU

DELKA VEKTORU
SPINU ROVNA h/2

Z

<
ooLy €—SIN 9/2—>]
NEUTRON
SPIN
NAHORU DRAHA PRECESE

Obr. 1. Vektor spinu neutronu muZe vykondvat precesi, ale tuto precesi nelze geometricky zndzornit
klasickym zptisobem (vlevo), nebot méfeni spinu podél dané osy da vidy jen hodnoty --#/2 nebo
—#/2. V kvantové mechanice se precese projevuje jako zména pravdépodobnosti nalézt neutron se
spinem + #/2 (nahoru) a —#/2 (dold). Pislusné amplitudy pravdépodobnosti 1ze povazovat za sou-
fadnice v abstraktnim prostoru, jehoZz osy jsou oznaeny ,,nahoru* a ,,dola* (vpravo). Po precesi
0 90° od osy z nesméfuje vektor spinu ani nahoru ani doli. Méfime-li nyni slozku vektoru spinu
podél osy z zjistime, Ze v poloviné piipadti sméfuje spin nahoru a v poloviné dolii. Sttedni hodnota
spinu podél osy z je tedy 0, v souhlase s klasickym vysledkem. ProtoZe pravdépodobnosti jsou stejné,
Ize odpovidajici amplitudy pravdépodobnosti vybrat tak, Ze i ony si jsou rovné. Odpovidajici bod
v prostoru spinovych stavli neutron je vzdalen o uhel 45° od osy spinu nahoru. Fyzikalni precese
o uhel © vyvola zménu zobecnéné faze o tihel ©/2, kterou lze znazornit jako rotaci v prostoru spino-
vych stavll neutronu.
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Po rotaci vektoru spinu 0 90° od osy z, musi byt absolutni hodnoty amplitud pravdé-
podobnosti pro spin nahoru a spin dold stejné, nebof ob& odpovidaji pravdépodobnosti
1/2. Bod prostoru neutronovych stavi leZi proto uprostfed mezi osami ,,nahoru*
a ,,doli“. Z toho plyne, Ze v diisledku rotace vektoru spinu neutronu o 90° se zobecnénd
faze neutronu zménila o 45°.

Po rotaci o 180° sméfuje vektor spinu neutronu dold. Tzn., Ze amplituda pravdépo-
dobnosti spinu dolu je 1 a amplituda pravdépodobnosti spinu nahoru 0. Odpovidajici
bod v prostoru neutronovych stavi leZi ve sméru otofeném o 90° od sméru osy z.
Po rotaci o 360° ob& amplitudy pravdépodobnosti zmé&ni znaménko. Je tieba dvou pl-
nych rotaci, tj. rotace o 720°, aby obé& amplitudy pravdépodobnosti nabyly svych po&a-
te€nich hodnot.

Tento rys kvantové teorie se miZe zdat na prvni pohled paradoxni. ObycCejné se
objekt po tplné rotaci v prostoru navrati do stavu, z néhoz vysel. Télo Clovéka nebo
gyroskop se nezméni pfi rotaci o 360° kolem libovolné osy. Tato skuteénost je vSeobec-
nou zkuSenosti tak hluboce zakofen&€nou, Ze ackoliv teorie spinu neutronu je nyni jiz
né&jakych 50 let stara, do r. 1967 se i vétsina fyzikii domnivala, Ze rotace o 360° nemuZe
mit Zadné pozorovatelné disledky. Z kvantové teorie plyne, Ze amplitudy pravdépodob-
nosti nelze méfit pfimo. Zména znaménka amplitudy zpisobend takovou rotaci se ne-
projevi, kdyZ pfi vypoétu pravdépodobnosti amplitudu umocnime na druhou.

Na druhé strané i ve svété€ makroskopickych objekti existuji uréité okolnosti, za nichz
rotace o 360° pozorovatelné disledky md. Mé&me napf. dva objekty spojené pruZnou
stuhou. Je zfejmé, Ze liplna rotace jednoho objektu nevede na systém v jeho poéate¢nim
stavu, nebof stuha se pfitom zkrouti. Co jiZ neni tak o€ividné je to, Ze dalsi plna rotace,
a to ve stejném sméru, miiZe takovy systém uvést do pocate¢niho stavu: stuha miZze byt
rozkroucena, i kdyZ relativni natogeni obou objektil zistane nezmén&no.*) Tento efekt
Ize demonstrovat také tak, Ze v dlani ruky drZime skleni¢ku vina a otacime ji okolo
jeji vertikélni osy, aniZ pfitom pohybujeme té€lem jako celkem. Po rotaci o 360° se
sklenka vrati do své pocateéni orientace, ale ruka je zkroucena. Dalsi rotace o 360°
uvede sklenku i ruku do jejich péivodnich poloh (viz obr. 2).

Viechny tyto jevy, makroskopické i kvantové mechanické, lze znazornit pomoci
vlastnosti jedné fibrované variety. Fibrovanad varieta je matematicka struktura, ktera
se sklada z dvou riiznych mnoZin bodi, zvanych baze B a totalni prostor E, a pravidla
D, tzv. projek&niho zobrazeni, které kazdému bodu z E pfifadi bod z B. V pfipadé rotace
sklenky vina reprezentuji body baze riizné mozZné orientace ruky se sklenkou. Body

*) MozZna realizace experimentu: Na vniténi okraj koletka s otvorem zav&€sime pomcci stuhy
tuzku. Oto&ime-li kole¢kem doprava o 360° a tuzka zQstiva nehybnd, stuha se pfekrouti. Nyni tuzku
ve svislé poloze zvedneme a prostréime otvorem v kole¢ku, takZe kole€ko je zavé$eno na tuzce. Po-
otocime-li kole¢kem znovu o 360° doprava a tuzku prostréime otvorem zpé&t, dostane se cely systém
do vychozi polohy. Pfi pozorovani v kolmé projekci se oviem koledko otogilo o 720° a tuzka zustala
nehybnd. (Pozndmka redakce PMFA)
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Obr. 2. Fibrované variety umoznuji vyjadrit piesnou matematickou analogii mezi pohyby pfi filipin-
ském lidovém tanci Binasuan (tanec s vinem) a kvantové mechanickym vlivem magnetického pole
na spin neutronu. Prfi tanci s vinem neni mozné ztotoznit orientaci sklenky vina pfi rotaci kolem jeji
vertikalni osy s relativni orientaci sklenky a téla tane¢nice. Jsou-li chodidla tane¢nice pevné na misté,
zpusobi jedna rotace ruky se sklenkou vina zkrouceni téla tane¢nice. Dalsi rotace ruky o 360° ve stej-
ném sméru, uvede ruku i télo tane¢nice do ptivodniho stavu. Zména zobecnéné faze neutronu v mag-
netickém poli ma stejny vztah k orientaci rotujiciho vektoru jeho spinu.
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totalniho prostoru pfedstavuji rotaci ruky vzhledem ke zbytku téla. Projekéni zobrazeni
definuje ptifazeni mezi kazdou rotaci a relativni orientaci touto rotaci uréenou.

V pfipadé rotace spinu neutronu reprezentuji body baze orientaci vektoru spinu.
V situaci, kterou podrobné popisujeme, rotuje vektor spinu v dané roving, a tedy jeho
orientaci lze popsat Ghlem odklonu od osy z (jiné moZnosti lze vySetfovat analogicky).
Body v totdlnim prostoru odpovidaji zobecnénym fazim neutronového stavu a jsou
znazornény body na jednotkové kruznici v prostoru neutronovych stavi, jehoz sou-
fadnice jsou ,,nahoru* a ,,dola*. Kazdy z téchto bodu lze popsat thlovou vzdalenosti
od osy ,,nahoru‘. Projekéni zobrazeni zde pfifazuje kaZzdému bodu totdlniho prostoru
bod v bézi, a to podle pravidla p(®) = 2¢ (modulo 360°). Aplikace tohoto pravidla
odpovidd ovinuti kruZnice zobecnénych fazi 2x kolem kruZnice orientaci vektoru
spinu, coZ znamen4, e pro kazdou takovou orientaci jsou mozné 2 fize: ¢ a & + 180°.

Obr. 3. Fibrovani va-
rieta dvojiho prokryti
predstavuje mnozinu
vzajemnych rotaci ruky
tane€nice a zbytku jeji-
ho t&la (obr. 2). Sipky
oznaduji pevnou orien-
taci chodidel tane&nice.
KruZnice v dolni &asti
obrazku predstavuje
orientace ruky. Pohyb
kolem této kruZnice vy-
voldva pohyb podél jed-
noho ze segmentl
zkroucené kruZnice na
hornf{ &asti obrdzku. To-
pologie horni kfivky
ukazuje, Ze rotace o 90
proti sméru hodinovych
rucdi¢ek je ekvivalentni
rotaci o 630° ve sméru
hodinovych rué&igek.

Vztah mezi body v totalnim prostoru a bazi je obecné vyjadfen tvrzenim, Ze totélni
prostor je ,,nad“ bazi. Pfedstavujeme si totiZ, Ze ty body totdlniho prostoru, kterym
projekéni zobrazeni pfifadi tyZ bod baze, lezi vertikdlné nad timto bodem. MnoZina
bodi totalniho prostoru leZici nad danym bodem béze se nazyva fibr. Pfi definici fibru
se dale vyZaduje, aby fibry nad libovolnymi dvéma body baze byly topologicky ekviva-
lentni, tj. aby se topologicka struktura fibru neménila pfi pfechodu od jednoho bodu
baze k druhému. V nékterych pfipadech tvofi fibr nad kazdym bodem baze pfimku.
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Zde je pivod nazvu fibrovana varieta (anglicky original fiber bundle = svazek vlaken
je v Ceské matematické terminologii pfekladan jako fibrovand varieta, pozn. prekl.),

nebot je-li kazdy fibr pfimka, vypada totalni prostor jako svazek vlaken. Protoze fibry
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Obr. 4. Fibrovana varieta se sklada z baze, totalniho prostoru a zobrazeni, které promita kazdy bod
totalniho prostoru do todu baze. Mnozina vSech bodu totalniho prostoru, které jsou promitnuty
do jedroho bodu bdze se nazyva fibr. Totdlni prostor proto pripominad svazek vliken. Kazdy fibr
ve fibrované varieté musi mit stejnou topologickou strukturu, a proto lze viechny fibry reprezentovat
jednim typickym fibrem. Jde-li o plné vélce (vievo nahofc) nebo Mabitiv pas (vpravo nahofe), jsou
fibry tvofeny primkami nad body béaze, zatimco u prstence (vlevo dole) nebo Kleinovy lihve (vpravo
dole) jsou tibry odpovidajici kazdému bodu bize kruznice. Pohyb v bdzi mize vyvolat zménu orien-
tace fibri, ktera zavisi na topologické struktufe totalniho prostoru. Jeden obéh podél drahy v bazi
zmCni oriertaci fibru u Kleinovy fdhve a Mdbiova pdsu, ale nikoliv u vilee a prstence. V pripadé
Kleinovy ldhve sc zdd, ze pri pohybu od fibru k fibru prochdzi lihev sama sebou. Tomuto jevu se
nelze u trirozmérného obrazku vyhnout.



nad vSemi body baze jsou topologicky ekvivalentni, lze je popsat jako kopie jednoho,
tzv. typického fibru F. Typicky fibr v pfipadé rotace spinu neutronu je prostor sklida-
jici se z dvou rtiznych bodd. Napf. nad bodem baze oznadenym 0° jsou dva body total-
niho prostoru, které odpovidaji zobecnénym fazim 0° a 180°. Fibr nad 0° je tedy mno-
Zina skladajici se z rotace o 0° a 180° v totdlnim prostoru. Podobné fibr nad 90° je
mnoZina skladajici se z rotaci 0 45° a 225°. V této varieté je baze i totalni prostor topo-
logicky ekvivalentni kruZnici. Projek&ni zobrazeni pfipomina dfivéjsi obrazek, ve kterém
se hrana Mobiova pasu promita na kruZnici.

*

Jak je v modelu rotace spinu neutronu pomoci fibrované variety znizornén vztah
mezi rotaci v prostoru a zobecnénymi fazovymi posunutimi? Predstavme si, Ze neutron
zadind ve stavu, v némZ vektor spinu smé&fuje podél kladné osy z (@ = 0°), a tedy
amplitudy pravdépodobnosti spinu nahoru a dol# jsou 1 a 0. Tomuto stavu (viz obr. 5)
odpovida bod ¢ = 0° na jednotkové kruZnici v abstraktnim prostoru spinovych stavii
neutronu. NaSe pfedchazejici diskuse ukazuje, Ze jestliZe nyni spin neutronu otocime

UHEL ZOBECNENE 270°
FAZE ¢ *
315° 90°
\ 225°
135°
45°
0°
TOTALN/
180° PROSTOR
UHEL ORIENTACE 180°
6 =2¢ (MODULO 360°) .
270°
90°
0° ,
— BAZE

Obr. 5. Fibrovana varieta faizovych posunuti ukazuje vztah mezi uhlovou precesi spinu neutronu
a posunutim jeho zobecnéné faze. Body baze reprezentuji orientace vektoru spinu neutronu. Body
totalniho prostoru predstavuji relativni fAzova posunuti v prostoru neutronovych stava, ktera odpo-
vidaji dané orientaci jeho spinu. Projekéni zobrazeni na této varieté pfifazuje napf. bodim totalniho
prostoru oznafenym 45° a 225° bod bize 90°, tzn., Ze obé faze 45° i 225° odpovidaji téZe orientaci
vektoru spinu oznacené 90° (zhledem k ose z). Topologie totalniho prostoru viak ukazuje, Ze fazové
posunuti 225° vyzaduje precesi o 450°, tj. o jednu a &tvrt otacky.
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o 90°, tj. nabude hodnoty @ = 90°, zméni se zobecnéna fize na ¢ = 45°. JestliZe
vektor spinu otofime o dalSich 90° az na © = 180°, posune se bod na kruZnici fazi
do bodu ¢ = 90°. Vztah mezi rotacemi v prostoru a posunutimi zobecnénych fazi lze
popsat tak, Ze bod na kruZnici fazi se pohybuje spojité takovym zplisobem, Ze ziistavi
vZdy nad bodem kruZnice orientaci spinu v prostoru. Tento geometricky princip spolu
s topologickou strukturou fibrované variety vysvétluje zménu znaménka stavu neutronu
po rotaci o 360° jako efekt obraceni faze. Jedna uplna rotace v bazi posune zobecnénou
fazi do opatné hodnoty, neZ byla pivodni. (Obr. 5)

Jak lze otodit vektor spinu o 360°? Dne$ni experimenty vyuZivaji magnetickych
vlastnosti elektricky neutralnich ¢astic. Neutron nema pouze spin, ale také magneticky
moment, ktery ¢ini neutron podobnym tyéovému magnetu rotujicimu kolem osy sever—
jih. Piedpokladejme, Ze v podatenim stavu sméfuje vektor spinu neutronu ve sméru osy
z a zapojme nyni magnetické pole kolmé k této ose. Torze, kterou plisobi vnéjsi magne-
tické pole na tyCovy magnet, zplisobi, Ze rotujici magnet za¢ne vykonavat pohyb kolem
sméru magnetického pole. Vektor spinu neutronu vykonava precesni pohyb v roviné
kolmé k magnetickému poli, podobné jako to Cini rotujici gyroskop v gravitanim poli.
Pro otoceni spinu neutronu lze tedy vyuZit jeho magnetického momentu. Ve skutec-
nosti, i kdyZ magnetické pole neni kolmé k plivodnimu sméru spinu, vykonava neutron
precesni pohyb s frekvenci, ktera je Umérna intenzité magnetického pole a ktera nezavisi
na puvodni orientaci spinu neutronu. VSechny neutrony nepolarizovaného svazku
prochazejiciho magnetickym polem tedy vykonavaji precesni pohyb se stejnou frek-
venci, ktera se nazyva Larmorova frekvence.

Otocit spin neutronu o 360° vak nestadi. Je nutné mit moZnost srovnat amplitudy
pravdépodobnosti pro otofeny neutron s amplitudami pravdépodobnosti, které odpo-
vidaji pivodnimu stavu. Amplitudy pro tyto dva stavy maji stejnou velikost, ale opaéné
znaménko. Tento rozdil v znaménku lze detegovat, nebot v kvantové mechanice je
moZné, aby &astice dospéla do jednoho bodu prostoru po dvou riiznych drahach (v tom
smyslu, Ze existuje nenulova pravdépodobnost detekce &astice podél obou téchto drah).
Jako vZdy jsou v kazdém bod& obou drah dany pravdépodobnosti jako &tverce amplitud
pravdépodobnosti. V bodé, kde obé drahy prispivaji k pravdépodobnosti detekce
Castice, je amplituda pravdépodobnosti rovna souétu amplitud pravdépodobnosti od
jednotlivych drah. Seéteni amplitud pfedchazi pfi vypoétu pravdépodobnosti umocnéni.
Toto pravidlo, které v sobé zahrnuje jev kvantové interference, umoZziiuje zméfit zménu
znaménka spojenou s rotaci o 360°. Nedavny vyvoj neutronového interferometru umoz-
nil rozstépit svazek neutront tak, Ze Castice sleduji dvé drahy a pfitom tyto svazky lze
pozdéji opét rekombinovat. Navic 1ze otodit vektor spinu neutronu pouze v jednom
svazku. Je-li relativni rotace svazku 360°, projevi se vyslednd zména znaménka jako
destruktivni interference.

Experimenty s cilem detegovat rotaci spinu neutronu o 360° byly provedeny nékolika
skupinami. Helmut Rauch, Ulrich Bonse a jejich kolegové piedvedli tento efekt poprvé
v roce 1976 v tistavu Laue-Langevin v Grenoblu. Zhruba ve stejnou dobu vykonal po-
dobny experiment tym americkych védct vedeny Samuelem Wernerem z univerzity
Missouri. V roce 1976 pak Anthony Klein a G. I. Opat z univerzity Melbourne vyuZili
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Obr. 6. Precese vektoru
spinu neutronu v magnetic-
kém poli pfipomina precesi
gyroskopu v gravitaénim
poli. Magnetickd torze pu-
sobici na spin neutronu
zpusobuje precesi, jejiZ frek-
vence je umérnd intenzité
magnetického pole a nezi-
vislda na orientaci spinu
neutronu. Je-li podate¢ni
smér vektoru spinu neutro-
nu ,,nahoru* a magnetické
pole je k nému kolmé, bude
vektor spinu po precesi
o Ghel 180° sméfovat dolu.
Pii intermedidlnich uhlech
je podle klasické fyziky
sloZzka vektoru spinu mé-
fend podél osy z rovnd pro-
jekci vektoru spinu na tuto
osu. V kvantové mechanice
muze slozka spinu podél
libovolné osy nabyvat pou-
ze dvou hodnot: +1/2
(v jednotkach Planckovy
konstanty #i) nebo —1/2.
Pfi precesi se méni pravdé-
podobnosti detegovat neu-
tron ve stavu se spinem
nahoru (+#/2) nebo dolu
(—#/2). Kaida z téchto
pravdépodobnosti je dana
¢tvercem amplitudy prav-
dépodobnosti, jez miize na-
byvat kladnych i zdpornych
hodnot. Kvantové mecha-
nickou precesi spinu neu-
tronu lze graficky zndzornit
jako rotaci stavu neutronu
v abstraktnim prostoru, je-
hoZ soufadnicemi jsou am-
plitudy pravdépodobnosti
nalézt neutron se spinem
nahoru nebo dolu.

— opét v istavu Laue-Langevin — k demonstraci efektu rotace spinu neutronu nové

metody Fresnelovy difrakce.
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Jadrem typického neutronového interferometru je perfektni valcovy krystal kiemiku,
rozfiznuty tak, Ze z neporusené baze vystupuji tfi vylesténa ,,ucha‘ (viz obr. 7). Svazek
neutroni se pfi ndrazu na prvni ucho rozdéli na prochazejici a lomeny svazek. Na druhém
uchu se opét kazdy ze svazkil rozdéli a na tfetim uchu oba &aste&né svazky rekombinuji.

ELEKTROMAGNET
&itaé

MAGNETICKE POLE
VYPNUTO

MAGNETICKE POLE
ZAPNUTO

Obr. 7. Neutronovy interferometr
vyfiznuty z jednoho perfektniho
krystalu kfemiku ma 3 projeéni
,,ucha. Ka?dé ucho rozdéluje
svazek neutroni na dva &aste¢né
svazky: prochazejici a lomeny.
V tomto experimentu prochazi
jeden ze svazku magnetick)"m:po-
lem, které ota¢i vektor spinu
neutronu, a tim zpusobuje zménu
zobecnéné faze neutronového sta-
vu. Rekombinované svazky spolu
interferuji v zdavislosti na jejich
relativnim fazovém rozdilu. Je-li
magnetické pole nulové, Zadny
fazovy rozdil nevznikd a svazky
interferuji konstruktivné. JestliZe
magnetické pole oto&i vektor spinu
neutronu jednoho svazku o 360°,
vznikne fazovy rozdil 180° a svaz-
ky interferuji v ¢itadi E destruktiv-
né. Maxima neutronovych vin
odpovidaji pruhiim gernym
a minima $edym. Amplitudy prav-
dépodobnosti spinovych stavii jsou
zndzornény relativnimi délkami
pruhii. ProtoZe neutron na obraz-
ku je v po¢dte¢nim stavu se spinem
nahoru, je amplituda pravdépo-
dobnosti spinu dold nenulova jen
v oblasti magnetického pole. Za-
porné amplitudy pravdépodob-
nosti jsou zndzornény tim, Ze
maxima se zméni na minima
a obracené. Rozptyl neutront na
jednotlivych uchach nevyvolavd
v prochazejicim svazku Z4ddné fa-
zové posunuti, zatimco u lomené-
ho svazku vede k fazovému posu-
nuti o 90° (tj. vynechani jednoho
pruhu).

Rekombinace je konstruktivni nebo destruktivni v zavislosti na jejich zobecnénych fa-
zich. Rekombinovany svazek se pak opét déli na dva CasteCné svazky a Citace nebo
detektory umisténé za tfetim uchem zaznamenavaji podet neutrond v kazdém z nich.

Pravdépodobnost, Ze neutron vleti do detektoru, ktery stoji v cesté rekombinovanému
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svazku, se méni se zménou zobecnéné faze rotovaného svazku. Mé&¥i se pocet neutronit
dopadajicich do detektoru za 1 sekundu. Jsou-li oba &aste¢né svazky, v pfipadé, Ze
k rotaci spinu nedochazi, pfesné ve fazi, je podet detegovanych neutront vysoky. Je to
dusledek konstruktivni interference, tj. skute€nosti, Ze ob&é amplitudy maji stejnou fazi
a Ctverec jejich soudtu nabyva své maximalni hodnoty. Obecné, kdykoliv je rozdil fazi
0° nebo nasobek 360° dochazi ke konstruktivni interferenci. Po jedné rotaci vektoru
spinu neutronu o 360° nabyva rozdil fazi hodnoty 180° a amplitudy maji proto opa&na
znaménka. V idedlnim pfipadé by byl jejich soudet rovny 0. V praxi dosahuje podet
detegovanych neutronll svého minima, které je pak projevem destruktivni interference.

Rotace spinu neutronu se provadi pomoci elektromagneti umisténych v prostoru
mezi druhym a tfetim uchem. Jeden z ¢astenych svazki prochazi polem tohoto mag-
netu, zatimco druhy nikoliv. Magnetické pole tedy rotuje spin neutronl z jednoho
svazku. Uhel oto&eni je pfitom umérny intenzité magnetického pole. V disledku toho
roste zobecnénd fize svazku prochazejiciho magnetickym polem spojité od 0 az do
svého maxima v zdvislosti na tom, jak experimentator méni proud prochazejici elektro-
magnetem. Jak se fazové posunuti zvétsuje, klesa polet detegovanych &astic a interfe-
rence se méni od konstruktivni k destruktivni. Po dosaZeni minima se pocet neutroni
opét zvySuje aZ zpét na svou maximalni hodnotu, kterd odpovida rotaci zobecnéné faze
0 360°. Vysledny cykl zmén po&tu detegovanych neutrond se opakuje, pokud proud
magnetem roste. ProtoZe uhel rotace spinu neutronu nezavisi na jeho po&ateéni orien-
taci, nevyZaduje experiment polarizovany svazek neutront.

*

Uhel, o né&jz se otodi vektor spinu neutronu v magnetickém poli, je rovny Larmorov&
precesni frekvenci nasobené Casem, ktery neutron v tomto poli stravi. Lze ho tedy
vypocitat ze zmé&fené rychlosti svazku, intenzity pole a vzdédlenosti, kterou svazek v poli
probéhne. V experimentu Raucha, Bonseho a jejich kolegl urazily neutrony v magne-
tickém poli drahu 1,5 cm rychlosti 2 170 m/s, takZe kaZdy neutron stravil v poli o néco
méné neZ 7 mikrosekund. Pfi maximdlnim proudu elektromagnetem byla intenzita
magnetického pole 433 gaussl, coZ odpovidda Larmorové prevenci 433 milidont stupiiil
za sekundu. Za zminénych 7 mikrosekund vykona spin kazdého neutronu zhruba 8 pl-
nych otalek. JestliZe by kazda rotace o 360° uvedla neutron do jeho pod&ate€niho stavu,
olekavali bychom 8 cykli maximalnich a minimalnich poétd detegovanych neutroni.
Skuteény vysledek je podstatné jiny. Jak se intenzita magnetického pole zvétSuje od nuly
ke své maximalni hodnoté&, prochazi pocet detegovanych neutronit pouze 4 cykly.

Vysledek pokusu s rotaci spinu neutronu ukazuje, Ze fibrované variety v kvantové
mechanice existuji a Ize je pozorovat. Fibrovana varieta spojena s rotaci spinu neutronu
je ovsem mimofédné jednoduchd, protozZe jeji baze i totalni prostor jsou jednorozmérné.
(P"ripomcﬁme, Ze jak baze, tak totalni prostor jsou kruZnice, pfi€emzZ totalni prostor je
dvakrat pfekroucen jako hrana Mébiova pasu.) Vztah mezi rotaci a fazovym posunu-
tim je dan pravidlem, Ze bod v totalnim prostoru leZi vZdy nad bodem baze. ProtoZe
totalni prostor ma pouze 1 stupeti volnosti, specifikuje toto pravidlo jednozna¥n& fazové
posunuti pro kaZdou rotaci.
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V obecnégjsi fibrované varieté neni situace tak jednoducha. Je-li napf. fibr tvofen
celou pfimkou, vyvolava pohyb v bazi pfechod mezi fibry, ale nespecifikuje, ktery bod
fibru ma byt pietat. Jednozna¢nému urleni drahy v totdlnim prostoru takové fibrova-
né variety je zapotiebi dodate¢né struktury. Procedura, kterd uréuje drahu v totidlnim
prostoru leZicim pfimo nad drahou v bazi za pfedpokladu, Ze je didn pocatecni bod
drahy v totalnim prostoru, se nazyvéa zdvih drahy.

Studium fibrovanych variet vyrostlo ze snah zjednodusit analyzu pojmu kfivosti
na varietich, abstraktnich topologickych prostorech s libovolnym poétem rozmeéri.
Myslenka fibrované variety byla implicitné obsaZena jiZ v praci francouzského matema-
tika Elie Josefa Cartana, ale jeji prvni explicitni formulace pochazi od Hasslera Whit-
neye (nyni v Institute for Advanced Studies) z roku 1935. Pojem zdvihu drédhy byl roz-
vinut jako systematickd metoda porovnavani kfivosti v riznych bodech variety a kolem
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Obr. 8. N&kolik interferen¢nich cykli Ize vyvolat i slabym magnetickym polem. Uhel celkové precese
rotovaného svazku lze vypocitat z intenzity magnetického pole. Na grafu intenzity rekombinova-
ného svazku v zavislosti na uhlu @ pfipomind experimentalni kfivka graf funkce cos €/2. Pozadi
zpusobuje, Ze v minimech neni po&et detegovnych neutront piresné 0. Osm Uplnych rotaci svazku
dava pouze ¢tyfi maxima intenzity.

r. 1950 byl francouzskymi matematiky Charlesem Ehresmannem a Henri Cartanem
rozsifen na fibrované variety.

Ptedstavme si nejjednodussi zakfivenou varietu: dvourozmérny povrch koule. Pozoro-
vatel stojici na povrchu ma k dispozici celou kruZnici smérti, podél nichZ se po povrchu
koule mtzZe divat (pfedpokladame, Ze pozorovatel se divd pouze po povrchu a nikoliv
nahoru nebo dolt). Takovy kruh sméri existuje pro kazdy bod povrchu. Jejich mnozina
tvoii pfirozenym zpiisobem fibrovanou varietu zvanou varieta smérti na povrchu koule.
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Béze této variety je povrch sam. Fibr nad bodem baze predstavuje mnoZinu viech sméra

na povrchu koule, podél nichz se 1ze z tohoto bodu po povrchu divat. Kazdy fibr je
tedy kruznice.

Neni mozné nakreslit vérny obraz celého totalniho prostoru variety smérll na povrchu
koule. Jeden 7 diivodii, pro¢ takovy obraz nakreslit nelze, spocivd v tom, Ze je topolo-
gicky nemozné pfifadit spojitym zpusobem referencni smér vSem bodiim na povrchu

Obr. 9. Varieta smérti na povrchu koule
je dalezitym prfikladem fibrované variety.
V kazdém bodé€ na kouli existuje kruznice
smért, podél nichz se lze divat po povr-
chu. Abychom mohli témto smérim pfti-
fadit uhly, je tfeba nejdfive v kazdém
bodé definovat referenéni smér. Kdyby
bylo mozné pfifadit referenéni smér viem

bodim spojit€, bylo by na kouli mozné
g _ gsggfi’f”/ ,,uCesat vlasy‘“. To v§ak neni mozné, nebof
. k. POLOKOUL/ na kouli musi vzdy existovat misto kde
2 : g (uCEsane viasy) vlasy ptipominaji ,,oliznuti kravou*.
Vlasy lze na kouli ucesat v libovolné
oblasti, ktera neni celym povrchem. Tak
napf. na rovinné map¢ severni polokoule
specifikuje popis ,,vlevo dolu‘ v kazdém
. bodé€ urcity smér atak definuje spojitou
mnozinu referenénich sméra na polokouli.
O fibrované variet€¢ sméri ra polokouli
si lze udélat obrazek, vezmeme-li za bazi
jeji rovinnou mapu. Kazdy smér v uréi-
tém bodé& polokoule je znazornén bodem
na vertikalni usedce nad odpovidajicim
bodem baze. Vyska nad bodem baze je
uréena uhlem, ktery pfislusny smér svira
s referenénim smérem. Vysky 0° a 360°
odpovidaji stejnému sméru. Totalni pro-
stor variety je valec a spodni a horni bod
kazdého fibrujsou totozné. I kdyz Sipky,
které definuji referenéni sméry v rovinné
mapé, jsourovnobézné, nepredstavujijejich
protéjsky na polokouli paralelni pfenos.
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koule. Tato skutecnost je vyjadiena réenim ,,vlasy na kouli nelze ucesat. Nejméné
v jednom bodé€ na kouli vlasy nutn€ pfipominaji stav po ,,oliznuti kravou'‘. Na druhé
strané Ize uesat Cast povrchu koule, v krajnim pfipadé cely povrch koule s vynechanim
jednoho bodu. Na takové ¢asti povrchu jiz kazdému bodu referencni smér pfiradit lze,
a tedy lze také nakreslit topologicky vérny obrizek totalniho prostoru variety sméri.
Napf. na rovinné mapé severni polokoule je mozné znazornit spojitou mnoZinu sméri
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mificich napf. vlevo doli. Tuto mnoZinu sméril pak lze pfenést zpét na severni polokouli
a tak ,,uCesat jeji vlasy““.

Ucesani vlastt na polokouli pfifazuje kazdému jejimu bodu referenéni smér. Totalni
prostor variety smérli na polokouli Jze znazornit vertikalnimi fibry. Odpovida-li dolni
bod kazdého fibru pfislusSnému referenénimu sméru, pak uhel, ktery s nim svira libo-
volny jiny smér, Ize znazornit vyskou odpovidajiciho bodu na fibru (obr. 9). Bod v polo-
viné fibru predstavuje smér svirajici s referenénim smérem uhel 180°, zatimco horni bod
odpovida sméru 360°. Vzhledem k tomu, Ze uhel 360° splyva s referenénim smérem,
predstavuje dolni a horni bod kazdého fibru jeden a tentyZ bod totalniho prostoru.

Jak definovat zdvih drahy na varieté smérii na kouli? Draha v bazi variety smért
je draha na povrchu koule. Zdvihnout tuto drdhu do totalniho prostoru znamena
v kaZzdém bodé¢ drahy vybrat jeden smér. Pfedstavte si hodinky s jednou ruci¢kou, jejichz
téZisté se pohybuje po draze na kouli a rucicka se ptitom volné otaci kolem ¢iselniku.
Pfi zdvihnuti drahy je tfeba urcit polohu rucicky v kazdém bodg€ drahy, je-li dana jeji
vychozi poloha. UvaZujeme-li pouze topologii koule, coz znamena, Ze jeji povrch lze
natahovat a deformovat (ale ne roztrhnout) jako by byl z gumy, neexistuje Zadné prefe-
rované pravidlo, jak drahu zdvihnout. Zakladni dived spociva v tom, Ze neexistuje
Zadny topologicky vztah mezi sméry v jednom a v druhém bodé na povrchu koule.
Uvazujeme-li ovSem také geometrii koule, existuje ptirozeny zptisob, jak pohyb rucicky
definovat. Tento princip se nazyva paralelni pfenos. Paralelni pfenos lze nejlépe pocho-
pit, pfedstavime-li si kouli, kterd se vali po roviné. Pfedstavme si, Ze v roviné jsou
mokrym inkoustem nakresleny pfimky a kiivky a Ze Sipky nakreslené podél car jsou

Obr. 10. Paralelni prenos Sipky podél litovolné kiivky v roviné se déje tak, Ze Sipky ve vsech bodech
kfivky jsou navzdjem rovnobeézné. Abychom rozsifili mySlenku paralelniho pfenosu podél kfivek
na obecné plose, lze si predstavit kiivou jlochu valici se po roviné tak, Zze bod dotyku ziistava stale
na zadané ktivce (a nedochazi ke klouzani nebo rotaci kolem vertikaly) a Ze se na tuto kiivou plochu
postupné otiskuji navzajem rovnobézné Sipky v roviné. Jestiize se po roviné vali koule, a to podle
jedné své rovnobé€zky, je vyhodné si predstavit kuzel te¢ny ke kouli pod¢l této rovnobézky. Necha-
me-li valit po roviné tento kuzel, bude se s nim valit koule podél zvolené roviobézky. Krivka, ktera
se na plochu otiskne pfi jejim valivém pohybu podél primky v roving, je geodetika. Geodetika, ktera
se otiskne na kuzel s dostate¢né malym vrcholovym thlem, mize kuzel opsat a sama scbe protnout
pod tGhlem, jenz se nazyvd uhlovy defekt a je mirou kfivosti povrchu ohrani¢eného krivkou.
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navzajem rovnob&Zné (a smé&fuji napt. doleva dold, viz obr. 10). Pfi jakémkoliv valivém
pohybu koule po roviné se na jeji povrch otiskne néktera rovinna kfivka a Sipky otisténé
na kouli spolu s touto kfivkou pak znazorfiuji paralelni pfenos smérti podél pfislusné
kfivky na povrchu koule.

Paralelni pfenos definuje zdvih kazdé drahy na kouli do fibrované variety smért.
Je-li na kouli zaddna kiivka a Sipka urcujici po¢ateéni smér, Ize umistit kouli na rovinu
tak, aby pocateéni bod byl mistem dotyku. Pfedstavme si, Ze v kazdém bodé roviny
je inkoustem vyznacen smér, ktery je rovnob&Zny s pocatenim smeérem. JestliZe se
koule vali po roviné tak, Ze kfivka na kouli se otiskuje do roviny, otiskuji se zpét na
kouli sméry Sipek v rovin€. Tim je ve varieté sméril definovana dréha, jeZ zaina prede-
psanym pocateénim smérem a leZi nad danou kfivkou baze.

Kfivka, ktera na valici se kouli (nebo jakékoliv jiném zakfiveném povrchu) vznikne
otiténim pfimky v roving, se nazyva geodetika*) Geodetikou na kouli je hlavni kruz-
nice. Nejkrat3i spojnice dvou bodii na kouli (a na jakémkoliv zakfiveném povrchu,
pozn. redakce) je pravé geodetika. Sipky, které viechny ukazuji v rovin& stejnym smé-
rem si zCasti ,,zapamatuji tuto vlastnost, jsou-li otistény podél geodetiky. V kazdém
bodé geodetiky je uhel sevieny Sipkou a tenou ke geodetice stejny.

Pro kfivku skladajci se ze segmentti geodetik lze paralelni pfenos popsat bez odkazu
na valici se kouli. V tomto pfipadé lze paralelni pfenos §ipek uskutenit jednoduse tak,
Ze podél kazdého segmentu geodetiky sviraji Sipky a tedny ke geodetice konstantni Ghel.
Z perspektivy pozorovatele nad povrchem koule se oviem paralelni pfenos miize zdat
jakymkoliv, jen ne paralelnim, nebof z jeho hlediska mohou $ipky tfeba i rotovat. Je-li
na kouli oti§téna libovolnd kfivka, miiZe se z pohledu pozorovatele nad povrchem
koule pohyb Sipek zdat jesté chaotiétéjsi.

Paralelni pfenos poskytuje zpiisob, jak kvantitativné a explicitné vyjadfit intuitivng
chapany rozdil mezi zakfivenym a plochym povrchem. Na povrchu roviny souhlasi
smér Sipky pfenesené podél uzaviené drahy s pociteénim smérem. Paralelni pfenos
podél uzaviené kfivky na zakfiveném povrchu k takovému souhlasu vést nemusi.
JestliZe nastane zména ve sméru §ipky pfenesené jedenkrat kolem uzaviené kfivky proti
jejimu pocdateénimu sméru, nazyva se ihel mezi nimi uhlovy defekt drahy. Ze zptisobu,
jak je paralelni pfenos definovén, plyne, Ze thlovy defekt drahy nezavisi na po&ateénim
sméru §ipky. Matematikové obvykle vyjadfuji tihly nikoliv ve stupnich, ale v radianech.
(Pfepodet ze stupiili na radidny se provede tak, Ze nasobime velikost hlu ve stupnich
konstantou 21t/360; jeden radian jetedy pfiblizn& 57°.) Uhlovy rozdil vyjadfeny v radia-
nech se nazyva totalni k¥ivost oblasti uzaviené danou drahou. Primérnou kfivost oblasti
definujeme jako jeji totalni k¥ivost délenou plochou oblasti. Znaménko stfedni k¥ivosti
je podle konvence uréeno tim, Ze Sipka je podél drahy pfenaSena proti sméru pohybu
hodinovych rucicek, tzn., Ze kfivkou ohrani¢ena oblast je nalevo od ni. Kfivost povrchu

*) V geometrii se zpravidla nenazyvd geodetikou sama oti§téna kfivka, ale rovnomérny pohyb
bodu po takové kfivce (pozn. redakce).
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v daném bodé lze definovat jako limitu sttednich kfivosti odpovidajici postupné se
zmenS§ujicim oblastem, které tento bod obsahuji.

*

Paralelni pfenos umoZiiuje definovat zdvih drahy z povrchu koule do totilniho pro-
storu vSech smérid. V totalnim prostoru je thlovy defekt drahy pfi paralelnim pfenosu
dan uhlovou vzdalenosti na fibru odpovidajicimu po&ateénimu a zdroveii koncovému
bodu drahy (viz obr. 11). Totalni k¥ivost oblasti ohranitené drahou je tedy dana vzdale-
nosti méfenou na jednom z fibrli zdvizené drahy. Ukazuje se, Ze nahrazeni paralelniho
pienosu libovolnym pravidlem zdviZeni drahy umoZiiuje zobecnit pojem kfivosti i na ty
variety, na nichZ operace paralelniho pfenosu nema smysl. Takovato pravidla pro zdvih
drahy jsou pak formulovana bez odkazu na geodetiky nebo uhly.

Misto vyuziti geometrie baze, jako je tomu u paralelniho pfenosu, je moZné zdvihnout
drahu také naloZenim struktury na totalni prostor. Jeden zpiisob, jak to udélat, zalezi
v pfifazeni mnoZiny rovnob&Znych naklon€nych rovin kazdému fibru. Sklon rovin
uréuje rychlost, s niZ zdvizena draha klesa nebo roste pfi pfechodu od jednoho fibru
k druhému. Roviny nesmé&ji byt nikdy rovnobézné s fibry. Jejich sklon se musi ménit
pfi pfechodu od jednoho bodu k druhému spojit€ a musi byt stejny pro vSechny body
daného fibru. Posledni podminka ddvd, podobné jako paralelni pfenos, zaruku, Ze
uhlovy rozdil, a tedy tim také kfivost, nezdvisi na poc¢ate¢nim sméru pfenasené Sipky.
Vy$e popsand mnozina rovin v totalnim prostoru se nazyva konexe na fibrované varieté.
V bodé fibru, kterym prochazi zdviZena draha, musi byt tato draha te¢na k naklonéné
rovin& prislu§né tomuto bodu. Timto zplsobem definuji naklonéné roviny sklon zdvi-
Zené drahy v bodech totalniho prostoru. Obr. 11 zndzorfiuje konexi, ktera zdviha drahu
na kouli stejnym zptsobem, jako to d€la paralelni pfenos. K¥ivost konexe Ize definovat
podobnym zplsobem, jaky se pouZivd pfi méfeni kfivosti povrchu. Cilem je pfifadit
kaZdému bodu baze &islo, které piedstavuje kiivost v tomto bodé (pro vicerozmérné
prostory neni kfivost specifikovana jednim Cislem, ale sadou &isel, které tvofi slozky
matematického objektu zvaného tenzor). Cislo, které m&Fi ktivost konexe v daném
bodég, dostaneme tak, Ze najdeme analog thlového rozdilu pro postupné se zmensujici
drahy okolo tohoto bodu. Konexe ma nulovou kfivost nad urcitou oblasti baze, jestlize
zdvih kaZdé dostateéné malé uzaviené kiivky z této oblasti je uzaviena k¥ivka totalniho
prostoru. Konexe se v tomto pifipad€ nazyva plochd v analogii s paralelnim pfenosem
v geometrii roviny. JestliZe ma konexe nenulovou kfivost, je zdvih malé a uzaviené
drahy v bazi neuzaviena kfivka totalniho prostoru.

Pohyb podél zdvizené drahy v oblasti, kde je konexe plocha, se podoba pohybu
po strani. Podél uzaviené drahy se lze dostat do riznych nadmotskych vysek. At je
viak draha jakkoliv klikata, vratime-li se do bodu, jehoZ zemépisné soutfadnice odpovi-
daji podateénimu bodu, vratime se i do stejné nadmoiské vySky. Pohyb v zakfivené
oblasti konexe pfipomina pohyb v jeskyni. N&které cesty tunely jeskyné mohou vést
do bodu se stejnymi zemé&pisnymi soufadnicemi, jako mél vychozi bod, ale nadmoftska
vyska muZe byt zcela jind. Konexe nad oblasti baze je plocha jen tehdy, jsou-li roviny
sméri definujici konexi teéné k jisté mnoZin€ navzdjem paralelnich ploch. Kazda
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Obr. 11. Zdvihnout drahu ve fibrované varieté, znamena nalézt v totalnim prostoru drahu, jez zad¢ina
v daném bodé a lezi primo nad drahou v bazi. V pripadé€ fibrované variety smérit na povrchu koule
definuje paralelni pfenos smért na povrchu jednoznac¢né zdvih kazdé drahy. Totalni prostor variety
smeéru nad severni polokouli Ize znazoinit valcem. Kazdy smér je reprezentovan bodem, jehoz vyska
odpovida thlu, ktery tento smér svira s referenénim smérem zde vybranym tak, aby v rovinné mapé
severni polokoule smérfoval vlevo dola. Jde-li o drahu podél sférick¢ho trojuhelnika; tvoreného
gcodetikami, sméfuje referenéni smér v po&ate¢nim bodé jizné podél poledniku. Uhel mezi pfenase-
nym smérem (Sipka) a te¢nou ke geodetice zustava konstantni. Pfi pohybu podél prvni strany troj-
uhelnika dochazi ke zméné uhlu sevien¢ho geodetikou a referenénim smérem a tihel mezi prenasenym
a referenénim smérem tedy rovnomérné roste. Podél druhé a treti strany trojuhelnika sviraji prena-
seny a referen¢ni smér konstantni uhel 180°. Po navratu do pocate¢niho bodu se smér Sipky zméni
0 907, uhlovy rozdil uzaviené drahy podél trojuhelnika. Zmény prenaseného sméru jsou zndzornény
zdvihem drahy ve varieté sméri na polokouli. Pro drahu podél rovnobézky 45° svira preniseny
smér na pocatku s referenénim smérem thel 180" a tento uhel pfi pfenosu rovnomérne roste. Konexe
umoznuje definovat zdvih drahy bez odkazu na paralelni pienos tim, Ze kazdému bodu totalniho
prostoru priradi sadu rovin. Zdvizena draha musi byt k témto rovinam te¢na. Sklony rovin jsou pro
vSechny body daného fibru stejné, ale mohou se spojité ménit pii prechodu od jednoho fibru k dru-
hému. Roviny nejsou nikdy vertikdlni. Mnozina takovych rovin se nazyva konexe na fibrované
varieté.
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plocha je pfitom modelem jedné a téZe ,,stran&*“. Povrchy vypliujici ¢ast totalniho pro-
storu, ktery je nad oblasti baze, musi do sebe zapadat jako 1Zi€ky a mit stejnou dimenzi,
jako ma baze.

Nyni je jiZz mozné ukdazat, jak fibrované variety mohou znazoriiovat dileZité rysy
kalibra¢nich poli. Popisné&js§i ndzev pro kalibra¢ni pole by byl pole fizovych posunuti.
V soucasnych kalibraénich teoriich jadernych sil pusobi fazové posunuti na kvantové
mechanické vinové funkce, ¢imZ méni identitu ¢astic jimi popsanych. Tak nap¥. k tomu,
abychom zménili amplitudu pravdépodobnosti protonového pole na amplitudu pravdé-
podobnosti neutronového pole a obracengé, tj. spojité ménili pravdépodobnost, Ze uréita
dastice je neutron nebo proton, stai posunout zobecnénou fazi.

Kvantova teorie magnetismu poskytuje jesté jednodussi pfiklad uvedené vlastnosti
kalibraénich poli. Doty¢né kalibraéni pole se nazyvd magneticky vektorovy potencial
a uréuje, jak elektrony interaguji s magnetickym polem. Nejjednodussi zplsob, jak
demonstrovat plisobeni magnetického vektorového potencidlu experimentalng, je vyuZiti
interference elektronovych vin. Elektron ve svazku lze znadzornit vinou, jejiz délka je
nepfimo im&rna hybnosti elektronu (a tedy frekvence imérna energii). V kazdém bodg&
prostoru a v kaZzdém okamZiku ma takova vinova funkce urcitou vysku, stejné jako
vlna na povrchu vodni hladiny ma v kaZdém okamZiku a bodé vySku nad primérnou
hladinou nebo pod ni. Vy$ka viny v daném bodé¢ se periodicky méni od maxima k mini-
mu a zpét. Graf vySek pfipomind graf funkce cos ¢ (+ = &as). ProtoZe kosinus je funkce,
jejimZ argumentem je dhel, lze okamZitou vysku viny definovat zadanim maximalni
vy$ky a dhlu, ktery odpovidd okamZité hodnoté kfivky funkce kosinus. Kfivka nabyva
své maximalni vy$ky napf. pro uhel 0° a minimdlni pro tihel 180°, pfi€¢emZ pro 90°a 270°
je vyska nulova,

Uhel odpovidajici okamZité vysce elektronové viny se nazyva fiazovy thel vlny. Fa-
zovy thel neovliviiuje pravdépodobnost nalezeni elektronu v daném bodé&, nebof ampli-
tuda pravdépodobnosti je im&mnid pouze maximalni vyice elektronové vlny. (Jako
obvykle je pravdépodobnost dina &tvercem amplitudy pravdépodobnosti.) Jestlize tedy
posuneme fizi elektronové viny v kaZzdém bodé& libovolné, nezméni se pravdépodobnost
nalezeni elektronu v daném bod€. Funkce, kterd pfifazuje takové lokalni fazové posu-
nuti kaZdému bodu v prostoru, se nazyva kalibra¢ni transformace. I kdyZ celkova faze
viny elektronit jednoho svazku neovliviiuje Zidné pozorovatelné veliiny, ma relativni
faze, s niZ dva svazky pfichazeji do jednoho bodu, dileZité fyzikalni dasledky. Fazovy
rozdil mezi dvéma interferujicimi svazky miZe zménit maximdalni vy$ku elektronové
viny a tim i amplitudu pravdépodobnosti.

Interference se projevuje jako zavislost pravdépodobnosti nalezeni &astice v daném
bodé na poloze tohoto bodu. Kdykoliv se oba &astedné svazky piekryvaji, vytvareji
interferenéni obraz. Pfedpokliddejme, Ze experiment je uspofdddn symetricky a oba
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svazky se ve stfedu detekéni roviny protinaji pfesné ve fazi. Hodnotu faze ve stfedu
detekéni roviny lze libovolng zménit, ale stejnd zména pak nastane v kaZdém z Casted-
nych svazkd. Interference je tedy pfi libovolné kalibragni transformaci v tomto bodg
konstruktivni.

Obr. 12. Fazi vlny, vyjadfenou
obvykle ve stupnich, 1ze detegovat
pouze jako rozdil mezi fazemi
dvou vin. Pro vlny popsané funk-
cemi sinus a kosinus je mozZné je-
jich tvar vytvofit pomoci promit-
nuti bodu na rovhomeérné se otade-
jicim kruhu na stinitko, které se
pohybuje rovnomérné ve sméru
kolmém na projekéni paprsek.
Libovolnou polohu na kruhu lze
vzit za podatedni, tj. odpovidajici
0°. Uhel rotace vzhledem k této
libovolné vybrané poloze urduje
fazi (a). Vztah mezi fizemi dvou
vin je ur&en tim, Ze kazdé maxi-
mum a minimum jedné vlny je
o stejny pocet stupfili napfed proti
odpovidajicimu maximu a minimu
druhé viny. Amplitudy vin, které
interferuji, se v kazdém okamzZiku
s¢itaji. Hodnota maxima vysledné
vilny zavisi na relativni fazi vin (b).
S¢itani 1ze provést mechanicky
tak, ze na obvod prvniho kruhu
umistime druhy, rovnéZ rotujici
kruh. Je-li interference konstruk-
tivni (c), maxima jsou ve stejném
bodé a vy$ka maxima vysledného
obrazce je rovna souétu vysek
puvodnich vin. V pfipadé destruk-
tivni interference (d) je fdzovy roz-
dil 180°. Maxima jedné vlny jsou
ve stejném bod¢€, jako minima dru-
hé, a proto se viny piesné vyrusi.

Interferenéni obrazec se vytvofil v disledku skuteénosti, Ze napf. do bodu nalevo
od stfedu detek&ni roviny pfichdzi vina pfislusnd levému svazku po krat§i drize neZ
vina odpovidajici pravému svazku. Jak postupujeme dile od stfedu obrazce, zv&tSuje
se fazovy rozdil mezi jednotlivymi svazky. Vysledna periodickd zmé&na intenzity dopa-
dajici viny je podstatou interference. Interference se projevi jako zm&na &etnosti detego-
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vanych elektron® v misté, kde se svazky ptekryvaji. JestliZe néjaky fyzikalni efekt zpu-

sobi fazovy rozdil mezi ¢asteénymi svazky ve stfedu detekéni

roviny, zpusobi stejny

fazovy rozdil i ve viech bodech nalevo a napravo od ného. Interferenéni krouzky budou

proti piivodnimu interferenénimu obrazci stejnomérné posunuty.

*

U elektricky nabitych ¢astic posunuje fazi v kazdém bodé& prostoru magneticky vekto-

rovy potencial, ktery také ur€uje intenzitu magnetického pole.

Magnetické efekty lze

uplné vysvétlit v pojmech fazovych posunuti uréenych polem vektorového potenciilu.

Obr. 13. Posunuti faze
elektronové viny 1ze SVAZEK.\ _
vyvolat nejen magnetic-  ELEKTRONU *~
kym polem, ale také pri- ’
chodem elektronu oblasti
blizko magnetického po-
le. Efekt lze detegovat tak,
7e svazek elektronl roz-

NN
$tépeny pusobenim zidporné ) / o \
nabitého dratu nechiame /

MAGNETICKE
POLE

prochazet kolem opaénych ouD 522’:“6”’ g;ipzp;:mcm

stran solenoidu (uvnitf né-

hoz je magnetické pole

uzavieno) a potom opét ) , INTERFERENCNI 0BRAZEC
rekombinujeme a tim vyvo- ggLL&f_’VE MAGNETICKE -
lame interferenci. Pfi zvét- _ _)=
$eni proudu prochdazejiciho Y . —
solenoidem roste i inten- s —
zita magnetického pole —
a interferenéni obrazec se ) -
posunuje. ProtoZe svazky MAGNETICKE POLE -
elektronit zustavaji kohe- - -
rentni, jen pokud nejsou N N s : “ —
vzdéleny vice nez 60 mikro- - A e
nu, je experimentalni zafize- . —
ni nepfedstaviteln® malé: ZANEDBATELNE MAGNETICKE > posunyry SR
primér solenoidu je mensi ~°Lf VNE SOLENOIDY FAZE ZVETSENA ggngFEEfENCN’

nez 1/7 tloudtky lidského
vlasu. Experiment tohoto
typu byl poprvé navrzen
Yakirem Aharonovem
z univerzity Yeshiva a Da-
videm Bohmem z londynské
univerzity.

Divod, pro€ vektorovy potencial je kalibradnim polem, zaleZ v

r vz

tom, Ze sila magnetic-

kého pole piisobici na elektricky nabité &astice méni jejich smér, ale nikoliv energii.
Jestlize tedy elektron vleti do mangetického pole, zistane frekvence jeho vin beze
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zmény, ale prostorovy tvar viny se zméni. Fazové posunuti elektronové viny zptisobené
magnetickym polem zavisi proto na draze elektronu.

V klasické teorii magnetismu byl magneticky vektorovy potencidl pomocna veli¢ina,
uZite¢na pro vypocet intenzity magnetického pole, ktera mohla byt nenulové i v oblasti,
kde intenzita magnetického pole byla nulova. V dusledku toho se fyzikové domnivali,
Ze magneticky vektorovy potencial sdm o sob€ nemd Zadné pozorovatelné projevy.
V kvantové mechanice magneticky vektorovy potencidl pozorovatelné disledky ma.
Na jeho ofekavany vliv na fazi elektronové vilny upozornil W. Ehrenberg z londynské
univerzity a R. E. Siday z edinburgské univerzity jiz v r. 1949. Ale teprve v r. 1959
navrhli Yakir Aharonov z univerzity Yeshiva a David Bohm z londynské univerzity
experiment, v némzZ tento efekt mohl byt pfimo pozorovan.

Stejné jako v experimentu s rotaci fize neutronu vyZaduje i Aharonoviv-Bohmiv
experiment rozs§tépeni svazku subatomickych ¢astic na dva svazky, které potom rekom-
binuji a vytvareji tak interferenéni obrazec. Misto neutroni se pouZiva svazku elektrond,
coZz ovsem pfinasi obtiZzny technicky problém vzhledem k tomu, Ze maximalni vzdale-
nost, pfi které dva roz§tépené svazky zlstavaji jesté€ koherentni, je pouze 60 mikro-
metrii. Aby se dosdhlo takové malé vzdélenosti, musel byt cely experiment umistén
uvniti elektronového mikroskopu. Experiment byl poprvé proveden v r. 1960 R. G.
Chambersem z univerzity v Bristolu. V r. 1961 byl pozorovany efekt potvrzen v pon¢kud
sloZit&jsim experimentu Gottfrieda Mollenstedta a Wernera Bayha z univerzity Tiibin-
gen.

Svazek primarnich elektronii nalétd na zaporné nabity drat, jehoZ pisobenim se
rozstépi. Roz§tépené svazky prochizeji kolem opaénych stran solenoidu, jehoZ vnéjsi
pramér je 14 mikrond. (Mén& neZ sedmina tloustky lidského vlasu.) Elektromagnet je
konstruovan tak, aby jeho magnetické pole bylo nenulové pouze uvnitf solenoidu.
Protoze elektrony po celé draze zlstavaji vné solenoidu, prochazeji zanedbatelnym
magnetickym polem. KaZdou zmé&nu jejich stavu je proto nutno pfipsat piisobeni pole
magnetického vektorového potencidlu, které solenoid obklopuje. Za solenoidem je
v elektronovém mikroskopu umistén kladné nabity drat, jehoZ pluisobenim se svazky
opét pfiblizi. Dal§i zdporn& nabity drat odchyli oba svazky tak, aby se protnuly pod
malym thlem, a tim se zvétsila Sitka interferenénich prouzki. Vysledny obrazec ma
Siroké tmavé pruhy pochazejici od difrakce na $tépicim draté a jemné prouzky vzniklé
interferenci.

Pfi zvySovani proudu prochazejiciho solenoidem roste i magnetické pole a jemné inter-
ferenéni ¢ary se posunuji vzhledem k $irokym difrakénim pasim. Magneticky tok lze
spocitat z rozméri civky a proudu, ktery ji prochazi. Experiment tedy poskytuje moz-
nost ovéfeni vztahu mezi magnetickym polem a fazovym posunutim. Vysledky potvrzuji
predpovéd kvantové teorie.
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Model tohoto experimentu v pojmech fibrované variety osvétluje obecny vztah
mezi kalibraénimi poli a konexemi na fibrované varieté. Model popisuje paralelni
prenos po plose, ktera vznikne, kdyZ ufizneme $pi¢ku kuZele a nahradime ji vrchlikem.
Takto vytvofena plocha je topologicky ekvivalentni povrchu polokoule, M4 vSak zcela
jinou geometrii. VSimnéte si, Ze kuZel rozfiznuty po délce lze rozvinout do roviny,
aniZ ho je nutno pfitom natahovat nebo stlacovat. Délky a thly méfené na rozvinutém
kuZelu musi byt stejné jako na kuZeli samotném. Dvourozmérny pozorovatel, ktery by
méfil kiivost povrchu kuZelu pomoci paralelniho pfenosu podél malych uzavienych
kfivek, by zjistil, Ze thlovy rozdil je vZdy nula; povrch by se mu jevil plochy. Tato ¢ast
povrchu kuZelu je v Aharonové-Bohmové experimentu analogicka oblasti vné solenoidu,
kde je magnetické pole zanedbatelné. Rozdil mezi kuZelem a rovinou se ovSem projevi,
uvaZzujeme-li dostate€né velké drahy. Pfimka na rozvinutém kuZelu, ktera protind obé

FAZOVE
POSUNUT/

MAGNETICKE POLE

UHLOVY
DEFEKT

Obr. 14. Fazové posunuti elektronovych svazkii v experimentu Aharonova a Bohma Ize modelovat
pomoci paralelniho pfenosu na povrchu kuzele s vrchlikem. Posun fize podél drahy kazdého ze
svazkll je reprezentovan otacenim 3ipky. Caste¢né svazky jsou okamzité po rozitépeni ve fazi. Faze
roste podél horni drahy a zmenSuje se podél dolni. Faze se méni, i kdyz magnetické pole je podél
obcu drah nulové. Fazova posunuti jsou umérna magnetickému poli mezi drahami. Na kuzeli
s vrchlikem je geometrie kuzelové ¢asti povrchu stejnd jako geometrie roviny. Tuto ¢ast povrchu lze
podélné rozfiznout a rozvinout do roviny, aniz by pritom doslo k jeho natahovani nebo stlacovani.
Pti paralelnim prenosu podél dvou raznych drah kolem kuZele nejsou prenesené sméry v bodé, kde se
drahy opét protinaji, stejné, a to presto, ze kiivost povrchu podél obou drah je nulova. Drahy na
obrazku vytvareji geodetiku, kterd sama sebe pietind a Sipky reprezentuji smér k ni teény. Protoze
po geodetice pfenaSime te¢ny smér, je uhlovy defekt kiivky rovny uhlu, pod nimZ se obé drahy
protinaji. Uhlovy defekt, vyjadfeny v radidnech, je roven totalni kiivosti v oblasti mezi drahami.
Kfivost je soustiedéna na vrchliku, podobné jako je magnetické pole uzavieno uvnitf solenoidu
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hrany fezu ve stejné vzdalenosti od vrcholu, tvofi na povrchu kuZzelu uzavienou smycku,
ktera je geodetikou. Predstavme si dva dvourozmérné pozorovatele, ktefi se nachazeji
v bodé smycky, jenZ je pfimo naproti bodu, kde smycka kiiZi fez a ktefi se oba divaji
dopfedu. Jestlize se nyni pozorovatelé pohybuji podél smycky tak, Ze jeden jde dopiedu
a druhy dozadu, musi oba dospét k nazoru, Ze se jeden od druhého vzdaluji podél
piimky. KdyZ se opét setkaji v bod¢, kde smycka kiizi fez, nedivaji se oviem jiz stejnym
smérem. Uhel mezi t&mito sméry je rovny 360° minus vrcholovy thel rozvinutého
kuZelu. Pozorovatelé musi dojit k nazoru, Ze povrch, na némz Ziji, neni vlastné plochy,
nebot tento thel dava Ghlovy defekt odpovidajici uzaviené kfivce jejich drah. Oblast
vlevo od nich musi mit totalni kfivost rovnou thlovému rozdilu vyjadfenému v radia-
nech, Osud paru dvourozmérnych pozorovatelli, ktefi se pohybuji po kuZeli

TOTALNI
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POLE DOLU

SMER

REFERENCNI
SMERY

Obr. 15. Fibrovana varieta fazi nad priifezem experimentu Aharonova a Bohma je téméf stejna jako
varieta sméru na povrchu kuZele s vrchlikem. Fibr nad kazdym bodem baze predstavuje vSechny
mozné fazové uhly (od 0°do 360°) elektronu v tomto bodé&. Pii vhodné volbé intenzity magnetického
pole je konexe definovand na varieté fazi pomoci magnetického vektorového potencialu identicka
s konexi danou paralelnim pfenosem po povrchu kuzelu s vrchlikem. Kfivost konexe odpovida
magnetickému poli solenoidu, pfi¢emZ oblast uvnitf solenoidu odpovida kulovému vrchliku. V této
oblasti je pravidlo pro zdvih drahy stejné, jako dava paralelni pfenos na povrchu koule a Ize ho
popsat stejnym systémem naklonénych rovin (na obrazku nejsou znazornény). Oblast mimo solenoid
odpovidd komolému kuZeli, na némz je konexe plocha. Naklonéné roviny jsou te€né k mnozin&
spiralovitych ramp, které totalni prostor vypliiuji. Fazové posunuti v bazi je znadzornéno rotaci Sipek.
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je podobny dvojici &asteénych svazkl prochazejicich v  Aharonové-Bohmové
experimentu okolo solenoidu. Oba pozorovatelé hledi na pocatku stejnym smérem.
Analogicky, oba Caste¢né svazky elektrond jsou okamZité po rozs§t€peni primarniho
svazku ve fazi. JestliZe budou pozorovatelé méfit kfivost podél svych drah, zjisti, Ze je
nulova, nebot se pohybuji po ploché ¢asti kuZele s vrchlikem. Podobné nelze ani dete-
govat magneticky vektorovy potencial, ktery zpisobuje fazové posunuti jednoho svazku
vi¢i druhému, provadime-li méfeni pouze podél jedné z drah.

Kli¢ k analogu pro pochopeni analogie uvedenych dvou efektd souvisi s interpretaci
magnetického vektorového potencidlu jako konexe na fibrované varité, kterd se nazyva
varieta fazovych posunuti. Jeji baze je trojrozmérny prostor, v némZ experiment realné
probiha. Fibr nad bodem bdze je tvofen mnoZinou vSech moZnych fazi elektronu
v daném bodé a totalni prostor tedy pfedstavuje vSechny mozné faze elektronu ve vSech
bodech trojrozmérného prostoru. PonévadZ fazi lze popsat uhlem méfenym ve stupnich
nebo radidnech, je fibr nad kazdym bodem prostoru kruznice, podobné jako tomu
bylo v pfipadé variety smérti na povrchu. V tomto pfipadé pfislusi kruzZnice jako fibr
kazdému bodu trojrozmérného prostoru a totalni prostor je tedy ¢tyfrozmérny.

Trojrozmérnou bazi a Etyfrozmérny totalni prostor je tézké si vizualné predstavit.
Lze si ov§em udélat obrazek o varieté fazi nad rovinou, kterda protina experimentalni
zafizeni kolmo k ose solenoidu. Tato varieta, jejiz totalni prostor je trojrozmérny,
plné postaduje k popsani vysledku Aharonova-Bohmova experimentu. Varieta je zde
valcova a lze ji znazornit vertikalnimi fibry, podobné jako varietu smérii na polokouli
nebo kuZelu s vrchlikem. Konexe na varieté¢ je dana mnoZinou rovin pietinajicich
fibry. Sklon rovin je v daném sméru (nahoru nebo doli po rampg) umérny sloZce
magnetického vektorového potencidlu v tomto sméru v odpovidajicim bodé baze. Kfi-
vost konexe je imérn4d magnetickému poli, a proto je nenulova pouze uvnitf solenoidu.
Pfi vhodné volbé intenzity magnetického pole uvnitf solenoidu je obrazek konexe zpi-
sobené magnetickym vektorovym potencidlem nad rovinou kolmou k ose solenoidu
identicky s obrazkem konexe, dané paralelnim pfenosem na kuZeli s vrchlikem (obr. 15).
Oblast baze uvnitf solenoidu odpovida kulovému vrchliku na kuZeli. Tam je konexe
identicka s konexi generovanou paralelnim pfenosem na kouli. V oblasti baze vng sole-
noidu je kfivost konexe nula, protoZe magnetické pole je tam nulové. Roviny konexe
jsou teéné k mnoZiné ramp, které se spiralovité otaceji kolem stfedu. Fazovy rozdil
mezi dvéma CasteCnymi svazky elektroni je presné roven vySce na fibru, kterou elektron
ziska pfi rotaci po rampé o 360°.

ProtoZe baze tvofi trojrozmérny prostor, je kiivost variety fazi popsanad tenzorem.
Jeho tfi sloZky jsou pfitom umérné odpovidajicim slozkam magnetického pole. Tento
popis lze rozsifit na varietu fazi nad prostoroCasem, jejiz baze je ¢tyfrozmérna. Elektricky
a magneticky potencidl uruji dohromady konexi, kterd umoZiiuje vysvétlit vSechny
elektromagnetické interakce nabitych &astic. Kfivost konexe je v tomto pripadé tenzor
se Sesti sloZkami, které odpovidaji tfem slozkam elektrického pole a tfem slozkam
magnetického pole.

Kazdé z kalibraénich poli kvantové teorie 1ze chapat jako konexi na fibrované varieté,
jejiz bazi je prostorocas. Fibr variety je tvofen mnoZinou transformaci vnitfnich symetrii
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dastic, jejichZ interakce kalibra¢ni pole zprostfedkovavaji. Fibrovana varieta byla kon-
struovana pro kvantovou elektrodynamiku, slabé a silné interakce a také pro teorie,
které se pokouseji tyto interakce sjednotit. I kdyZ tGplné schéma pro sjednoceni vsech
fundamentalnich sil jesté neexistuje, je jasné, Ze matematika konexi na fibrované varieté
je urdena hrat v teoretické fyzice duleZitou roli.

*

Véfime, Ze uZiteCnost a fyzikalni vyznam téchto matematickych pojmi nejsou na-
hodné. Matematikové ani fyzikové nejsou izolovani od politického, kulturniho a fyzic-
kého prosttedi, v némz Ziji, a jejich myslenky a vjemy jsou nutné ovlivnény ostatnimi
disciplinami. Kromé toho matematikové i fyzikové nevyhnutelné sdileji zakladni pted-
poklady o svété kazdodenniho Zivota a o logice, pomoci niZ tento svét promitaji do
abstraktni védy. Je jim spole¢na vaseti pro tuto racionalni praci. Co se zda nejobdivu-
hodnéj§i neni ani ,,neopodstatnéna ucéinnost* matematickych pojmi ve fyzice ani
plodnost fyzikalni intuice jako zdroje nové matematiky. SpiSe musime obdivovat
uspéch, ktery spoleény intelektudlni pfistup matematikil a fyzikt pfinesl pfi vytvafeni
bohatého, jednotného a plodného obrazu fyzikalniho svéta.

PreloZil Jifi Chyla

Lidé uméli vazit po tisice let pfed dobou, kdy
Archimedes vypracoval zdkony rovnovahy; mu-
sili tedy prakticky a intuitivné znat pfislu$né
zasady. Archimedes vyvodil teoretické shrnuti
téchto praktickych znalosti a podal souhrn
znalosti jako logicky systém. Prvni kniha jeho
,,Pojednani o rovnovaze prosté‘“ za¢ina sedmi
postulaty..., které formuluji a pfesné vymezuji
poznatky ml¢ky shromazdované po staleti.
Jejich pocet je snizen na minimum, na kterém
Ize zalozit védu. Vychézeje z t&chto postulatd,
propracovava se potom Archimedes pies fadu
poudek k zakladnimu zdkonu, ktery ovéfuje
nejprve pro souméfitelné a pak pomoci diikazu
sporem i pro nesouméfitelné veli¢iny, Ze totiz
,,dvé veli¢iny, at souméfitelné ¢ nesouméfitelné,

jsou v rovnovaze ve vzdilenostech nepiimo
umérnych témto veli¢indm‘‘. To je typicky pfi-
klad toho, co mdme na mysli, kdyZz fikame, ze
empirické védomosti Vychodu pfetvofili stafi
Rekové v teoretickou védu.

Z praxe vazeni se podafilo Rekim (v osob&
Archimedové) vyvodit védu — statiku. Nepoda-
filo se jim v3ak o nic vice neZ Egypfanim vyvo-
dit z dovednosti hrn¢ifa a kovaft néjakou sou-
hrnnou chemickou teorii. Usp&$né vytvofeni sta-
tiky a netspéch ve vytvofeni chemické védy nam
dava odpovéd na otdzku o sile a slabosti toho,
&eho dosahla véda starych Rekd.
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