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Dirichletova uloha a KeldySova véta

Ivan Netuka, Jifi Vesely, Praha

Zpravy o Umrti vynikajicich v€deckych pracovnikli nezabiraji zpravidla v dennim
tisku mnoho mista a &asto pfinaseji jenom zakladni informace. KdyZ se proto lofiského
roku t&€sné pfed prazdninami objevila v novindch zprava ,,V sobotu zemiel akademik
Mstislav Keldys, vynikajici védec a jeden z pfednich organizdtort sovétské védy, Elen
UV KSSS, poslanec Nejvyssiho sovétu SSSR, &len prezidia Akademie véd SSSR, feditel
Ustavu aplikované matematiky Akademie v&d SSSR, trojnasobny hrdina socialistické
prace a laureat Leninovy ceny a Cetnych statnich cen®, jen malo lidi si skuteéné uvédo-
milo, jak velika ztrata timto Umrtim pro sovétskou matematiku vznikla. Pfinést zasvé-
ceny a podrobny rozbor KeldySovy celoZivotni prace, jeji hodnoceni a vliv na vyvoj
moderni matematiky neni moZno provést v ¢lanku tohoto typu; zdjemce odkazujeme
na [9]. Chceme se viak pokusit pfiblizit &tena¥i problematiku, ve které Keldy§ dosahl
nékolika vynikajicich vysledkt a kde jeho prace dodnes tvofi Zivnou piidu dalsiho inten-
zivniho vyzkumu.

Mstislav Vsevolodovié Keldys se narodil 10. inora 1911 v Rize v rodiné stavebniho
inZenyra. Jako dvacetilety (!) ukon&il v roce 1931 studia na moskevské univerzit& a zagal
pracovat v oblasti aplikované matematiky v Institutu aerohydrodynamiky N. E. Zukov-
ského. V této discipling dosahli vybornych vysledkii N. E. ZUKOVSKY a S. A. CAPLYGIN,
ktefi zpracovali problematiku obtékéni t€les pfi rychlostech mensich neZ rychlost zvuku.
Keldys byl jejich distojnym nastupcem — rozsifil jejich vysledky i pro stlacitelné kapa-
liny, zabyval se narazem té€les na kapalinu, fe§il nestaciondrni pohyb k¥idla, vénoval se
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vypoétiim kmitani leteckych konstrukei atd. Doséhl péknych vysledkt i v numerické
matematice a lze bez nadsazky fici, Ze mél velky podil i na dosaZeni Mé&sice sovétskym
Lunochodem. V jeho osob& se projevil vzacny efekt dokonalého spojeni inZenyrsko-
technického mysleni s vybornymi schopnostmi budovat adekvatni matematické teorie
— zde mé své kofeny mnoho jeho praci z oblasti teorie funkci komplexni proménné,
diferencidlnich rovnic i funkcionalni analyzy. Sem patfi i jeho préace o fesitelnosti a sta-
bilit¢ Dirichletovy tlohy. Ponechame stranou jeho vyjime&né organiza¢ni schopnosti
a dalsi osobni vlastnosti, které ho nakonec postavily do &ela Institutu aplikované mate-
matiky a pak i do vedeni sovétské akademie véd — jen jednu véc jeSté nesmime zamlCet:
od roku 1938, kdy ziskal doktorat fyzikadlné-matematickych véd, se intenzivn& a Gsp&$né
vénoval pedagogické praci.

Dalsi &ast tohoto &lanku je sloZena ze dvou oddiléi. V prvnim podavame historicky
pfehled vyvoje problematiky — neuvddime bibliografické uidaje a zdjemce odkazujeme
napf. na pichledny &lanek [4]; téZ historické komentafe a literatura v [10] posta&i
k pfesnému vymezeni zminénych praci. Ve druhém oddile, ktery je trochu ndroénéjsi,
uvadime hlavni odkazy, nebof jde o prace méné znamé, a pokud vime, pfehledny ¢lanek
o této problematice neexistuje.

‘Dirichletova tloha

Harmonickd funkce na oteviené podmnoZiné U eukleidovského prostoru R™ (m =1
je spojité feSeni Laplaceovy rovnice

na U. Je-li v lokdln€ integrovatelna funkce na U, definujme pro kaZdou kouli B =
= B,(x) = {y; Ix — y| £ r}, B = U, objemovy pramér funkce v vzhledem k B pfedpi-
sem

Al x,r

l(B)‘[f(y) v,

kde vol (B) je objem koule B. Je zndmo, Ze pro harmonickou funkci u na U plati pro
kaZdou kouli B(x) = U
Au; x, 1) = u(x)

(C. F. Gauss, 1840). Z po&atku tohoto stoleti pochazi obracené tvrzeni, tj. poznatek,
Ze tato vlastnost priiméru charakterizuje mezi spojitymi funkcemi na U pravé harmo-
nické funkce.

Budeme pievaZné pracovat jen se spojitymi funkcemi — systém vSech funkci spojitych
na mno¥in& M ozna&ime C(M). Systém viech funkci s € C(U), pro n&Z pro kazdé xe U
a vSechna dostate¢n€ mala r plati

A(s; x, 1) £ s(x),
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ozna¢ime #(U); jeho prvky jsou (spojité) superharmonické funkce na U. V R' jsou
zavedené systémy jednoduché: harmonické funkce jsou linearni, superharmonické funk-
ce jsou konkavni na ka?dé komponent&¢ U = R!. V dal§im se omezime na pfipad
vSak nejsou jednorozmérné pfipady pro svoji jednoduchost a i jistou patologii spolehli-
vym voditkem.

V dal§im bude U vidy oteviend neprdzdnd omezend mnoZina v R™. Pro struéné&jsi
vyjadfovéani ozna&ime #(U) mnoZinu viech harmonickych funkci na U. PoloZme je§té

S(U) = {se C(T); sl e 2(U)},
H(U) = S(U) n (=S(V)).

(Symbol f |  znadi restrikei funkce f na mnoZinu M.) Restrikce systémit S(U) a H(U)
na hranici 0U ozna&ime S(0U) a H(dU).

Studium Dirichletovy #ilohy (D-lilohy) je bezmala patefi celé teorie potencilu. Jeji
formulace je snadna: je-li f € C(6U), ma se nalézt funkce h € H(U), pro kterou hlav' = f.
Pokud takova funkce existuje, je uréena jednozna¢ng (disledek principu maxima) a na-
zyva se klasické reSeni D-tlohy pro U a f. Toto feSeni budeme znaéit DUf nebo jen Df.
Existuje-li pro vSechny funkce f e C(0U) feSeni Df, nazyva se mnoZina U reguldrni
(Btenaf snadno nahlédne, Ze v R! je kazdd mnoZina U reguldrni i jak se popise feSeni Df).

Prvni formulace D-lilohy spada do 19. stoleti (G. GREEN, 1828). Jeji ndzev je tizce
spjat s metodou jejiho FeSeni (v R™, m = 2 je to netrividlni problém), ktera je zaloZena
na jistém variadnim principu: v systému funkci s koneSnym integralem energie (tzv.
Dirichletiw integrdl), jejichZ restrikce na oU splyvaji s hraniéni podminkou f, ma Df
nejmensi hodnotu tohoto integrilu energie. 4

Tohoto principu pouzili k feSeni D-Glohy mnozi: C. F. GAuss v praci (1840), kterd se
poklddd za rozhodujici pro vznik matematické teorie potencidlu, W. THOMPSON (znd-
m¢&jsi jako lord KELVIN), jemuZ vdé¢i harmonické funkce za sviij ndzev, i B. RIEMANN,
ktery na ném zaloZil (1851) svoji teorii funkei komplexni prom&nné. Tento Dirichletity
princip (nazval jej tak Riemann) podrobil K. WEIERSTRASS ostré kritice — dnes jiZ vime,
Ze i v pfipadé, kdy U je koule v R™, m = 2, existuji funkce f, pro né€Z uvaZovany systém
funkci s kone€nou energii je prazdny. Navic, v pfipadé, Ze je neprazdny, nemusi v ném
pro komplikovang€j§i mnoZiny U existovat funkce, pro niZ se minima nabyva. Tato
kritika podnitila tsili matematik@t o feSeni D-tilohy; §lo zde o mnohem vic, neZ jen
0 ,,zachranu‘ Riemannovy teorie funkci komplexni proménné, ale i o studium fyzikal-
nich problémi, které pfimo ¢i nepfimo k feSeni D-tilohy vedou. Postupné zlepSovani
vysledki a objevy stale Gi¢inn&jsich metod feeni D-tilohy (H. A. SCHWARzZ, 1870; C. NEU-
MANN, 1870; H. POINCARE, 1890; D. HILBERT, 1900; I. FREDHOLM, 1903) vedly k pfesvéd-
&eni, Ze kone&né FeSeni problému (nalezeni feSeni pro viechny uvaZované U a f, tj. ditkaz
regularity omezenych otevfenych mnoZin U) je otdzkou &asu a nalezeni dostatend
efektivnich metod.

Roku 1872 dokézal H. A. Schwarz, Ze je-li funkce u omezend a harmonickd na U \ {x},
x €U, potom lIze u v bod¥ x ,,dodefinovat* tak, Ze plati u € #(U) (izolovany bod je
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odstranitelnou singularitou pro omezené harmonické funkce). S. ZAREMBA (1911) uka-
zal, Ze toto tvrzeni ma pfekvapivou interpretaci — vede totiZ lehce ke konstrukci mno-
Ziny U <= R?, kter4 neni regularni. Necht U = R? je kruh o poloméru r = 1 se stfedem
v podatku, ze kterého odstranime bod 0; definujeme-li pak f = 1 na jednotkové kruz-
nice a f(0) = 0, je f € C(AU), pro kterou neexistuje feSeni Df. Zdalo by se, Ze ,,trik*
pfikladu spoiva v tom, Ze bod 0 je izolovanym bodem U. O dva roky pozdgji (1913)
H. LEBESGUE sestrojil v R?® ptiklad mnoZiny, kterd byla ,,velmi pékné* (homeomorfni
kouli), a pfesto byla neregulérni. Skute¢ng, pro U = R™, m = 2 obecné plati C(0U) +
# H(0U) na rozdil od R*.

Zdalo se, Ze se studium D-tilohy dostalo do slepé uli¢ky. Napfiklad u rovinného pfi-
kladu z minulého odstavce je ,,kandiddtem na Df* funkce u = 1, u niZ je na zdvadu
chovéni pravé v jednom bodg: u(0) = 1 % 0 = f(0). Neregularita mnoZiny U je zpiso-
bena ,,nerozumnym chovdnim® na &asti hranice dU, kterd je v tomto pfipadé rovna
pravé {0}. Je-li v tomto piipads f e C(6U) a f(0) = 0 < min {f(z); |z| = 1}, feleni Df
neexistuje opét ,.kvili bodu O*. Byla by to totiZ tzv. bariéra tohoto bodu vzhledem k U.

Obecnéji necht U = R™ a x € 0U. JestliZe existuje okoli ¥ bodu x a kladna funkce
se 9’(U N V), majici limitu rovnou 0 v bodé x, nazveme s bariéra bodu x vzhledem
kU.

Implicitn& pouZival tohoto pojmu jiZz Poincaré (1890), explicitn& viak vstupuje tento
pojem do teorie potencidlu diky pracim H. Lebesguea a G. BOULIGANDA z dvacatych let.

Vidéli jsme, Ze bariéra souvisi n&jakym zplisobem s existenci Df — da se ukézat, Ze
pokud ke kazdému bodu x € 0U existuje bariéra, je U regularni mnoZina.

Jiz roku 1907 ukazal Lebesgue, %e viechny ,,geometricky rozumné* mnoZiny v R?
Jjsou regularni. DalSi vyvoj se ubiral jednak k hleddni podminek regularity pro U = R™
(Poincaré, Lebesgue, Raynor, Bouligand) a pak ke konstrukci vhodnych metod pro
nalezeni Df.

Roku 1923 navrhl O. PERRON metodu, kterd pfifazovala kaZdé funkci fe C(0U)
jistym zpasobem funkci z #(U). Ozna&ime-li tuto funkci Hf, platilo pro regularni
mnozZiny Df = Hf pro viechny funkce fe C(0U). Nezavisle objevil prakticky tutéZ
metodu R. REMAK. Definujeme-li horni t¥idu pfislu$nou k dané hrani¢ni funkci f jako

2, = {seS(U); s|ow 2 f}
a obdobné dolni t¥idu
o, = {te =SU); t|ouy < f},
jsou Hf = sup o, a Hf = inf X, harmonické funkce na U. Plati vzdy Hf < Hf; nasta-
va-li rovnost, klademe Hf = Hf. Pro regularni mnoZinu plati

Df = Hf = Hf = Hf,

avak posledni rovnost nastvd dokonce pro kazdou U a kaZdou f e C(U).

Zrodilo se zobecnéné Fefeni D-lilohy, které nebylo obecné totoZné s klasickym feSe-
nim — toto, jak vime, nemusi vZdy existovat. Roku 1924 si H. Lebesgue a N. WIENER
nez4visle uvédomili, Ze D-ilohu je vhodné rozdélit na dvé diléi dlohy:
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(a) ptifadit kazdé funkci f € C(0U) ,,rozumnym‘ zplsobem funkci Zf € #/(U) (zobec-
néné feleni),

(b) zkoumat hrani&ni chovéni funkce Zf.

,,Rozumny* zpisob by mél v tomto kontextu znamenat pfinejmensim to, Ze na U je
Zf = Df, pokud klasické feSeni Df pro f existuje. :

Nastala vlna intenzivniho z4jmu o ,,dirichletovské operatory*, tj. zobrazeni z C(0U)
do #(U), ktera pfifazuji f — Zf ,,rozumnym* zpiisobem. Nejusp&sn&jsi (z hlediska
vySetfeni viech vlastnosti) byl postup, ktery navrhl N. Wiener: rozsifil libovolng
fe C(8U) na funkci F = F, e C(U) a potom z ni rekurentn& konstruoval posloupnost
funkci {F,}, pro niZ F, — Zf. Schematicky:

Je zajimavé, Ze tomuto schématu odpovidaly i metody navrZené jiz dfive — Poincaré
(1890!), Lebesgue (1913). PopiSeme podrobngji Wienerovu metodu konstrukce {F,}:
Nejprve dokazal, Ze 1ze nalézt regularni mnoZinyU; c U, < ... < U, = ..,.UU,=U
a pak definoval rekurentng "

F,= DF,_, na U, (feSenivzhledemk U,),
F,=F,_;, naU\T,.

My

I kdyZ mozZnost rozsifeni dokézal jiZz dfive Lebesgue (krok I), je tfeba si uvédomit, Ze
Wiener musel dokdzat konvergenci posloupnosti {F,}, nezavislost jeji limity na roziifeni
fnaF = F,ina volbé ,,vyCerpani‘ {U,,}, déle Ze limita definuje ,,rozumnou‘‘ funkci Zf,
vySetfit hrani¢ni chovani Zf a dalsi detaily.

Ponechme stranou otazky, tykajici se nespojitych hraniénich podminek — tento
problém studoval Wiener jiZ v roce 1923. DuleZit&si je fakt, Ze jiz v roce 1925 dokézal,
Ze jeho zobecnéné feSeni splyva s Perronovym feSenim Hf. RovnéZ si povSiml linedrni
zavislosti svého feSeni Zf na f. NasSel pro né& téZ v terminech kapacity nutné a postadujici
podminky pro regularitu hrani¢nich bodd. Pfipomindme, Ze hrani¢ni bod z je reguldrni,
jestlize

lim Hf(y) = f(z)

y—oz
pro viechny funkce f € C(0U). Zhruba fe¥eno: regularni body neplisobi obtiZe; snadno
se nahlédne, Ze mnozina U je regularni, pravé kdyZ jsou vSechny jeji hrani¢ni body
reguldrni. Lze dokazat, Ze bod z je regularni, pravé kdyZ k nému existuje bariéra —
dokonce 1ze poZadovat, aby tato bariéra byla harmonicka. Tento poznatek nélezi Bouli-
gandovi; zda lze v¥ak najit harmonickou bariéru spojit& rozsifitelnou na U, se jests
dlouho nevédeglo.

Perronovo feseni je elegantni a v jistém smyslu pro moderni teorii potencialu nejdiile-
Zitgj8i. Je viak nutno poznamenat, Ze i n&které jeho zakladni vlastnosti odhalil teprve
Wiener tim, Ze ukdzal, Ze toto feSeni splyva s jeho zobecnénym feSenim.
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Setkate-li se s oznacenim ,,PWB-solution®, patfi zde pismeno B francouzskému mate-
matiku M. BRELOTOVI, ktery v roce 1939 objasnil pro modifikovanou Perronovu me-
todu, kdy rovnost Hf = Hf nastav4 i pro obecn&jsi neZ spojité funkce f.

Pozdéji byla navrZena dalsi zobecnénd FeSeni (dirichletovské operdtory) a byly téZ
vySetfeny jejich vzdjemné souvislosti. Z novéjsich postupill jmenujme napf. DE LA VAL-
LEE-PoussINUV (1931) a KeLLoGgOv (1934). O. D. Kellog navrhl napf. postupy dva
(prvni byl ,,wienerovského* typu, druhy zobecioval Lebesgueovu metodu z roku 1913)
a dokazal, Ze davaji totéZ zobecnéné Yfeseni Zf. JiZ jsme se zminili, Ze feSeni, kterd na-
vrhli Poincaré, Lebesgue (a i Kellogovo zobecn&ni z roku 1934) a Wiener uZivaji stejného
schématu. Vypij¢ime si typické vlastnosti jednotlivych metod a naznaCime, jak lze
celkem jednoduse ukazat, Ze v§echny vedou k Perronovu feSeni; omezime se na krok II:
rozdily funkci z S(U) tvofi hustou podmnoZinu Banachova prostoru C(U). Proto se stagi
omezit na ditkaz F,,|U — Hf pro kazdou funkci F,, € S(U), F o|aU = f. Beze zmény ozna-
¢eni uvaZujme nyni piisluSnou posloupnost restrikci F,. Lze ukazat, Ze F, se u vSech
metod generuje z F,_; pomoci linedrniho monoténniho operatoru, viéi némuz jsou
funkce z H(U) invariantni a — vzhledem k F,, € S(U) — posloupnost {F,} je nerostouci
zdola omezend. Pomoci zdkladnich v&t analyzy (Levi, Dini) a jednoduchych vlastnosti
(super)harmonickych funkci dostavame F, \ Hf = Hf, pfiéemZ posledni rovnost je
diisledkem spojitosti funkce f.

Na zavér této &asti miiZzeme tedy shrnout takto poznatky, které byly znamy v prvni
tieting tohoto stoleti:

(1) Klasickd D-tloha nema obecn& feSeni pro kaZdou spojitou okrajovou podminku
(existence neregularnich mnoZin v R™, m = 2).
(2) Existuje fada specidlnich metod konstrukce zobecnéného FeSeni Zf pro D-iilohu
na libovolné omezené oteviené mnoZing.
(3) Vsechna znama zobecn&na FeSeni maji tyto vlastnosti:

(a) zavisi linearn& na okrajové podmince;

(b) nezaporné okrajové podmince odpovida nezaporné FfeSeni (fe§eni tedy zavisi

na okrajové podmince monoténng);
(c) zobecn&né fedeni splyva s klasickym feSenim v p¥ipadg, Ze klasické FeSeni existuje.

Podivejme se na dalsi vyvoj této problematiky.

KeldySova véta

roxr

Stejné& jako v pfedchazejici &asti pfedpokladame nejprve, Ze U =+ 0 je oteviend ome-
zena podmnoZina R™, m = 2. '

Zobrazeni A: C(0U) — #/(U) se nazyva Keldysiv operdtor na U, jestliZe plati

(et) A je linearni;

(B) 4 je monoténni (4f, = Af, na U, kdykoli je f; = f, na oU);

(v) Pro kazdou funkci h e H(U) je A(h|ou) = ho-

82



Snadno nahlédneme, Ze A je ,.dirichletovsky operator* (podminka (y)), ktery ma
jest€ dalsi pfirozené vlastnosti; tyto vlastnosti rovnéZz nejsou nové — sta¢i porovnat
definici KeldySova operatoru s bodem (3) shrnujicim na konci pfedchéazejici &asti vlast-
nosti specidlnich konstrukci zobecnénych YeSeni D-tilohy. P¥ipominime, %e specidlné
perronovské feSeni je pfikladem KeldySova operatoru.

V piipadé, Ze na U existuje pravé jeden KeldyStv operator, fekneme, Ze mnoZina U
je keld ysovska Pak lze prohlasit, Ze pro U existuje jediné v _ustem smyslu ,,rozumné‘‘
zobecnéné feseni D-1ilohy.

Zvolme x e U; potom zobrazeni f +— Af(x) je nezdporny linearni funkcional na
C(dU). Podle Rieszovy vty o reprezentaci lze tento funkcional ztotoZnit s nezdpornou
borelovskou mirou «, na oU. Na KeldyStv operdtor miZeme tedy pohliZet jako na
systém {«,; x € U}, ktery — ve smyslu podminky (y) — ,,harmonicky zavisi na para-
metru x*. Vime jiZ, Ze napf. Perronovo feSeni je Keldy$tv operator. Pro x € U oznaéime
p, miru, odpovidajici perronovskému feSeni (tj. Hf(x) = p(f) pro vSechny funkce
f e C(0U)), a nazveme ji harmonickd mira (vzhledem k x a U).

* Podle (y) jsou hodnoty KeldySova operatoru uréeny na podprostoru H(6U) = C(oU).
Studovat KeldyS$iiv operator znamend tedy zkoumat pozitivni linedrni roziifeni tohoto
zobrazeni z podprostoru H(0U) na C(U). Vime, Ze pro regulérni mnoZiny plati H(U) =

= C(0U); v této souvislosti je to tedy nezajimavy p¥ipad (meni ,.kam* roziifovat)
a ka’d4 takovad mnoZina je zfejm& keldySovska. Neni t&7ké dokézat, Ze H(U) je uzavie-
ny podprostor Banachova prostoru C(0U). Neni-li U regularni mnoZina, je tedy H(0U)
fidky podprostor v C(0U); studujeme tedy vlastn& roziifeni z mnoZiny, kter4 je v jistém
smyslu mala. Je viibec rozumné doufat, Ze zmin€né rozsifeni je uréeno jednoznacné?

Jak vime, existence KeldySova operétoru byla zndma jiZ ve dvacatych letech a v pfed-
chozi Casti jsme se zminili o ¥ad€ riznych specidlnich konstrukci zobecn&nych feSeni
D-tilohy. Vechny maji vlastnosti (o) — (), a jsou to tedy p¥iklady KeldySovych opera-
torti; o mnoha se viak védélo, Ze ve skutecnosti splyvaji. Nyni se dostdvame k zdsadni
otazce: existuje na U pouze jediny KeldySiv operdtor? Méné pfesné fefeno: kolik je
rozumnych zobecnéni klasické D-ulohy? o

Poznamenejme pfedevsim, Ze A. F. MONNA ve své disertaci (1935) dokazal, Ze riizné
-v té dob& znamé definice zobecn&ného Fefeni vedou ke stejnému vysledku. Dale Monna
formuloval (1938) otdzku jednozna&nosti operatoru 4 vyhovujiciho podminkdm (o) —

— (7) a podafilo se mu dokazat jednozna&nost za daliich (ne zcela pirozenych) poZa-
davkf na operator A. (Rizné modifikace definice KeldySova operatoru a pfislusnou
v&tu o jednozna&nosti pozd&ji zkoumali N. INoUE (1950), N. NINOMIYA (1952) R. VY-
BORNY (1958) — viz citace v [15] a [10]). :

V roce 1941 publikoval Keldy¥ dvoustrankovou praci [8], v niz dokazuje, Ze (v na¥f
terminologii) kaZdd omezend otevfend podmno%ina R™ je keldySovskd. Tomuto tvrzeni
budeme fikat KeldySova véta. KeldyS poznamendva, Ze tim je feSen Monntiv problém
a uvadi, Ze podobnou otdzku mu pfi osobnim setkani poloZil J. SCHAUDER. Maly rozsah
préace by snad mohl vzbudit dojem, Ze feSeni tak zdvaZného problému teorie potencialu
je vlastn& snadné a jednoduché. Vtip je vSak v tom, Ze Keldy$ pfi diikazu pouZiva tento
vysledek své prace [7]:
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KeldySovo lemma. Necht z€dU je reguldrni bod; pak existuje funkce h € H(U) tak,
Ze h(z) = 0 a h(y) > 0 pro vSechna y e U\{z}.

. KeldySova konstrukce takové funkee je velice komplikovana (opira se o’ jemné ivahy
zaloZené na Wienerov& kritériu regularity) a dodnes neni zndm #4dny diikaz KeldySova
lemmatu, ktery by mohl byt oznaden za ,,clementarni‘.

V pfedchazejici ¢asti jsme se zminili 0o pojmu bariéry. Keldysovo lemma zaruduje
existenci velice ,,kvalitni* bariéry pro bod z. Zminili jsme se, Ze ke kaZzdému regularnimu
bodu existuje bariéra a Ze odtud plyne existence harmonické bariéry — moZnost jejiho
spojitého rozsifeni pfed KeldySem nebyla viibec jasna. Stoji snad za zminku, Ze Poin-
caré umél nalézt funkci, ktera byla bariérou z H(U), ale jen pro n&které regularni body
specialniho typu. Po explicitnim zavedeni a zobecnéni dospél vyvoj k ,,malo kvalitnim*
bariéram; jejich existenci v§ak bylo moZno dokézat pro kaZdy reguldrni bod. KeldySovo
lemma bylo tedy dal$im zdokonalenim poznatkli o pojmu bariéry.

PovaZujme KeldySovo lemma za zndmé a pfedpokladejme, Ze A4 je KeldySiv operator
na U. Volme f e C(0U), regularni bod z € 9U a kladné &islo e. Existuje okoli ¥ bodu z
tak, Ze pro kazdé y € 8U n Vje f(y) < f(z) + &. ProtoZe funkce h je kladné na kom-
paktni mnoZin& oU \ V, existuje ¢ > 0 tak, Ze f — f(z) < ch na 0U \ V. PoloZime-li
¢ = f(z) + & + ch, mdme ¢ e H(U) a f < ¢ na oU. Z vlastnosti (B), (y) operatoru A
dostavame na U

Af £ Ao =9,
takze
lim sup Af(x) < ¢(z) = f(z) + .

x—z, xeU

Obdobné se dokdze, Ze
lim inf Af(x) = f(z) — ¢

x—z,xeU
a tedy funkce Af ma v bod& z vzhledem k U limitu f(z). Stejnou limitu mé4 oviem per-
ronovské feSeni Hf. Vidime, Ze omezend harmonické funkce (Hf — Af) ma v kaZdém
regularnim bod¢€ limitu nula. Je zndmo, Ze takova funkce je identicky rovna nule na U
v disledku principu maxima. Tim je dokédzdna jednoznaénost KeldySova operatoru-
“a U je proto keldySovské. Za zminku stoji, Ze se pfi ditkazu nevyuZivd podminky ().

Toho si pov§iml v roce 1961 M. Brelot, ktery podal v [3] novy dikaz KeldySovy véty.
Je zaloZen na mnohem jednodussi, nicméné€ netrividlni konstrukci funkce s touto vlast-
nosti: Nechf ¢ > 0, 0 < a < b, z € U regularni bod a ¥ bud okoli bodu z. Pak existuje
funkce g,,, = g € H(U) tak, 2¢ 0 < g < bna U,g(z) <eag = a na gU\V.
Toto oslabeni KeldySova lemmatu staci k dikazu KeldySovy véty; navic pomoci funkci
typu g, . lze uZitim vtipného postupu sestrojit funkci h z KeldySova lemmatu. Brelot
dale dokazuje platnost KeldySovy véty v obecnéjSim kontextu a dostava tak mj. tvrzeni
o jednoznaénosti rozumného zobecnéni klasické D-tlohy pro obecné&jsi rovnice, neZ je
Laplaceova. Abychom mluvili srozumiteln€ji, musime opustit pidu klasické teorie
potencidlu a alespoii informativné€ se zminit o jedné cesté, kterou se ubird moderni teorie
potencialu.
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Hlavnim cilem teorie harmonickych prostort bylo vybudovat jednoduchy a dosta-
te€né Siroky axiomaticky systém pro teorii potencialu. Ke standardnim pfikladim
harmonickych prostorit vede Siroka tfida linedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic
druhého f4du eliptického a parabolického typu. Za zékladni pfiklady je tfeba povaZo-
vat klasickou teorii potencidlu (tj. v Sirokém smyslu studium feSeni Laplaceovy rovnice)
a prisluSnou teorii pro rovnici vedeni tepla, kterd ovSem ani zdaleka nebyla (a ostatnd
stale jest& neni) tak propracovana. V priib&hu Sedesatych a sedmdesatych let zazname-
nala teorie harmonickych prostori zna&ny rozmach (srv. [4], [1], [5]). V3echny diile-
Zité vysledky klasické teorie potencidlu (které nevyuZivaji pojmu Dirichletova integralu)
nafly sviij odraz i v axiomatice. Byly tak mj. objasnény i vztahy mezi zdkladnimi prin-
cipy klasické teorie, kterd tim tak ziskala na priizraénosti a poodhalila ve v§i hloubce
svou logickou vystavbu. Vzhledem k tomu, Ze axiémy harmonického prostoru maji
lokalni charakter, vysledkl Ize uZit pfi studiu parcidlnich diferencidlnich rovnic na va-
rietdch. Obzvlast& dilezité jsou pravdépodobnostni aspekty axiomatické teorie poten-
cialu: teorie harmonickych prostori se asto povaZuje za spojovaci ¢lanek mezi parciél-
nimi diferencidlnimi rovnicemi a markovskymi procesy.

Zakladni axiémy harmonického prostoru odraZeji tyto poznatky znamé z klasické
teorie potencidlu: ,,harmoniCnost je lokalni pojem; existuje hodné mnoZin, na nichZ
umime Fesit klasickou D-tllohu; supremum neklesajici posloupnosti harmonickych funkci
je harmonicka funkce — pokud jsou splnény vhodné pfedpoklady o kone&nosti limitni
funkce (Harnackova véta).

Harmonicky prostor je lokaln€ kompaktni topologicky prostor X a zobrazeni ¢,
které kazdé oteviené mnoZing U < X pfifazuje linedrni prostor #(U) funkei spojitych
na U tak, Ze plati:

Axiom svazku: Jsou-li U, V oteviené mnoZiny, V <= U a he #(U), pak’ hly e #(V).
Necht {U} s je systém otevienych mnoZin a h je funkce na U U;. JestliZe h|y, € #(U))
pro kazdé i eI, pak he #(U).

Funkce z.?f(U) se nazyvaji harmonické funkce na U. Pro takto zavedené ,,abstraktni‘
harmonické funkce se definuje feSeni Dirichletovy tilohy a regularni mnoZina analogicky
jako v klasickém pf¥ipadg.

Axiom bdze. Existuje baze topologického prostoru X tvofend regularnimi mnoZinami.

Axiém konvergence. Je-li h, neklesajici posloupnost harmonickych funkci na oteviené
mnoZin€ U =« X a h = sup h, je funkce kone¥na na husté podmnoZin& v U, pak h je
harmonické funkce.

Tyto tfi axiémy tvofi zdklad teorie harmonickych prostort, jak je vyloZena v [1].
Brelotova axiomatika (viz [4]) poZaduje siln&jsi verzi axiému konvergence: Je-li U
oblast a h = sup h, je funkce koneénd v jednom bod&, pak je h na U harmonicka.
V duisledku toho rovnice parabolického typu nejsou zahrnuty do Brelotovy teorie.
,»Rumunska‘ axiomatika (CONSTANTINESCU - CORNEA [5]) vychézi ze svazku kuZeld hy--
perharmonickych funkci a systém axiémi je jiny. Tato teorie zahrnuje Brelotiiv i Baue-
riv pfistup — i kdyZ to na prvni pohled neni patrné.
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Poznamenejme jesté, Ze k rozvinuti bohatsi teorie se pfidava dalsi axiém, ktery —
zhruba fe€eno — vyjadiuje, Ze systém superharmonickych funkci neni pfili§ chudy.
Nasim cilem neni (a v tomto omezeném prostoru zdaleka nemtiZe byt) vykladat nej-
potencidlu nebo dokonce je§t€ i pro oblast parcidlnich diferencidlnich rovnic, teorii
pravdépodobnosti, funkciondlni analyzu apod. DuleZité je ted pro nds védét, Ze vcelku
s malymi zm&nami Ize perronovskou metodu fe§eni D-tlohy pfevést do kontextu axio-
matické teorie potencidlu. Neni nutno zdiiraziiovat, Ze také pojem KeldySova operatoru
a keldySovské mnoZiny maji dobry smysl.

PFipometime si, Ze M. Brelot [3] v roce 1961 dokézal (za dodate&ného axiému, ktery
je spln&n pro eliptické rovnice) KeldySovu v&tu v ramci své axiomatiky. J. Luke§ [12]
upozornil v roce 1974 na skuteCnost, Ze pro rovnici vedeni tepla existuji nekeldySovské
mnoZiny, a sestrojil (v harmonickém prostoru v Bauerové smyslu) tfidu KeldySovych
operatorit obecné rtznych od perronovského feSeni. Tim vynikd jeden z vyznamnych
rozdiltt mezi Brelotovym a Bauerovym axiomatickym systémem. Z vysledki J. BLIEDT-
NERA a W. HANSENA [2] z roku 1975 a zmin&né LukeSovy préce plyne, Ze U < X je
keldySovskd, prdvé kdy? mnoZina 0,U jejich nereguldrnich bodit je zanedbatelnd
v tomto smyslu: Je-li f charakteristickd funkce mnoZiny d;U, pak Hf = 0 identicky
v U (neboli, v terminech harmonické miry, u,(9;U) = 0 pro kaZdé x e U). Z této vdty
také plyne charakteristika harmonickych prostori, v nichZ kaZda (relativn kompaktni
oteviend) podmnoZina je keldySovskd. Funkciondlni pfistup ke KeldySovd v&t& je
vySetfovan J. LukeSem ([13], 1977), operatory A splifujici pouze podminky (B), (7) jsou
studovany v préci [17] z roku 1978. Poznamenejme, Ze zajimavy dikaz KeldySovy
véty pro klasicky pfipad je uveden v LANDKOFOVE udebnici [11].

Vime jiZ, Ze obecnd existuji nekeldySovské mnoZiny. J. LUKES a I. NETUKA [14] do-
kazali, Ze v kaZdém harmonickém prostoru existuji libovolné velké keldySovské mno-
Ziny. Pfesné feeno: Je-li K = X kompaktni, V < X oteviend a K < V, pak existuje
keldySovské mnoZina U tak, e K =« U = U <= V. Na ziklad€ této véty definovali
zobecnéné feSeni wienerovského typu, které ovSem piedstavuje KeldySiv operator.
Pozoruhodné je, Ze i na nekeldySovskych mnoZinich splyva s perronovskym FeSenim.
Ukazuje se, Ze perronovské FeSeni mezi (obecnd nekone&nd mnoha) KeldySovymi ope-
ratory zaujimi prominentni postaveni. Ve prospéch pravé tohoto zobecnéného feSeni
mluvi také pravdépodobnostni interpretace D-tlohy.

Na zivér se jest€ podivejme, jak KeldySovo lemma a KeldySova véta zapadaji zcela
pfirozenym zplisobem do kontextu Choquetovy teorie, moderni partie funkcionalni
analyzy. (Vyklad bude struény — zajemce o hlub3i studium odkazujeme na [6], [16].)

Necht Y je metrizovatelny kompaktni topologicky prostor, C(Y) je Banachiv prostor
spojitych funkci na Y. Pfedpokladejme, Ze P je uzavieny podprostor prostoru C(Y) od-
d&lujici body prostoru Y a obsahujici konstantni funkce. Pro y € Y oznadime ./, systém
viech nezdpornych mér u na Y, pro n& f(y) = [fdp, f € P. Prvkim z ./, se fika miry
reprezentujici bod y. Ztejm& pro Diracovu miru e, soustfedénou v bod€ y plati vidy
&, € M, MnoZinu

ChpY = {yeY; M, = {g}}
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nazyvame Choquetova hranice Y vzhledem k P. MnoZina Ch,Y nemusi byt uzaviena,
je vSak vZdy typu G;. JestliZe y € Y a existuje nezaporna funkce h € P, ktera se anuluje
pouze v bod¢€ y, nazveme y exponovanym bodem. Kazdy exponovany bod patii do Cho-
quetovy hranice.

Jednim z dulezitych vysledkti Choquetovy teorie je tato véta o reprezentaci: Pro
kady bod y € Y existuje mira v, reprezentujici bod y a soustiedénd na ChpY (tj. plati
v(YN\ ChpY) = 0). JestliZe pro kaZdé y € Y existuje prdvé jedna mira s touto vlastnosti,
nazveme prostor P simplicidlni. Je zndmo, Ze pokud P je simplicidlni, je kazdy bod
Choquetovy hranice ChpY exponovany.

Poznamenejme, Ze prostor P je simplicidlni, pravé kdyZ je feSitelna tato ,,slaba* for-
mulace Dirichletovy tlohy: Je-li K = ChpY uzaviend podmnozina a fe C(K), pak
existuje u € P tak, Ze ul x = f. Pfitom lze navic pozadovat

sup u(Y) = sup f(K), inf u(Y) = inf u(K).

Vratme se opét k harmonickym funkcim, tentokrat vSak jiz v abstraktnim kontextu.
Necht opét U je neprazdna relativn€ kompaktni oteviend mnoZina v harmonickém
prostoru X, stejné€ jako dfive

H(U) = {he C(U); hl|ye#(U)}

a necht H(U) obsahuje konstanty a odd€luje body mnoZiny U. Oznatme W(U) mnoZinu
vSech minim koneénych systémi funkci z H(U). Ze Stone-Weierstrassovy véty plyne,
Ze W(U) — W(U) je husty podprostor v C(U). PoloZme nyni v pfedchozim vykladu
Y= U, P = H(U) a ptejme se, co v tomto piipad® znamend Ch,Y a zda je P simpli-
cidlni. Rada matematikdi (BRELOT, BAUER, GAMELIN, Rossi, KGHN, SIEVEKING, BoBoc,
COoRNEA, EFFrOs, KAZDAN, BLIEDTNER, HANSEN a dalsi — citace viz [2]) pfispéli v po-
slednich patnécti letech k zodpov&zeni t&chto otézek. Nyni je zndmo, Ze H(U) je vidy
simplicidlni ([2], 1975) — tim je zodpovézen del3i dobu otevieny problém — a za doda-
te&nych ptedpokladii (specialng kdyZ je 0,U zanedbatelna) je Choquetova hranice rovna
mnoZiné reguldrnich bodi. Zejména je tomu tak napf. pro Laplaceovu rovnici, obecngji
pro eliptické rovnice, ale ne pro rovnici pro vedeni tepla. Krom& toho je zndma poten-
cidln¥ teoretickd charakteristika jak Choquetovy hranice, tak i (jednozna&ng) ur&ené
miry reprezentujici bod y nesené Choquetovou hranici. :

Nas§im centralnim zijmem je v8ak role KeldySovy véty v teorii potencidlu, proto se
k ni vratme. Necht U m4 opét shora uvedené vlastnosti, A je Keldy$iv qperitor na U
ayeU. Jeli

Af(5) = I fday, f e C(aU),

je a, podle podminky (y) mira reprezentujici bod y. D4 se dokézat (viz [2]), Ze a, leZi
»mezi“ mirou v, a harmonickou mirou y, v uspofddani indukovaném kuZelem W(U):

() = o) < (w), w e (D).
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Pfedpoklddejme nyni, Ze mnoZina 0,U je zanedbatelnd. Potom je kazdy regularni bod
téZ bodem Choquetovy hranice, a je tedy exponovany, nebot H(U) je simplicidlni. To
déava v klasickém pfipadé€ pravé KeldySovo lemma. Za uvedenych pfedpokladi plati
podle [2] rovnost v, = p, pro kaZdé y, a U je proto keldySovskd. Tim jsme se (pro
klasicky p¥ipad) vratili ke KeldySov& v&tg.

Kdo je trochu vice obeznamen s KeldySovymi vysledky v teorii potencidlu, vi, Ze
jsme si vybrali jen jeden — moZnosti bylo vSak vice. Tim, Ze jsme se ho pokusili zasadit
do celkového ramce, za ktery ndm poslouZila ¢ast historie teorie potencidlu, jsme sledo-
vali urdity cil — doufdme, Ze se nam podafilo ukdzat, jak pravé tento vysledek ovliviio-
val prace v této discipliné aZ do na$i doby, tedy bezmaéla po Ctyficet let. A protoZe jsme
zagali Dirichletovou ulohou (1828), ktera reprezentuje problematiku intenzivné studo-
vanou cca 150 let, je to z tohoto zorného uhlu vysledek mimofadn€ vyznamny.
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