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potiebného kapalného vzduchu je velmi
malé: na kazdy litr kapalného hélia je
tfeba dva litry kapalného vzduchu a na
cely den prace s kapalnym héliem ne vice
nez 10—15 kg kapalného vzduchu.
Utinnost naSeho adiabatického zka-
paliiovade je alespoii 10krat vysSi neZ

I vewr

diivéjsich aparati. Ale hlavni tdspora je
das. Za dv¢€ hodiny po spusténi zkapaliio-
vaCe se ziskava dostate6né mnoZstvi ka-
palného hélia, aby bylo moZno zafit
experimentovat. To v§echno natolik usnad-
fiuje praci s kapalnym héliem, Ze se stane
dostupnym pro vétsinu laboratofi.

Americka matematika
od roku 1940 do pfedvcerejska*)

J.

H. Ewing, W. H. Gustafson, P. R. Halmos,
S. H.

w.
Moolgavkar, W. H. Wheeler, W. P. Ziemer

PFedmluva. Jak nejlépe podat maly zlomek historie uvedeny v ndzou? Méla by se tato zprdva
zabyvat hlavné statistikou riistu éasopisu Mathematical Reviews? Nebo by méla byt vénovdna hlavné
Zivotitm matematikit nebo by méla obsahovat predevSim seznamy knih a &ldnkii? Nebo bychom méli jit
v proni Fadé po stopdch vlivii a disledki, které vedly od konigsberskych mostii nejprve k analysis situs
a potom k homologické algebie? Nerozhodli jsme se pro Zddny z téchto zpiisobii, ale misto toho chceme
Fici co mozZnd nejvice o matematice, Zivé matematice dnesSka. Aby se ndm to poda¥ilo v daném asovém
a prostorovém limitu, rozhodli jsme se vyklddat nasi tematiku tradiénim stylem historie, totiZ stylem
,.bitev a krdlii*“. SnaZime se popsat hlavni vitézstvi americké matematiky od roku 1940, zminit se o jmé-
nech vitézit a uvést — jak doufdme — dostatecné vysvétleni (ale nic vic), které ukazuje, jaky protivnik
byl poraZen. PFi popisu se obvykle omezujeme pouze na tvrzeni. Vypoustime vSechny diikazy, ale nékdy
struéné naznadéujeme jejich pribéh. Takovyto ndznak miiZe byt jedna véta nebo dva aZ t¥i odstavce; jeho
ucelem je spise osvétlit situaci ne? presvédcit.

Pokrok v matematice znamend objeveni novych pojmii, novych prikladi, novych metod nebo novych
skuteénosti. Schwartzitv pojem distribuce, Milnoriv priklad exotické sféry, Cohenova metoda forcingu
a Feitova-Thompsonova véta o jednoduchych grupdch sem nade v$i pochybnost pat¥i. Neméli jsme potiZe

¥) Pieklad 1. &asti &lanku American Mathematics from 1940 to the Day before Yesterday, American
Mathematical Monthly 83 (1976) No. 7, pp. 503—516.
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DFi hleddni vitézstvi, kterd by méla byt zahrnuta do naseho seznamu; potiZ byla s rozhodnutim, kterd
vyloucit. Formulovali jsme uréitd hrubd pravidla (nap¥.: véty, ne teorie); protoze alespori z nékterych
hledisek byla aplikovand matematika pokryta jiz v jinych &ldncich, omezili jsme se pouze na Cistou mate-
matiku; vyloudili jsme prdce, které nemély své kofeny, ani odnoZe, ani plody v USA; kdy? jsme se rozho-
dovali, kterého ze dvou kandiddtii ponechat, pFiklonili jsme se k tomu, ktery se tési vétsimu obecnému
zdjmu. (,,Obecny zdjem'* neni pFesné totéz jako ,,popularita‘“, ale je ji blizky.)

Nakonec ndam zistalo deset ,,bitev a krdli** a my si myslime, Ze poddvaji dosti dobry obraz o tom, co
se uddlo. Netvrdime, Ze nds seznam je dileZitéjsi nez kterykoli jiny, ani Ze je maximdlni v matema-
tickém smyslu tohoto slova, tj. Ze neni méné dilezity nez kterykoli jiny. Tvrdime viak, Ze by byl cely za-
hrnut a s respektem probirdn v jakychkoli odpovédnych déjindch nasSeho mista a éasu. Celkovy pocet
,»hnevynechatelnych' vitézstvi je urcité vétsi neZ deset; moznd je jich dvacet nebo dokonce étyrFicet.
Vybér nasich deseti byl ovlivnén hranicemi nasi kompetence a nasimi osobnimi zdlibami; tomu se nelze
vyhnout. Kdokoli jiny by pravdépodobné vybral jinou desitku. Doufdme vSak a myslime, Ze seznam,
ktery by byl sestaven kymkoli jinym, by se silné pFekryval s nasim a Ze lokdlni rozdily by nezménily
podstatné globdlni obraz.

V historii ovliviiuje kazdy okamzik okamZiky ndsledujici; omezit se na uréity éasovy interval je asi
Casto nutné, nékdy je to mozné, ale zFidkakdy je to pfirozené. Zcela stejné kazdé misto ovliviiuje viechna
ostatni mista. ProtoZe viak je topologie povrchu nasi zemékoule mnohem sloZitéjsi nez topologie éasové
pFimky, je omezeni se na jednu zemi témé¥ nemozné. Historie matematiky zde neni Zddnou vyjimkou:
snaZime-li se vyli¢it, co se stalo zde, velmi éasto musime povolit tlaku vzddlenych vlivii a hovofit o tom,
co se stalo tam. Nicméné vSak jsme schopni se neodchylit nepfiméiené od naseho cile. PFipoustime-li
nejen celistvé polozky, miZeme asi 8,25 z dosaZenych deseti uspéchit nazvat americkymi. Je moZnd také
zajimavé si pov§imnout, Ze vice nez polovina z origindlnich éldnkii, na které se odkazujeme, byla publiko-
vdna v dasopise ,,Annals of Mathematics*. )

Volba pofadi mize vychdzet z nékolika hledisek (nap¥. k cemu doslo diive?, co bylo pFedpokladem
k demu?). Rozhodli jsme se pro uspofdddni na zdkladé obecnosti kategorie prislusnosti nebo — jinak
zhruba Feleno — na zdkladé vzddlenosti od zdkladii matematiky. Na konci kaZdého oddilu je maly
seznam prFislusné literatury. Je zdmérné neuplny. Vse, co obsahuje, je jeden (nebo, je-li to nutné, dva nebo
t¥i) prvotni &lanky, ve kterych byl objev uveden, a dile néjaky novéjsi vyklad tohoto objevu, pokud jsme
néjaky mohli najit.

Hypotéza kontinua. Celd matematika je odvozena z teorie mnoZin (nebo alespoti vétSina
z n4s je o tom presvéd€ena), pfiemZ manipulace s mnoZinami je jednoduchy a pfirozeny
tkon (kazdopadné studenti nemivaji potiZe s jejim zvladnutim). V8e, co aktivni matema-
tik potfebuje védét o mnoZindch (vCetné né€kolika specidlnich véci, o nichZ si nikdy
nemyslel, Ze je potfebuje), se vejde na jednu tisté€nou stranku (nebo na tfi aZ Styfi tisténé
strany, kdyZ chceme k formalismu pfidat jesté motivaci). Na takové strance by bylo
uvedeno, jak miiZeme ze zndmych mnoZin vytvafet mnoZiny nové (napf. tvofeni mnoZin
skladajicich se ze zadanych elementil, vytvafeni sjednoceni mnoZin, vytvofeni potenéni
mnoZiny, tj. mnoZiny v§ech podmnoZin dané mnoziny); byly by tam popsany zadkladni
vlastnosti mnoZin (napf. Ze dvé mnoZiny se rovnaji, jestlize kazda z nich je podmnoZzinou
druhé, a Ze Zadnd mnoZina nema prvky, které jsou zase mnoZinami, které maji prvky ...
a tak dale aZ do nekone¢na); bylo by tam uvedeno (jako pfedpoklad nebo jako disledek,
v kazdém piipadé vSak jakoZto popis situace), Ze existuji nekoneéné mnoZiny. Tato
zakladni tvrzeni teorie mnoZin miZeme povaZovat bud za vysledky pozorovani sku-
teCnosti, nebo za axiomaticky popis ZF (Zermelovy-Fraenkelovy) struktury. V obou
pfipadech by nebylo Zadnym problémem je zakodovat do jazyka vhodného (nepfili§
sloZitého) poéitage. Takovyto poéitaé bychom snadno mohli naudit vS§em odvozovacim
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pravidlim, kterd matematikové pouzivaji. Kdybychom navic k zdkladnim vstupnim
dattim pfidali dvé dalsi tvrzeni, mohl by v principu pocitaé snadno vytisknout veskerou
zndmou matematiku (a spoustu toho, co je§té neni znamo).*)

Zminéna dve tvrzeni, jimZ historie vénovala zvlastni pozornost, jsou AC (axiom vybé-
ru) a GCH (zobecnénd hypotéza kontinua). AC fika, Ze pro kaZdou mnoZinu X existuje
zobrazeni f potencni mnoZiny mnoZiny X do X takové, Ze f(4) € A pro kazdou neprazd-
nou podmnoZinu 4 mnoZiny X; GCH §ika, Ze kaZda podmnoZina potenéni mnoZiny
nekoneéné mnoziny X je ve vzajemné jednoznacné korespondenci bud s n&jakou pod-
mnoZinou mnoZiny X, nebo s celou potenéni mnoZinou mnoZiny X — neni tedy nic
mezi X a jeji poten¢ni mnoZinou.

Plati axiém vybéru? Tato otazka byla €asto srovnavana s podobnym problémem tyka-
jicim se patého Eukleidova postulatu. V obou pfipadech mame vice méné pékny systém
axiémt a k tomu jeden méné pékny, komplikovangj§i a ne zcela zfejmy dodateény
axiom. Jestlize je tento dodatedny axiom duisledkem zékladnich axiémii, potom plati
a vSechno je v pofadku; jestliZe dasledkem zakladnich axiémi je jeho negace, potom
neplati a tak ¢i onak je otazka definitivné zodpovédéna. Stejnou otazku si pfirozené
muzZzeme klast v pfipadé GCH. Dlouhou dobu bylo znamo, Z¢ z GCH plyne AC; ve
svétle této skuteCnosti existuje ziejmy vztah mezi obéma otdzkami.

Odpovédi na tyto otazky jsou pronikavym a hlubokym tspéchem lidského ducha.
GODEL (1940) dokézal, Ze AC a GCH nejsou nepravdivé (tj. Ze jsou konzistentni s axi-
omy ZF) a PAuL CoHEN (1964) dokazal, Ze nejsou pravdivé (tj. jsou nezavislé na ZF).

Godeluv duikaz spocival v konstrukci vhodného modelu. Gédel dokazal, Ze jestliZe
ZF je konzistentni, takZe existuje tfida ¥ mnozin spliiujici zdkladni ZF axiémy, potom
existuje ,,podtiida‘, ktera je rovnéZ spliiuje a v niZ navic plati AC a GCH. Podtfida,
kterou Gdédel zkonstruoval, je tfida L ,,konstruovatelnych® mnoZin. (PouZité pfidavné
jméno ma prosty, ale zcela pfesny vyznam; zhruba feceno, konstruovatelné mnoZiny jsou
mnoziny, které muzeme dostat z prazdné mnoZiny pouZzitim transfinitni posloupnosti
elementarnich mnoZinové teoretickych konstrukei.) Tfida L je podstrukturou v béZném
matematickém smyslu tohoto slova: objekty patfici do L jsou nékteré z objektli ve V
a relace € mezi nimi je restrikci mnoZinové teoretického € ve ¥ na objekty z L. Existence
modelu typu L (zkonstruovaného na zakladé hypotetického konzistentniho modelu V)
dokazuje konzistentnost AC a GCH zcela stejné jako existence eukleidovské roviny
dokazuje konzistentnost postulatu o rovnobézkach.

vvvvv

Cevského roviny, kdy se v eukleidovském kruhu zavadi novd metrika. Cohen vysel od
vhodného ZF-modelu a pfidaval k nému nové objekty. Tyto nové objekty jsou ,,tfidy*
(ale nikoli mnoZiny) z ptivodniho modelu. Pfi pfidavani se pouZiva nové metody zvané
,»forcing®, kterd — jakmile byla objevena — se ukézala uZiteCnou v mnohych partiich

*) Takto vytofend ,,matematicka literatura‘‘ by ovSem st&Zi byla n€ékomu k uzitku, pfedev§im ze
dvou davodi: a) Krajni primitivnost pouZitych vyjadfovacich prostfedki by vedla k velmi neekono-
mickému zapisu i jednoduchych matematickych pojmu a vysledkd. b) Po¢ita¢ sam by nebyl schopen
rozlisit podstatné a obsazné pojmy a vysledky od nepodstatnych a Cisté formalnich. (Pozn. redakce.)
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teorie mnoZin. V Cohenové diikazu se konstruuje nekoneéna posloupnost lepsich a lep-
§ich koneénych aproximaci novych objektli. Zhruba fefeno, kazd4 vlastnost nového
modelu je ,,vynucena‘ vlastnostmi starého modelu a jednou z aproximaci. V zavislosti
na tom, jak uzplisobime detaily, koneénym vysledkem mtZe byt ZF-model, v némZ AC
neplati, nebo ZF-model, v némz AC plati, ale jiZ klasick4 nezobecnéna hypotéza kontinua
CH neplati. (CH je GCH pro nekoneénou spoletnou mnoZinu.) Dusledek: AC a CH
jsou nezavislé na ZF.

Literatura
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Diofantické rovnice. Hypotéza kontinua byla obsahem prvniho Hilbertova problému
(z proslulého seznamu 23 problémi, které formuloval v roce 1900); Hilbertav desaty
problém se tyka feSitelnosti diofantickych rovnic. Problémem je nalezeni podetniho
postupu-algoritmu, ktery by umoziloval zjistit, zda dand polynomidlni rovnice s celo-
Ciselnymi koeficienty ma celoCiselna feSeni. Z jistého hlediska je pfirozén&jsi a nékdy
technicky jednodussi zabyvat se kladnymi celofiselnymi feSenimi (tj. feSenimi v Z.)
polynomiélnich rovnic s kladnymi celo&iselnymi koeficienty. Upozorndni: nemame na
mysli pouze rovnice tvaru p(x) = 0. Problém zahrnuje hledani &isel x takovych, Ze
p(x) = g(x); obecnéji zahrnuje hledani n-tic (xq, ..., x,) takovych, Ze p(x,, ..., x,) =
= q(xy, ..., X,); Gplné obecné jde o hledani n-tic (xy, ..., X,), pro néZ existuji m-tice
(P15 +--» Ym) takové, Ze

P(x1, AR -xmyla -“’ym) = q(xl’ Cee xmyla LRRE] ym)°

Pro polynomy p a ¢ (v n + m prom&nnych) se mnoZina feSeni v pfedchozim slova smyslu
nazyva ,,diofantickou mnoZinou“ v Z,.

Co to znamen4, jestliZe fekneme, Ze existuje algoritmus na zjist&ni feSitelnosti? Vhodny
zpusob, jak odpovédét na tuto otazku, je nejprve zavést pojmy rekurzivni mnoZina
a rekurzivni funkce a teprve potom s jejich pomoci definovat algoritmus.

Kdy mtiZeme funkci ze Z, do Z, nebo obecnéji funkci ze Z", do Z, nazvat ,,re-
kurzivni*‘? Podle obecné dohody dnes nazyvame rekurzivnimi funkcemi funkce vytvofe-
né z uréitych jednoduchych funkei (konstanta, naslednik, soufadnice) pomoci tfi pro-
cedur (skladani, minimalizace, primitivni rekurze). Na detailech zde nezileZi (nebudou
nikde pouZivany); je vSak vhodné pfipomenout, Ze viibec nejde o obtiZznou zaleZitost.
PodmnoZina (v Z,, nebo obecnéji v Z" ) se nazyva rekurzivni, jestliZe je rekurzivni jeji
charakteristicka funkce. Diisledek: podmnoZina (v Z%,) je rekurzivni tehdy a jen tehdy,
kdyZ je rekurzivni jeji komplement.
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UvaZujme nyni vSechny polynomialni rovnice (ve vySe uvedeném smyslu) a napiSme
je do posloupnosti {E;, E,, Es, ...}. (Abychom zéstali v souladu s intuitivnim pojmem
algoritmu, je tfeba je sestavit v jistém smyslu slova efektivng. Ale to se d4 pomérné
snadno udélat.) Indexy &, pro které ma rovnice E, feSeni (ve vySe uvedeném smyslu),
tvofi podmnoZinu S mnoZiny Z,. Hilbertiv problém (existuje algoritmus?) miZeme
nyni formulovat takto: je podmnoZzina S rekurzivni? Odpovéd zni ne. Na tuto odpovéd
se ¢ekalo dlouhou dobu a je vysledkem spojeného usili J. RoBINSONA (1952), M. DAVISE
(1953), H. PutMANA (1961) a Y. MaTwaseVICE (1970).

Centralnim pojmem diikazu je pojem diofantické mnoZiny a hlavnim krokem je dtikaz
tvrzeni, Ze kaZd4 rekurzivni mnoZina je diofantickd. Technicka &ast vtipné vyuZiva
elementarni teorie &sel (napf. tzv. Cinskou vétu o zbytku a &4st teorie Fibonacciho
¢Gisel nebo Cast teorie Pellovy rovnice). V ditkazu se pfichazi na nékteré zajimavé diofan-
tické mnoZiny, jejichZ diofanticky charakter neni nikterak zfejmy (napf. mocniny &isla 2,
faktorialy a prvodisla).

Jednou z moZnosti, jak dokazat, Ze podmnoZina S (indexovd mnoZina feSitelnych
rovnic) neni rekurzivni, je diikkaz sporem. Kdyby S byla rekurzivni, pak by odtud vyply-
valo (néco malo bychom museli je$té dokazat), Ze kaZzda zminéna diofanticka mnoZina
(tj. mnoZina feSeni kaZdé uvedené rovnice) je rekurzivni, a Ze tedy (na zékladé ,,hlavniho
kroku“ z predchoziho odstavce) komplement kazdé diofantické mnoZiny je diofan-
ticky. Spor dostavame nalezenim diofantické mnoZiny, jejiz komplement neni diofan-
ticky.

Posledni krok pouZzivd verzi znamé Cantorovy diagondlni metody. Myslenka je
sefadit ,,efektivné* vSechny diofantické podmnoZiny v Z, napf. do posloupnosti
{D,, D,, Ds, ...}, dokézat, Ze mnoZina D* = {n: ne D,} je diofanticka (to d4 urgitou
praci) a konetn& ukézat, Ze komplement Z, — D* = {n:n¢ D,} neni diofanticky
(zde se pouZiva Cantorova metoda). '
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Jednoduché grupy. Tolik o zékladech. Dalsim oborem v hierarchii je algebra. V daném
okamziku teorie grup.

Kazda grupa G ma alespoii dv€ normélni podgrupy, totiZ sebe samu a jako druhy
extrém jednotkovou podgrupu 1. Grupa G se nazyvé jednoduchd, jestlize tyto dvé€ pod-
grupy jsou jeji jediné normélni podgrupy.
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Jednoduché grupy se ve dvou smérech podobaji prvoéislim: neobsahuji netrivialni
¢asti a mliizeme z nich sloZit kazdou kone¢nou grupu. (Podle obecné konvence se kladné
¢&islo 1 nepovazuje za prvocislo, ale jednotkova grupa 1 se zahrnuje mezi jednoduché
grupy. Neni to dobré, ale je tomu tak.)

Pfedpoklédejme tedy, Ze grupa G je koneéna a bud G, jeji maximalni normalni
podgrupa. (G, se nazyva maximalni, jestliZe je vlastni normalni podgrupou grupy G,
ktera neni obsaZena v zadné jiné vlastni normalni podgrupé grupy G.) Je-li G jednoducha,
potom G, = 1; obecné z maximality podgrupy G, plyne, Ze faktorgrupa G|/G; je jedno-
duché. Cheeme-li vyjadfit vztah mezi grupami G, G; a G/G, (grupa, normalni podgrupa,

~ faktorgrupa), fikame n&kdy, Ze grupa G je rozsifenim grupy G/G; pomoci grupy G;.
V této terminologii je kaZda kone¢né grupa (s vyjimkou jednotkové grupy 1) rozsifenim
jednoduché grupy pomoci grupy ostfe mensiho fadu. Toto tvrzeni z teorie grup je analogii
tvrzeni z teorie Cisel o tom, Ze kazdé kladné celé &islo (s vyjimkou &isla 1) je soucinem
prveéisla a kladného Cisla ostfe mensiho.

Neni-li G; jednotkova grupa, miZeme aplikovat pfedchozi odstavec. Vysledkem je
maximalni normélni podgrupa G, grupy G, takova, Ze G, je rozSifenim jednoduché
grupy G,/G, pomoci grupy G,. Tento proces miiZeme opakovat tak dlouho, dokud
nedostaneme jednotkovou grupu; koneénym vysledkem je fetézec

G=GyoG >2G,>...oG, =1

(,,kompoziéni fada“), ve kterém kazda z grup G;/G; ., je jednoducha (i = 0, ..., n — 1).
Timto zplsobem se velkd €ast problému nalezeni vSech koneénych grup redukuje na
uréeni vSech jednoduchych kone&nych grup. (Slavna Jordanova-Holderova-Schreierova
véta nam zajidtuje, Ze komposi¢ni faktory G;/G;,, jsou jednozna&n& urdeny aZ na izo-
morfismus a pofadi.)

Abelovské jednoduché koneéné grupy uréime snadno: jsou to pravé vSechny cyklické
grupy prvociselného fadu. To je snadné. Co je obtiZné, to je nalezeni v§ech neabelovskych
jednoduchych koneénych grup. Nékteré piiklady ziskAme snadno, napf. mezi grupami
permutaci jsou nejznaméj$imi grupy sudych permutaci n prvkit s # = 5. Znimé jedno-
duché grupy nevytvareji Zddny systém a i nejjednodussi problémy, které se jich tykaji,
vzdoruji feSeni. BURNSIDE vyslovil napiiklad domnénku, Ze kaZd4 neabelovska jedno-
ducha grupa ma sudy fad, ale tato domnénka ziistala otevienym problémem po dobu vice
nez 50 let. Uk&zkovou demonstraci sily teorie grup FEiT a THOMPSON (1963) ukazali,
Ze Burnsideova domnénka je spravnd. Dilkaz zabird celé &islo (vice neZ 250 stran)
Casopisu ,,Pacific Journal®. Je to technicka teorie grup a teorie charakterti. Od doby, kdy
diikaz byl publikovan, byla v ném provedena urditd zkraceni, ale Zadny kratky nebo
snadny dikaz nebyl dosud objeven. DosaZeny vysledek ma mnoho disledkil a pouZité
metody byly aplikovany na mnoho jinych probléml v teorii koneénych grup. Oblast,
ktera byla mnohymi prohlasena za mrtvou, se ukazala byt siln& Zivotaschopnou.
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Odstranéni singularit.*) Algebra se stava bohatsi a obtiznéjsi, kdyZ se spoji s geometrii
a v ni se aplikuje; jednim z nejbohatsich spojeni tohoto druhu je stara, avak velmi Zivota-
schopné disciplina zndma pod nazvem algebraickd geometrie. Tento oddil pojednava
o feseni jednoho starého a slavného problému z této discipliny.

Bud k algebraicky uzaviené téleso a bud k" jako obvykle n-rozmérny soufadnicovy
prostor nad k. (Nejlépe pochopime, o co dale jde, kdyZ v roli £ budeme uvaZovat t&leso
komplexnich &isel.) ,,Afinni algebraicka varieta® V' v k" je mnoZina nulovych boda
spoleénych systému polynomt v » proménnych nad k. ProtoZe nam jde pouze o nulové
body, sam systém polynomt neni dileZity; miZeme ho nahradit libovolnym jinym
systémem se stejnou mnoZinou spoleénych nulovych bodi. Je-li tedy R okruh vsech
polynomit v n proménnych s koeficienty z k a je-li 7 idedl v R generovany uvazovanym
systémem, potom ideal 7 urCuje tutéZ varietu; proto miZeme bez Gjmy na obecnosti
pfedpokladat, Ze uvazovany systém polynomu tvoii ideal.

Predmétem naseho z4jmu na varietach jsou jejich ,,singulirni body“. Intuitivng vzato
jsou to body, v nichz ,,teéné vektory* nejsou takové, jaké by byt mély. UvaZujme napf.
kfivky definované rovnicemi

=x*+x* a y?=x.

(ProtoZe jsme se omezili na algebraicky uzaviena t€lesa, neméli bychom si pfedstavovat
redlné rovinné kfivky zadané témito rovnicemi. Pro pfedstavu jsou ovSem mnohem
nazorné&jsi nez komplexni k¥ivky, které lezi v komplexni rovin€. Upozornéni: komplexni
rovina ma redlnou dimenzi ¢tyfi. Pro algebraického geometra je ,.komplexni rovina“
znama z analyzy komplexni pfimkou.) Prvni kfivka pfichazi do po¢atku z prvniho kva-
drantu se smérnici teny v po¢atku rovnou 1, v levé polorovin€ vytvari smycku a vychazi
z podatku do &tvrtého kvadrantu se smérnici te€ny v po€atku rovnou —1; podatek je
jejim dvojnym bodem. Druha kfivka pfichazi do polatku z prvniho kvadrantu se
smérnici teény v po&atku rovnou 0 a z poéatku vychazi stejnym zplisobem do &tvrtého
kvadrantu; podatek je jejim bodem vratu. ’

Efektivni zpiisob préce se singularnimi body zacina jejich Cisté algebraickou definici.
Za timto Glelem avaZujme okruh Ry regularnich funkci na V (tj. restrikce polynomu
z R na V.) Je-li Ny, ideél v R sestavajici z téch polynomu, které se anuluji na ¥, potom
zfejm& Ry, = R/N,. Ke kazdému bodu « = (o, ..., ®,) z V piifazujeme maximalni
idedl N, v R (sestavajici z té&ch polynomi, které se anuluji v bodé «); zfejm& Ny, o N,.

Dal§im krokem (na cesté k algebraické definici singularnich bodt) je konstrukce no-
vého okruhu, ktery popisuje lokalni charakter funkci v blizkosti bodu «. Myslenka je
(velmi zhruba) tato: (I) UvaZujme dvojice (U, f), kde U je ,,0koli* bodu « a f je racionalni
funkce definovana v U, ktera tam nemd Z4dné pdly. (II) Definujme relaci ekvivalence
na téchto dvojicich. (U, f) ~ (U’, f) pravé tehdy, kdyzZ existuje okoli U” bodu « obsaZené
v Un U’ takové, Ze f=f' na U”. (Ill) T¥idy ekvivalence (,,germy*) tvoii okruh
(napf. séitani definujeme pfedpisem

*) V originéle ,,Resolution of singularities*. Cesky ekvivalent v podstaté neexistuje. Byl zvolen

X __rcc

néazorny preklad. V &estiné se n&kdy uZiva terminu ,,rozpusténi‘‘ nebo ,,redukce** singularit. — Pozn.
piekl.
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ktery se nazyva ,,lokalni okruh* variety ¥ v bod¢€ a.

Z algebraického hlediska maji pfedchozi topologické tivahy pouze heuristicky cha-
rakter; nahradime je nyni algebraickou konstrukei. Tato konstrukce se pfihodn& nazyva
,.Jokalizace*. (I) UvaZujme dvojice (f; g), kde fa g jsou z R a g ¢ N,. (II) Definujme
relaci ekvivalence na téchto dvojicich. (f, g) ~ (f’, ¢') pravé tehdy, kdyZ existuje A,
které neleZi v N, a takové, Ze h(fg' — gf') = 0. (IIT) Oznaéme symbolem f/g t¥idu ekvi-
valence dvojice (f, g). Tyto tfidy ekvivalence tvoii okruh R, (s operacemi stejného typu
jako u zlomk). Okruh R, je skuteéné ,,Jokalnim okruhem® v obvyklém algebraickém
smyslu: ma jediny maximalni ideal, totiZ ideal tvofeny prvky z R,, které se anuluji
v bodé a.

Abychom motivovali nésledujici krok, mysleme si opét, Ze nejsme v algebraické,
nybrz v analytické geometrii.*) V takovém pfipad€ by se okruh R, sklddal z mocninnych
fad se stfedem v bod& a, konvergujicich na né€jakém okoli bodu «, a ide4l N, by obsahoval
mocninné fady bez konstantniho ¢lenu. Linearni ¢leny mocninné fady jsou v jistém slova
smyslu diferencialy prvniho fadu. Jednou z mozZnosti, jak postihnout pravé tyto ¢leny
je ,,ignorovat® &leny vyssiho fadu. Presngji: uvaZujme ideal N?2, ktery se v analytickém
pfipad€ skladd z mocninnych fad bez konstantniho a linearniho ¢lenu a vytvoime
faktorprostor N,[N?.

Nyni miéiZeme snadno zformulovat hledanou definici. ,,Dimenzi* d variety ¥ je podle
definice minimum dimenzi (pfirozené nad télesem k) vSech faktorprostoril N,/Nf;
bod a se nazyva singularni, jestlie dim (N,/N2) > k. Neni t&%ké vidét, Ze u dvou vyse
uvedenych piiklada kfivek je pocatek skutené singularnim bodem ve smyslu této
definice.

Jednim z hlavnich problémil algebraické geometrie je ,,0dstranéni* singularnich bod.
Za timto Giéelem se omezime na ,,ireducibilni“ variety, tj. na takové variety, u kterych
je Ry, oborem integrity, nebo ekvivalentné Ny, je prvoideal. V takovém p¥ipad€ mtZeme
k R, vytvofit podilové téleso Fy,. Dv€ variety ¥ a W se nazyvaji ,,biracionilné ekviva-
lentni*, jestliZze télesa Fy a Fy jsou izomorfni. Zhruba to znamena, Ze variety V a W
parametrizuji jedna druhou pomoci raciondlnich zobrazeni vSude aZ na koneény pocet
bodi. Problém ,,odstranéni singularit* znamena hledani nesingularni variety, ktera je
biracionalné ekvivalentni s V.

Cela zaleZitost ma dlouhou historii. K¥ivky studoval MAX NOETHER v 19. stoleti. Plochy
byly pfedmétem velkého zajmu italské Skoly; pfesny dikaz podal J. J. WALKER (1935).
Pro variety libovolné dimenze bylo kone¢né vit€zstvi inspirovano pracemi ZARISKEHO;
diikaz podal HIRONAKA (1964).
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*) Termin ,,analytickd geometrie‘‘ se zde pouZiva ve smyslu ,,teorie analytickych prostor*, srv.
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Weilovy hypotézy. Prace matematika je Casto nejobtiZn&jSi (a nejvd&Enéjsi), jestlize
matematik usuzuje podle analogii, jestlize se domniva, Ze zde tato situace by méla byt
pravé takova jako tamta situace. UvaZuje timto zpiisobem vyslovil v roce 1949 A. WEIL
tfi hypotézy, které hluboce ovlivnily vyvoj algebraické geometrie v poslednich 25 letech.

Tyto hypotézy byly otistény v &lanku Numbers of solutions of equations in finite fields,
ktery byl vynikajicim pfehledem v té dob& zndmych vysledki. Uréeni poétu feSeni
polynomialni rovnice ve vice proménnych nad koneénym télesem byl klasicky problém
studovany GAUSSEM, JACOBIM, LEGENDREM a dal§imi. Byl to vSak Weil, ktery ptisel
s novym pojetim. Abychom pochopili jeho pfistup, uvazujme specidlni pfipad, totiz
homogenni rovnici ’

™ agxy + ax; + ... +ax,=0,

kde koeficienty a; jsou z prvotélesa F obsahujiciho p prvkil. Zakladni problém je urgit
podet feSeni v télese F, avSak pro Ciselného teoretika je pravé tak duleZité urdit podet
fefeni v jakémkoli koneéném rozsifeni télesa F. Pfipomeiime, Ze pro kazdé kladné celé
&islo k existuje pravé jedno rozsiteni F, t&lesa F majici p* prvki. Weil udélal to, Ze uréil
pocet feSeni rovnice (*) v kazdém z téles Fy a potom zakddoval tuto informaci do generu-
jici funkece.

Abychom to udélali ekonomicky, vySetfujme mnoZinu feSeni rovnice (*). Méame
samoziejmé vZdy trividlni feSeni, se vSemi x; rovnymi nule; toto feSeni se opravnéné
povaZuje za trivialni. Je-li (x¢, Xy, ..., X,) netrivialni feSeni a 0 + ¢ € F, potom (cx,,
€X4, ..., X,) je Tovné&Z netrividlni feSeni. Kazdé netrividlni ¥eSeni takto vytvafi p* — 1
netrividlnich feSeni a neni diivodu, pro¢ bychom méli kazdé z t&chto feSeni poditat
zv14st. Je tedy pFirozené uvaZovat r-rozmérny ,,projektivni prostor* P'(F,), tj. mnoZinu
netrividlnich uspofddanych (r + 1)-tic prvki z F, pfi€emz dvé (r + 1)-tice ztotoZiuje-
me, jestliZe je jedna skalarnim nésobkem druhé. (To je pfesné analogické zndmému
realnému a komplexnimu projektivnimu prostoru.) Problém v tomto pojeti je urdit
podet ,,bod@t** v P'(F,), které jsou ,,feSenimi* rovnice (*).

Pfesné toto udélal Weil. Oznadil symbolem N, polet feSeni rovnice (¥) v P'(F),
uvaZoval generujici funkci

G(u) = iNkuk—l
k=1

a dokazal toto pozoruhodné tvrzeni: G je logaritmickou derivaci raciondlni funkce. To
znamena, Ze existuje racionalni funkce Z takova, Ze

o]
Y Nkl = 4 log Z(u) ,
k=1 du
nebo jinymi slovy, poloZime-li
Z(u) = exp(Z ]—v—"u">,
k=1 k

potom Z je racionalni. Funkce Z vyhovuje funkcionalni rovnici, kterd je analogicki
funkcionalni rovnici spliiované RIEMANNOVOU dzeta funkci a je tedy vhodné ji nazyvat
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dzeta funkci asociovanou s rovnici (*¥). Motivovan klasickymi problémy, jimz dala
vzniknout klasicka Riemannova dzeta funkce, Weil studoval a byl schopen uréit mnohé
vlastnosti nulovych bodu a péli funkce Z.

Pravé zde Weiltv €lanek dosahuje svého vrcholu. Weil chee rozsitit vysledky tykajic
se rovnice (*) na algebraické variety v P"(F), tj. na feSeni systému homcgennich rovnic
v r proménnych. Pojem dzeta funkce definovany RIEMANNEM byl rozsifen DEDEKINDEM
na télesa algebraickych &isel, ARTINEM na télesa funkci a nyni Weilem na algebraické
variety. (UvaZované variety by mély byt nesingularni. NezaleZi na tom, kterou obecnou
definici této podminky vezmeme; pro vétSinu téles ji miZeme definovat jako obvykle
pozadavkem, aby jakobidn systému rovnic mél v kazdém bodé maximalni hodnost.)
Je-li din systém rovnic s koeficienty v F, necht N, zna&i jako pfedtim podet FeSeni
v P'(F,). Weil vyslovil nasledujici hypotézy. Prvni: Funkce Z definovana jako dfive
pfedpisem

> N,
Z(u) = exp(z —"u">
k=1 k
je racionalni. Druhd: Z vyhovuje uréité funkcionalni rovnici, ktera jako dfive se siln&
podoba rovnici, jiZ vyhovuje Riemannova dzeta funkce. Treti: Pfevracena &isla k nulo-
vym bodiim a pdlim funkce Z jsou cela algebraicka &isla a jejich absolutni hodnoty jsou
mocninami &isla \/P- (To je tzv. zobecn&na Riemannova hypotéza.)

Vsechno toto by se mohlo zdat velmi vzdalené od geometrie tak, jak ji normaln€ cha-
peme, a ackoliv bylo znamo né&kolik pfiklad, mohlo by se zdat, Ze Weil formuloval své
doménky na zéklad& pfili§ malého mnoZstvi prikkazného materialu. Co vsak bylo ve
skute¢nosti za témito hypotézami? Odpovéd najdeme v posledni ¢asti Weilova ¢lanku,
kde Weil pfipominé analogii mezi chovinim uvaZovanych variet (nad télesem charakte-
ristiky p) a chovanim klasickych variet (nad télesem komplexnich &isel).

V roce 1960 DwoRrk dokazal, Ze plati hypotéza o racionalité (bez pfedpokladu o ne-
singularnosti). Koneény triumf pfisel v roce 1974; na zékladé€ vysledki dvacetileté prace
GROTHENDIECKOVY Skoly DELIGNE dokazal platnost vSech tii Weilovych hypotéz,
a coZ je mozna dileZit&jsi, ukazal, Ze existuje krasny vztah mezi teorii variet nad t&lesy
charakteristiky p a klasickou algebraickou geometrii. ,,Bith vZdy geometrizuje,* fekl
PLATON, ,,Bih vZdy aritmetizuje,” fekl JacoBr; Weilovy hypotézy ukazuji, 1épe neZ
cokoliv jiného, Ze ,,Bih muze d€lat oboji soudasné*.
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(Zbyvajici druhd cdst prekladu
bude uverejnéna v pristim Cisle. Pozn. red.)
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