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LINEARNI PROGRAMOVANI A JEHO APLIKACE
V EKONOMII

FRANTISEK Sik, Brno

Kdovi jaké duvody vedly k tomu, Ze se ta véc, o které psali v novindch, viibec
stala. To, co psali, byla stiZznost ostatné nijak ojedinéld; pisatel se boufil proto, Ze se
jistd surovina dopravovala pfes celou republiku do zdvodu, v jehoZ okoli ji byl
dostatek. To se dd pfece spocitat..... a jsme v matematice a s matematikou v eko-
nomii.

Pole ekonomického rozhodovdni, do kterého matematika v n&€kolika poslednich
desitkdch let pronikla, se stdvd dik vytrvalym diskusim v dennim tisku pfedmétem
obecného zdjmu. Alkoliv matematika nebyvd vlastnim obsahem t&chto diskusi,*)
i obyCejny smrtelnik s uspokojenim pfipousti, Ze za védeckym fizenim ndrodniho
hospodafstvi, v né€kterém tmavsim kout& toho pojmu, vystrkuje riZky matematika.
Se zfetelem na nékolikatisiciletou tradici je matematika v ekonomii zaddteénikem,
ale jak si bliZe ukdZeme, ne tak zcela bezradnym a bezvyznamnym. Podivejme se
trochu na situaci, pfed kterou je postaven kdokoli, kdo chce vnést matematicky fad
do sloZitych déjt v ekonomii. Pfipometime hned, Ze nejde jen o pasivni formulaci
problémi a o vystiZeni vzdjemnych vztaht faktort, které pribéh d&je ovliviiuji, ale
o nalezeni optimdlniho feSeni problému za danych podminek, tedy o aktivni zdsah
do déni. To druhé oviem pfedpoklddd umét se také vypofddat s tim prvnim.

O¢ zde konkrétné jde, to se dd vyloZit na spousté pfikladd, z nichZ vSak Zddny
nepostihne celou §itku problematiky; ale to je jiz udél pfikladi. Uvedme jeden za
vSechny.

Vyrobni program podniku, to je zdleZitost mnoha faktori, které jeho volbu ome-
zuji. Ta omezeni vSak nikdy nejdou tak daleko, aby neponechala dost mista na mnoz-
stvi variant, ze kterych je moZno (a nutno) vybirat. Jde pak o to, vybrat mezi existu-
jicimi moZnostmi tu, kterd zaru€uje plnéni daného cile: dosaZeni maximdlniho zisku
nebo minimdlnich vyrobnich ndklad, nejvétsi Gsporu surovin a energie apod. Toto
kritérium vSak problém nefesi, teprve jej stavi. Optimdlni feSeni je pak vysledkem
sloZitych mySlenkovych konstrukci, které jsou svou povahou matematice vlastni
a které soucasnd matematika také nejednou isp&$né zvlddla.

Jak jiZ o tom byla vpfedu zminka, pro problémy spojené s hospoddfskym rozhodo-
vdnim je charakteristickd pfedevs§im ta okolnost, Ze je nutno vybirat z nepfehledného
mnoZstvi variant, a pfi jistych zjednoduSenich, kterd si vynucuje matematické zpra-
covdni problému, jich byvd prokazatelné nekonedn& mnoho, takZe neni prakticky
(ani teoreticky) moZné vyhodnotit ka¥dou z nich zvld¥t a vybrat z nich optimdlni.

*) zd4 se vibec, Ze matematika je pro radost jen profesionalim a laikiim jenom pro strach;
pfesto
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Je-li ekonomicky orgdn postaven pfed takovou ulohu, ma k dispozici pouze dvé
moZnosti: spolehnout se na zkuSenost nebo uZit exaktnich matematickych metod.
Je evidentni, Ze &im jde o otdzku sloZit&jsi (coZ zpravidla znamend vyznamné&jsi),
tim nespolehlivéjsi je prvni metoda. V dne$nim hospoddfstvi je problému zdvisejicich
na malém poctu parametrii ¢im ddl méné, takZe obdvané matematice je nutno v eko-
nomii vyhradit misto v§ude tam, kde ji pfed n&jakymi padesdti lety nebrali na védomi
nebo kde ji pouze trpéli.

Matematickd disciplina, kterd feSi problémy, reprezentované vpfedu namdtkou
vybranym a zcela nelplné formulovanym piikladem, se uvddi pod riiznymi ndzvy,
z nichZ ndzev matematické programovdni snad nejvystiZné&ji charakterizuje podstatu
véci.

Abstraktni model zminéného programovadni se dd formulovat ndsledujicim zpiso-
bem: Najit extrém (tj. maximdlni nebo minimdlni hodnotu) funkce

z(x4, ..., X,) n proménnych x,, ..., x,,

kterd je definovdna na mnoZin& vSech feSeni systému nerovnosti

(1a) filxgseenx) b (i=1,2,...,m),
(1b) x;20 (j=1,2,..,n).
KaZdd z promé&nnych x, ..., x, vyjadfuje objem jisté Einnosti (napf. poet kusd

vyrobku, ktery se md vyrobit). Funkce z vyjadfuje zdvislost vysledku na této &innosti
(napf. zdvislost zisku na po&tu zhotovenych vyrobkd, velikost vyrobnich ndklada
atd.). Nerovnosti (1a) pfedstavuji omezeni, kterym je &innost podrobena (mnoZstvi
surovin, kapacita vyrobniho zafizeni apod.). Nerovnosti (1b) vyjadfuji pfirozeny
pozZadavek, Ze se — feknéme — vyrobi nezdporné mnoZzstvi vyrobkl. V nejjedno-
dussim pfipadé& jsou funkce z a f; linedrnimi funkcemi proménnych. V tomto pfipadé
mluvime o linedrnim programovdni.

Programovdni, jako mnoho jinych disciplin, a nejen matematickych, vzniklo témé&f
souCasné a nezdvisle na sob& na riznych mistech. Prvni zndmy pokus uéinil r. 1937
L. V. KANTOROVIC ¢lankem v Easopise a dva roky nato v knize o organizaci a plano-
vani vyroby. Zvlast vyrazné se posunul vyvoj t€chto matematickych metod za druhé
svétové valky v USA; metody byly rozvijeny pfedevsim pro potfeby valky, ale postup-
né se nalo pro tyto zna¢né obecné metody uZiti v civilni ekonomice. Rozvoj teorie
programovani, zejména linearniho, je spjat se jmény — kromé jiz zmin€ného Kan-
torovi¢e — BELLMAN, HiTCcHCOCK, CHARNES, KOOPMANS, LEONTIEF, von NEUMANN
atd. Zvlast se zminime o G. B. DANTZIGOVI, jehoZ simplexova metoda je nejuZiva-
né&j§i metodou v linearnim programovani (pochazi z r. 1947).

Povazuji za vhodné podrobnéji se zabyvat metodou a aplikacemi nejjednodussiho
z programovdni, programovani linedrniho. Vic se prosté€ do krdtkého ¢lanku nevejde.
Zato kaZdému &tendfi, ktery se dosud zcela nerozeSel se stfedoSkolskou matemati-
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kou, bude moZno vyloZit, o v metodé jde a na pochopeni aplikaci staci zdravy
usudek.

Abychom tohoto cile dosdhli, tj. abychom hned z kraje ndzorné€ vyloZili obsah
metody linedrniho programovédni, sdhnéme ke konkrétnimu pi#ikladu. V tomto
Jjednoduchém pfipadé& nejméné ndroénd je metoda grafickd. Ta nds sice nuti omezit se
na piiklad neredln& zjednoduseny, ale jeho pfednosti je ndzornost a jesté ta okolnost,
Ze se dd problém feSit aZ do konce elementarnimi prostfedky.

Pfiklad. Zdvod vyrdbi dva vyrobky A a B. Souddstky, z nichZ se montuji oba
vyrobky, prochdzeji riiznym technologickym zpracovdnim (ve slévdrng, v kovdrng,
na obrdbécich strojich apod.). V naSem pfipad€ prochdzeji paterym zpracovanim.
Budeme fikat, Ze prochdzeji péti useky.

V prvnim vyrobnim useku je moZno zpracovat (v dané &asové jednotce) tolik
polotovari, kolik je jich potfeba na kompletaci 10 kusi vyrobku A4 nebo na kompleta-
ci 10 kusti vyrobku B (popf. na ekvivalentni kombinaci obou vyrobki). Podobng pro
ostatni useky; &iselné udaje jsou v tabulce. Zdvod nem4d jind omezeni (napf. v suro-
vindch, v pracovnich sildch atd.). (Ctvrtym tsekem miiZe byt napf. montdZni linka
vyrobku A. Podobng pdty pro B).

vyrobni usek 1 1I I v \"
vyrobek A 10 14 12 8 0
B 10 7 9 0 6

|

Zisk za jeden kus vyrobku 4, resp. B je 20, resp. 30 korun. Ukol je tento: stanovit
takovy program vyroby, aby se dosdhlo maximadlniho zisku.

Nejprve matematickd formulace problému. Oznalime x, resp. x, pocet kusi
vyrobku A, resp. B vyrobenych v dané asové jednotce. Omezeni dand kapacitami
useki jsou vyjddfena nerovnostmi

[(x;,  x,
d42<1, I x, £8, v
AT D : (1v)
Xy X
(2 Ly 22<q, (I x, £ 6, A/
@ {Z+Z<i @ 256 (V)
Xy, X2
Ly 2<q, (X x; 20,x;,20.
(27 9™ (I ' :

Vskutku, v prvnim tseku se spotfebuje na vyrobu souédsti nutnych pro jeden vyrobek
A 1/10 &asové jednotky; tedy na vyrobu souédsti pro x; kust vyrobku A se spotfebuje
Cdst Casové jednotky vyjadfend ¢islem x,/10. Podobné pro vyrobek B. Souéet x,/10 +
+ x,/10 nesmi pfesdhnout &asovou jednotku; odtud nerovnost (I). Dalsi se odvodi
podobné. Konecné zisk zdvodu za prodej vyrobki vyrobenych v dané asové jednotce
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je ddn funkci
(3) z = 20x, + 30x, .

Je patrné, Ze jde o problém linedrniho programovdni. KaZdy uspofddany pdr Cisel
Xy, X3, kterd spliluji nerovnosti (2), pfedstavuje jednu pfipustnou variantu vyroby.
A obrdcené, kazdy pdr, ktery nespliiuje aspoil jednu z téchto nerovnosti, znamend
vyrobni program zdvodem nesplnitelny. Reseni systému (2) ndm tedy ddvaji viechny
mozZné piipustné vyrobni programy a nds cil je vybrat mezi nimi takovy, pfi kterém
je zisk maximdlni.

Hledejme tedy maximum funkce z definované na mnoZiné& viech feseni systému (2).

Najit maximdlni hodnotu funkce z ndm umoZni podrobnéjsi studium definiéniho
oboru této funkce a jejiho chovdni na ném.

MnoZina viech feSeni systému (2) je zndzornéna graficky jako spole€nd &dst polo-
rovin, které jsou definovdny jednotlivymi nerovnostmi systému (2) (viz graf). Jak je
patrné, je to vnitfek a obvod polygonu

P = OP,P,P,P,P; .

N
%)

)
0 > N \ln =0 Ps N
N

%y

Abychom si dok4zali, ¢ mnoZina viech dvojic (x,, x,), které spliiuji nerovnost
(I), je v rovin& (v obrdzku) pfedstavovdna viemi body dolni poloroviny, omezené
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pfimkou o rovnici x,/10 + x,/10 = 1, uvaZujeme takto: Zvolme si pod touto pfim-
kou (nebo na ni) bod o soufadnicich (x', x'9); smé&r ,,nahoru‘ je ddn kladnym
smyslem osy x,. Bod na této pfimce s prvni soufadnici x’ md druhou soufadnici
x8) v&si (nebo rovnou) x'9; tedy dvojice (x'9, x(3') vyhovuje nerovnosti (I).
Dok4dzali jsme si, Ze soufadnice bodu, které leZi pod nasi pfimkou, spliiuji nerovnost
(I). Jestlize obracen& dvojice (7', x9’) vyhovuje nerovnosti (I) a jestlize dvojice
(x{?, x9)) spliuje vztah x9"/10 + x®)/10 = 1 (tj. leZi-li bod o soufadnicich (x/{,
x)) na nadi pfimce), je zfejmé x(3 < x‘9), tak¥e bod o soufadnicich (x'D, x") lezi
pod nagi pfimkou (nebo na ni). Dokdzali jsme si tedy, Ze body, jejichZ soufadnice
(x99, xP) splituji nerovnost (I), leZi pod nasi pfimkou nebo na ni. Oba pfedeslé
vysledky dohromady dokazuji tvrzeni uvedené na zaldtku tvahy.

Dosadime-li za z n&jaké &islo z(%, rovnice z(® = 20x, + 30x, znad&i rovnici
pfimky. PovaZujme z za proménny parametr.
Pak rovnice

(4) ' z = 20x, + 30x,

pfedstavuje osnovu rovnob&Znych pfimek, které vypliiuji rovinu, tj. kaZdym bodem
roviny prochdzi jedna (a jen jedna) pfimka této osnovy. Vyberme libovoln& jednu
z pfimek osnovy, napf. pro hodnotu z(® parametru z. V kazdém bodé& této p¥imky
nabyvd funkce z té%e hodnoty z®. Napf. po&dtkem prochdzi pfimka 0 = 20x, +
+ 30x, této osnovy a funkce z nabyvd v kazdém bodé& této pfimky hodnoty 0.

JestliZe se pfimka pohybuje tak, Ze roste jeji usek na ose x,, roste zfejmé hodnota
parametru z a roste tedy hodnota funkce z v bodech, které leZi na prislusnych pfim-
kdch. Dfive neZ pfimka opusti obor P, dosdhne funkce z své maximdlni hodnoty,
a to zfejm& v bod& P o soufadnicich (6; 4); pfisluind hodnota je 240.

Primky, které leZi vné€ pdsu uréeného pfimkami 0 = 20x, + 30x, a 240 = 20x, +
+ 30x,, nds nezajimaji, protoZe Z2ddnd z nich neobsahuje bod z oboru P, ktery znd-
zoriiuje obor pfipustnych vyrobnich programi.

Takto jsme nasli optimdlni vyrobni program, tj. feSeni naii tlohy (ndhodou je
celogiselné). Takové feSeni je v nafem pfipad& pfesn& jedno. Kdyby byly &iselné
udaje v tabulce uvedeny tak, aby pfimka jdouci body P, a P, tj. pfimka zndzoriiujici
omezeni dané kapacitou IL useku, mé&la sm&r shodny se smérem p¥imek osnovy (4),
optimdlnim FeSenim by byl kazdy bod (x,, x,) na sece ﬁ- Poznamenejme jesté,
Ze kapacita III. useku nijak neomezuje nasi ulohu, protoZe polorovina uréend pfislus-
nou nerovnosti obsahuje spoleénou &dst vech ostatnich polorovin.

Citovany pfiklad zachovdvd vSechny podstatné rysy obecného problému linedrniho
programovani: definiéni obor funkce z je konvexni polygon (jeho vnitfek a obvod)
a funkce z dosahuje svého maxima (i minima) v jednom vrcholu tohoto polygonu.

V obecném pfipadé, kdyZ jde o vice neZ dvé nezdvisle promé&nné funkce z, kon-
vexni polygon se nahradi vicerozmérnym konvexnim polyedrem a funkce z dosahuje
svého extrému v nékterém z vrcholl tohoto polyedru.

Uvidime, e je moZné a uZite¢né pfemé&nit nerovnosti (1a) na rovnice.
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Standardni problém linearniho programovdni ma tedy ndsledujici formu:
UvaZujeme systém m (linedrn& nezdvislych) rovnic v n promé&nnych:

a;1Xy + Ay2X5 + ... + ApXy = bl
(5) Ay1%y + A33%X5 + ... + Gy%, = b,

Am1Xy + ApoXy + ... + ApeX, = b,
s podminkou nezdpornosti
(6) x;20proj=12,..n
a funkci z, zvanou objektivni funkci,
7 Z=01X; + €% + .. + Xy s

definovanou na mnozing viech feSeni rovnic (5) a nerovnosti (6). Problém zdlezi
v zji$t&ni minima funkce (7), tj. mezi feSenimi systému (5)a (6) najit takové, ve kterém
funkce (7) nabyvd minimdlni hodnoty. Princip ukolu se nezm&ni, 24d4me-li maximum
funkce z. Stadi totiZ hledat minimum funkce —z.

Jak jsme se zminili vpfedu, kaZdd nerovnost typu

apx; + ... +aypx, < b; nebo = b;

se d4 pfeménit na rovnici, a to tim, Ze pfipojime dal§i proménnou s;; nerovnost pak
nahradime rovnici

a;1X, + ... + ainXy + S; = bi

a nerovnosti
5; =20.

Standardni formulace problému linedrniho programovédni tedy nepredstavuje
né&jaké omezeni obecné formulace.

Jakmile mdme formulovdn problém, miZeme pfistoupit k vySetfeni defini¢éniho
oboru funkce z. Nedini zvld§tni obtiZe dokdzat, Ze definiéni obor je konvexni polyedr.

Podstatné& vétsi usili je tfeba vénovat stanoveni boda extrémnich hodnot funkce z.
Jak bylo feCeno, jsou jimi nékteré vrcholy definiéniho polyedru. Podstatné je, Ze
polyedr md pouze koneén€ mnoho vrcholt. Stadilo by tedy vySetfit hodnoty funkce z
ve vSech vrcholech definiéniho polyedru. To md dva hdcky: téch vrchold je relativné
mnoho (v zdvislosti na po&tu promé&nnych x4, ..., X, a na po&tu rovnic (5)) a stanoveni
vrcholil je zdlouhavd zdleZitost, protoZe vrcholy polyedru jsou pravé vSechna feSeni
systému (5), (6), kterd maji nuly v n—m slozkdch takovych, Ze sloupce koeficientit
rovnic (5), patfici ke zbyvajicim sloZkdm, jsou linedrn& nezavislé.

Vétsina existujicich metod zdleZi v tom, Ze se stanovuji hodnoty funkce z pro
jistou posloupnost sousednich vrcholii polyedru. Tato posloupnost se dd vybrat tak,
Ze hodnoty funkce z klesaji k minimu a posloupnost obsihne obecné& jen malou ¢ast
mnoZiny vech vrcholi. Nejrozsifenéjsi metoda, simplexovd, je iterativni, tedy velmi

260



vhodnd pro strojové zpracovdni. Vysledek kaZzdého kroku slouZi za vstupni data
kroku ndsledujicicho. A strojovy vypocet téméf v kaZzdé praktické tiloze je nezbytny,
nebot podet proménnych a rovnic se v praxi pohybuje v desitkdch a stovkadch.

Tuto informativni expozici ukon¢ime nékolika typickymi aplikacemi.

Jedna z nejstar$ich a nejbéZnéjsich uloh je transportni problém. Problém byl polozZen
r. 1941 HITCHCOCKEM a podrobné studovan KOOPMANSEM r. 1947.

Uvazujme m dodavateld (mohou to byt vyrobni podniky, sklady apod.); vSichni
dodavatelé vyrdbgji (mohou dodat) tyZ druh zboZi, i-ty z nich v mnoZstvi a; (tfeba
tun) (i = 1,2, ..., m). ZboZi se transportuje k n spotfebitelim, j-ty z nich potfebuje
b; tun tohoto zboZi (j = 1,2,...,n). V nejjednodussim piipadé vede od kaZdého
vyrobce dopravni cesta ke kaZzdému spotfebiteli, vyroba pravé pokryvd potiebu
(tj. Ya; = Y'b;), dopravni cesty maji neomezenou kapacitu a dopravni tarif nezdvis
na mnoZstvi dopravovaného zbo#. Rekn&me, %e doprava jedné tuny zbo#i od i-tého
dodavatele j-tému spotiebiteli stoji ¢;; korun. Ukol je dopravit zboZi od dodavatelt
ke spotfebiteliim tak, aby se uspokojila poptdvka (neboli aby se vyprdzdnily sklady)
a aby ndklady na dopravu byly minimdlni.

Oznagime-li x;; (nezndmé) mnoZstvi zboZi dopravené i-tym dodavatelem j-tému
spotfebiteli, problém se formuluje takto: najit minimum dopravnich ndkladd, tj.
najit minimum funkce

i=1 j=1
podrobené podminkdm:

x11+x12+..-+x1" =a1
X231 + X232 + ..o+ X, = da,
Xm1 + Xm2 + + Xmn = A
x“ + le + ........ + xm1 = bl
X12 + X3, + ... + X2 = b,
X1n + Xyt + x,, = b,

x;; = 0 pro vSechna i, j.

Prvni rovnice fikd, Ze uhrn zboZi dopraveného od jednotlivych vyrobcii prvnimu
spotiebiteli je roven jeho poZadavku a,; prvni rovnice druhé skupiny rovnic fikd,
Ze uhrn zboZi dopraveného od prvniho vyrobce vSem spotfebiteliim je roven jeho
kapacit€ b, ; podobné dalsi rovnice.

Na prvni pohled je patrné, Ze jde o standardni problém linedrniho programovédni
o mn proménnych. Koeficienty na levych strandch omezujicich rovnic jsou nuly
a jedni¢ky specidlné& rozloZené.

Problém nejispornéjsi dopravy uhli byl v nasi republice svého &asu feSen mezi doly
(dodavatelé) a elektrdrnami (spotfebitelé).
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Velky okruh problémil, které nemaji nic spole¢ného s problémem dopravnim, maji
s nim shodnou matematickou formulaci, napf. pfidélovaci problém, o némZ bude
zminka na konci.

VyuZiti surovin. Zavod uZivd k vyrobé souddsti vyrobku (napf. stroje) n riznych
technologickych postupi (technologii). Kazdy vyrobek se sklddd z s riznych souddsti,
pfitom obsahuje r; kusi sou&dsti j (j = 1,2, ..., s). K vyrobg se potfebuje m riiznych
surovin (v 3ir§im smyslu, tj. suroviny, elektrickd energie atd.), kterymi podnik dispo-
nuje v omezeném mnoZstvi a,, ..., a,, jednotek. Pfitom v i-té technologii se potfebuje
za jednotku Gasu (cyklus) a; suroviny k; za tu dobu bude v i-té technologii zpraco-
véno b;; sou&dsti j. Ozna¢me x; podet cykli odpracovanych v technologii i. Udaje
mlZeme sestavit do této prehledné tabulky:

| ] ]
| technologie i(=1,...,n) !
R R 1
spotfeba suroviny k (= 1, 2, ..., m) v technologii | a;; zésoba suroviny k
i (za jeden cyklus) a,
| pocet soudastij (= 1, 2, ..., s) zpracovanych b; j pocet kustl soucasti j ve
technologii i (za jeden cyklus) vyrobku ri
pocet cykli odpracovanych v technologii i X;

Spotfeba suroviny k bude (za 1 cyklus)

apX; + auX, + ... +aux, (k=1,2,...,m;
j-tych soucdsti bude vyrobeno (za 1 cyklus)

byxg + byx, + ...+ byx, (j=12,..,5).

Tento pocet slouZi k vyrobé

bijxs + byyXy + ... + by, (G=12..5)

rj

kust vyrobku.

Uloha zdleZi ve volb& takového pldnu, podle kterého se pfi danych zdsobdch
ag, ..., a, vyrobi nejvétsi poCet vyrobki. Jde tedy o to, mezi vSemi feSenimi soustavy
nerovnosti
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najit takové, aby veliina

nabyvala nejvétsi hodnoty, tj. hledd se

. byxy + ...+ bx
max min -7t njzn

(x15-..5Xn) 15jSs r;

Pii s = 1 jde o problém linedrniho programovani. V pfipadés > 1 jej pfevedeme
na problém linedrniho programovdni zavedenim pomocné proménné &: Najit maxi-
mum funkce

z=¢
za podminek
byxy + ... + byx,

=< (j=12..5s)),
r.
! 20 (i=12,..n)),
¢20.

D4 se dokdzat ekvivalence ptivodniho a upraveného problému.

Rozdéleni letadel na linkdch. Leteckd dopravni spoleénost obstardvd dopravu na n
linkdch. M4 k dispozici m typh letadel, letadel i-tého typu M, kus (i = 1, 2, ..., m).
Na kazdé lince 1étaji letadla riznych typt. Kazdé letadlo typu i, zafazené na lince j,
vykond mé&sién& pfedepsany podet letil, takZe znime mé&si¢ni ndklady spojené s jeho
provozem; ozna¢me je b,; (K&s). Kapacita letadla daného typu (tj. maximdlni podet
cestujicich v letadle) zdvisi na lince (na jeji délce apod.) a je zndma. Je tedy i zndm
pocet a;; osob, ktery mlize byt maximdlné dopraven béhem jednoho mésice jednim
letadlem typu i na lince j. Konecné statisticky je zachycen pocet a; osob cestujicich
mé&si¢né na lince j. Viz tabulku.

mésiéni kapacita | niklady na letad- | pocet letadel typu
. letadla typu i na | lo typu i na lince i na lince j
\ typ letadla pocet letadel lince j j (za mésic)
“ ! j(=1,..,n) j(=1,...,n j(=1,...,n)
i(=1,...,m M; a;; bij Xij
pocet osob dopravenych mési¢né a;
na lince j
]

Na4s kol je rozdélit strojovy park spoleénosti na linky tak, aby bylo vyuZito viech
letadel, kterymi spole€nost disponuje, a aby provozni ndklady (za mé&sic) byly nej-
menSi.
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Oznadime-li x;; podet letadel typu i zafazenych na lince j, miZeme formulovat
problém takto: najit minimum dopravnich ndkladd, tj. minimum funkce

; bijx,-j

1

zZ =

i=1j

D7

za podminek

inj=Mi (i=1,2,...,m),
j=1

20 (i=1,2..,mj=12,..,n).

xij =

Uloha o vyuZiti osevni plochy. Ukolem zem&d&lského zdvodu je rozvrhnout vysev
jistého poctu plodin na ldnech, jejichZ pidni kvalita je zndma, a to tak, aby produkce
kaZdé plodiny dosdhla aspoii pfedepsaného minima a aby zisk z p&stovdni byl nej-
vE&t§i. Podminky tlohy jsou shrnuty do tabulky:

|
. yméra j-tého
lodina i(=1,....m vymera j
P l ( )| linu (ha)
vynos i-té plodiny na j-tém lanu (q/ha) ‘
. aij aj
i=1L...,n %
cena za 1 q i-té plodiny (K¢&s) p;
pozadovand minimdlni produkce i-té plodiny (q) b;
plocha vysevu i-té plodiny na j-tém lanu (ha) E ..
j(=1,..,m [ Y

za podminek

A nakonec trochu humoru, totiZ pfiklad, jenZ p¥i v8i své neprikaznosti, aspofi tim,
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co je na ném prokazatelného, ddvd za pravdu jedné mravni norm&. Ze se jednd
o mravnost, plyne z jeho ndzvu: pldnovdni manZelského s$tésti. OC jde v tloze: o n
muzl a n Zen, z kterych bude v budoucnosti n manZelskych parti. Mdme se postarat
o to, jak ta manZelskd spojeni doporuéit a zhostit se tikolu tak, aby @hrn (tj. soudet)
manZelské pohody téchto pdri byl nejvétsi. K tomu musime mit ocenény vztahy
mezi mu¥i a Yenami. Reknéme, Ze vztah i-tého muZe k j-té Zen& je ocenén &islem
a;;. Mira vztahu j-té Zeny k i-tému muZi, oznalend b,;, nemusi byt oviem rovna a;;.
Cislo ¢, ; = ¥(a;; + b;;) povaZujme pak za ocen&ni vzdjemného vztahu i-tého muZe
a j-té Zeny.

Piipustme polygamii a polyandrii a pfedpoklddejme, Ze i-ty muZ bude Zit s j-tou
Zenou jistou C4st jednotky Casu, fekn€me x;;. Pak ihrn manZelského $t&sti je ohodno-
cen sumou

M=

c,-jx,j .
1

n
z=Y
=15

Defini¢ni obor funkce z je mnoZina viech feleni systému (evidentng platnych rovnic.
a nerovnostf)

2 xi_,-=1 (i=1,2,...,n),
j=1

(8) —Zl xij = 1 (j = 1, 2,..., n),
xy20 (bj=1,2,..,n).

Maximum funkce z je pak hledany thrn. Zfejmé& jde o dopravni problém specidini
povahy, kterému se ¥ikd pridélovaci problém.

Predesld tloha pfind§i slibené mravni naudeni. Pfedev§im zménime poné&kud
matematickou formulaci problému. Pfedpoklddejme, Ze funkce z je definovdna pouze
na celodiselnych feSenich systému (8). Tato feSeni jsou vSak pouze skupiny &isel
x;; s ndsledujici vlastnosti: sestavime-li je do Ctverce

X11X12 -+ Xqp>»

x21x22 ces X2n Py

Xn1Xn2 <+ Xpn >

obsahuje kaZdy fddek a kaZdy sloupec pfesné jednu jednicku a vSechny ostatni
slozky jsou nuly. To plyne snadno z (8). Interpretujeme-li tento poZadavek v dané
konkrétni situaci, znamend to poZadavek monogamie a monoandrie. A ted pfijde to
hlavni, coZ musime povédét bohuZel bez ditkazu: je zndmo, e mezi optimdinimi
fedenimi ulohy v prvni formulaci (bez poZadavku celogiselnosti) vZdy existuje aspoit
jedno v celych &islech. Zdvér pak je jasny: monogamie a monoandrie nebrdni v do-
saZeni maxima manZelské pohody.

Zaddni problému neni bez uskali, kterd znehodnocuji podstatu problému. Ne-
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hledime-li na nesndze, které zt€Zuji stanoveni koeficientt ¢;;, je tu dalsi uskali v ne-
stdlosti vztahti, a tedy i Cisel ¢;;. Proto i zdvéry maji platnost tak dlouho, dokud se
nezméni vztahy. A na tfeti Gskali naSeho uslechtilého usilovdni o maximum S$t&sti
upozornime nyni. V uloze se totiZ bere zfetel na thrn manZelské pohody vSech pdrt
dohromady (zdistafime v této ivaze pfi monogamii) a na kvalitu jednotlivych man-
Zelstvi se nedbd. Pfesnéji feCeno, miiZe nastat takovd shoda okolnosti, Ze ldska napf.
prvniho muZe a prvni Zeny md daleko do idedlni, feknéme ¢,; = —5, a Ze vzdjemny
vztah kteréhokoli z ostatnich muZzd a prvni Zeny je jak moZno nejhorsi neboli ¢;; ~
~ =10 pro i = 2,3, ..., n. (Zde si pfedepisujeme pro koeficienty vztaht —10 <
< ¢;j < 10, negativni Cislo vyjadfuje antipatii, pozitivni sympatii.) Je velmi pravdg-
podobné, Ze optimdlni feSeni Glohy oZeni prvniho muZe s prvni Zenou, a&koliv jejich
vztah je klasifikovdn jako antipatie. Tento pdr (vlastnd jen muZ) dopldci na lepsi
‘manZelské souZiti ostatnich pdrd a nic se proti tomu nedd délat, jestlize chceme
splnit pfirozeny a nanejvy§ rozumny poZadavek ulohy. Vinu na tom maji ovSem
podminky ulohy.

Takovd nestastnd shoda okolnosti nastane v ndsledujicim konkrétnim pfipadé&:
gisla ¢;; (i, j = 1, 2, 3) jsou ddna tabulkou

Zeny
\i cij 1] 2 3
[ 1 -5 10 10
muzi |—
, 2 -9 5 7
} 3 -9 8 6

Je Sest moZnych voleb pdr@,ato (na prvnim mist€ je &slo muZe, na druhém &islo
Zeny)

1. (1,1),(2,2), (3,3) 2. (1,1), (2,3), (3.2)

3. (1,2), (2,1), (3,3) 4. (1,2),(2,3), (3,1)

5. (1,3), (2,1), (3,2) 6. (1,3), (2,2), (3.1)

Manzelskd pohoda je pfi téchto volbach ohodnocena cisly

volba 1 234‘5'6‘
|
|
|
I

ohodnoceni | 6 10 7 8 9 ‘ 6 l

Optimum je jediné, a to v pfipad€ druhé volby. Potvrzuji se obavy vyslovené vpfedu,
pohroma je sesldna na muZe &islo jedna, jehoZ spojeni s kteroukoli z ostatnich Zen
by bylo andélsky dokonalé. Muz €. 1 se tedy stdvd nevinnou obé&ti spoleCenského
zajmu.
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A zcela nakonec, abychom nevynaloZili tolik sili na problém, jehoZ celd podstata
md pochybnou hodnotu (kdyZ nehledime na legra¢ni stranku véci), interpretujme
problém tak, jak je vysloven abstraktné, s novym, rozumnéj$im obsahem.

Madme-li rozmistit n uchaze¢ii o n volnych mist v podniku tak, aby uZitek jejich
prdce byl nejvétsi, staci ndm k rozhodnuti zndt schopnosti kaZdého z uchazect pro
kazdé z volnych mist (a trochu pogitdni). Oznacime-li ¢;; &islo, jimZ se ocefiuje
schopnost i-tého uchazede pro j-té misto a x,; €dst dané Easové jednotky (tedy dobu),
po kterou i-ty uchaze¢ bude pracovat na j-tém mist& (x;; mohou nabyvat pouze
hodnot 1 nebo 0, coZ je jiz vzpomenuty poZadavek celogiselnosti), problém bude
abstraktné formulovdn piesné€ tak jako v pfipadé manZelskych pdrd. Staci nahradit
muZe uchazeci a Zeny volnymi misty.

Zménil se obsah problému, ale nesndze s realizaci zustaly. Vzhledem k povaze
tlohy nesndz vytend na konci pfedeslého piikladu se stivd paradoxem: poZadavek
maxima pracovniho efektu znamend obsadit nejkvalitné&j§im uchazeCem misto, pro
které md nejmensi pfedpoklady (za dané situace oviem nejlepsi ze vSech uchazedd;
znovu onen rozpor mezi individudlnim a spole€enskym zdjmem).

Tak se také miiZe stdit — pfipomefime, 7¢ mluvime o specidlnim typu dopravniho
problému —, Ze nds i v nejekonomit&j§im pldnu dopravy piekvapi paradoxy (jako
%e se surovina vozi zdaleka, adkoliv je na dosah ruky), které nezasv&ceny laik snadno
zaméni za lajddctvi, neschopnost, nesvédomitost nebo i zly Umysl organizdtora.
BohuZel nedd se fici, Ze by $lo vZdy jen o zddnlivy paradox a Ze by tedy laik nemél
pravdu. Takové pifipady ovSem nemaji s exaktnimi metodami nic spole¢ného, ba
pravé naopak.

Skondili jsme, myslim, ¢im jsme zacali, tentokrdt definitivné.
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Ke studiu linedrniho programovani lze doporudit z obsahlé literatury tyto knihy dostupné
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S. Gass: Linéjnoe programmirovanie (rusky pieklad), 1961.
D. B. Jupin, E. G. GorDSTEIN: Linéjnoe programmirovanie, 1963.
Zadadi i metody linéjnogo programmirovanija, 1961.
B. KorDA: Ucdebnice linedrniho programovdni, 1962.
S. I. ZucHovickn, L. 1. AVDEIEVA: Linéjnoe i vypukloe programmirovanie, 1964.

Plynovy laser jako délkovy standard

je pfedmétem vyzkumu washingtonského NBS. Na rozdil od dosavadnich kryptonovych
standardu, které méfi pouze délky fddu decimetri, hodil by se laser k mé&feni metrovych a kilo-
metrovych vzdalenosti. VaZnou nevyhodou laseru je v8ak vliv okolniho prostiedi na tvar a roz-

méry rezonanéni dutiny, coZ znaéné omezuje pfesnost metody.
Sk
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