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(tim zdroven ,,odstranime‘* otdzku objek-
tivni existence hmoty) a nakonec zbavime
i gnozeologii jejiho vlastniho vyznamu.
Clovék sice prestane byt tuldkem na okraji
vesmiru, zafadi se mezi ostatni Zivodlichy,
ztrati sice n€kdej$i pocit nadfazenosti, ale
zdaroven i posledni Spetku lidské hrdosti.
Netvrdim, Ze autofi komentované stati
minili jit takto daleko, ale v kaZdém pfi-
padé jsou nabizené zdvéry této krajnosti
poplatné.

Zdvaznym momentem je zde i ta okol-
nost, Ze autofi mlcky prechdzeji prave
spoleCensky, resp. spolecenskohistoricky
aspekt lidského pozndni a lidské soundle-
Zitosti. Clovék je bytost jak ptirodni, tak
spoleenskd, a je-li souddsti obecnéjsiho
fenoménu Zivota, ktery ve vesmiru a jeho
minulych a budoucich dé&jindch jist€ neni
vyjimkou, je Clov€k pfedevsim soucdsti
lidské spolec¢nosti a vztahy k ni je jako
¢lovék formovdn. Odtud zvldstni posta-
veni spoleCenskych véd a spoleCenskych
zdkonitosti, které pfes nékteré rysy pfipo-
minajici chovdni fyzikdlnich soustav nebo
biologickych spoleCenstev nelze na tyto
nizsi zdkonitosti redukovat. Stoji-li clovék
na pokraji vesmiru a citi se osamocen,

mél by se vratit mezi ostatni lidi a spoleén.
s nimi hledat smysl svého Zivota a lepsi
uspofdddni spolecnosti. Ani pfirodovéda
neni pfitom zdleZitosti mezi védcem a pfi-
rodou, nybrz spole€enskou ¢innosti zdsad-
niho vyznamu.

Stat Prigogina a Stengersové nastoluje
tedy zdsadni otdzky a poskytuje Etenafi
mnoho podnétl k zamysleni, popf. k dal-
§imu studiu, at fyzikdlnimu ¢i filozofické-
mu. Stat obsahuje celou fadu formulaci,
s nimiZ nelze bez vyhrad souhlasit (hod-
noceni ulohy vitalismu, sméSovdni subjek-
tivniho a objektivniho, popirdni moZnosti
pozndni ,,preexistentni pravdy‘‘ nezdvislé
na pozorovateli, zavedeni ,,nového typu
srozumitelnosti, ktery uZ neni zaloZen
na idedlu ,,objektivity* jakoZto nezd-
vislosti na tom, kdo popisuje‘‘ apod. —
namdtkou vzato), a pfi tom n&kdy nelze
dobfe odlisit, co je vlastnim ndzorem
autorli a co parafrdzi jinych stanovisek.
Piesto vSak se domnivdm, Ze zdkladni,
pfedevsim fyzikdlni linie stati je dobrou
§kolou Zivelného dialektického mysleni,
otevird nové pohledy a vede k zamysleni
nad vyvojem a perspektivami moderni
fyziky a pfirodovédy.

Moderni perspektivy klasické teorie funkci

Lawrence Zalcman, Maryland, USA

Pied neddvnem se mi dostal do rukou ¢ldnek slavného francouzského matematika,
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popsat soucasné sméry matematického bdddni. Na konci tfetiho odstavce se mu poda-
Filo odepsat teorii funkci komplexni proménné, kterd se udajné odtrhla od ,,hlavniho
proudu‘ matematiky tim, Ze ,,se oddala pfili$ specidlnim otdzkdm*. Nu, co lze rozumné
oCekdvat od né€koho, kdo tvrdi, Ze ,,vynalezeni funktorid je jednim z hlavnich meznikl
moderni matematiky*? Shovivavé pfezirdni témi, kdoZ jsou zaujati ,,Velkym Projektem®,
neni patrné tak zlé; ddvd moZnost tém, ktefi se zabyvaji komplexni analyzou, v klidu
pracovat. Nikdo zatim aspoil nepoloZil teorii funkci na Prokrustovo loZe své vlastni
ideologie a nesnaZil se ji pfifiznout (hlavu, idy a vie ostatni) podle vlastniho vkusu,
rozmaru nebo zdliby. Md-li byt teorie funkci pasovdna na ,,?ivou zkamen&linu“ (jako
Zidé v Toynbeeov& schématu historie) — prosim.

Ve skute¢nosti neni situace tak zld. Disciplina, kterd se miZe pochlubit souasnymi
predstaviteli velikosti Nevanlinny, Ahlforse, Beurlinga a Schiffera (nemluvé o zéficich
hvézddch nékolika mladiich generaci), je daleka od vy&erpdni. Po pravd& fe€eno, jen
malo rozumnych lidi si to nékdy myslelo. Dlouho a pracné jsem musel hledat nep¥izni-
vou kritiku; postupné jsem se naopak setkal s etnymi nevyprovokovanymi chvalofe¢mi
tak vysoce rozumnych lidi, majicich tak odli§né zdjmy, jako je Eugene Wigner, Felix
Browder, Georg Kreisel a Clifford Truesdell — citace mohu na pfdni piedloZit. Pro
tyto silné jedince, nepfistupné bldznivym chvilkovym ndpadiim, md komplexni analyza
trvalou cenu.

A piece n&co v hodnoceni prof. Dieudonného ([4]) nuti k zamysleni. Teorie funkci je
tak trochu podobnd Eukleidovi. KaZdy z nds se z ni néco musel naucit, a zékladni teorie
je tak koherentni, tak jednolitd, drZi bez volnych koncti tak pohromadé, Ze jsme neustdle
v pokuseni myslet, Ze jsme se ji naudili celou.

Neni tomu tak. Mladd stopadesdt let, teorie funkci sili, a pokud se jeji chamtivi a ne-
vdééni synovci a netefe shromazduji kolem jejiho smrtelného loZe a Cekaji na &teni
posledni viile, budou ¢ekat dlouho. Jste-li vSak stafi 150 let, potiebujete ne-li vSemozZnou
pomoc, tedy aspoii pfileZitostné néco k posileni. Existuje vSak pfedpis na vyzkouseny
uéinny 1ék; je to neustdlé objastiovdni a pfehodnocovédni predmétu a jeho problémi jak
v jasném svétle d€jin, tak i laserovym paprskem vedenym soubéZnym rozvojem v ostatnich
matematickych disciplindch. I kdyZ se nezdd byt nutné ospravedliiovat, Ze komplexni
analyza (nebo kterdkoli jind disciplina) uZivd metod jinych obor matematiky, je v této
souvislosti vhodné poznamenat, Ze teorie funkci dala matematice tak mnoho (napf.
v topologii a v algebraické geometrii), Ze je zcela namist&, aby n&co dostala zpét.

Takové tedy je kdzdni, které bych chtél dnes proslovit pfed timto, jak doufdm, sym-
patizujicim shromdZdénim. O pfiklady neni nouze. Stagilo by (prominete-li mou vlastni
nevyprovokovanou chvalofed) obritit vasi pozornost k tomu, jak skvéle Albert Baern-
stein aplikoval ideje z redlnych funkci na Siroké spektrum problémii komplexni analyzy
nebo jak bystfe a dimyslné uzil Carl Fitzgerald klasickou techniku v teorii univalent-
nich funkci a v pfibuznych oblastech.

ProtoZe vSak dneSni referdt je muj, nikoli jejich, rozhodl jsem se misto toho mluvit
o vlastnich vysledcich, které zndm nejlépe. A rdd bych je uZil jako jakysi druh vésdku,
na ktery bych chtél povésit svou oblibenou tezi, Ze i zdkladni tvrzeni komplexni ana-
lyzy, soubor klasickych vét, které jsou obsahem zdkladniho jednoro¢niho kursu teorie
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funkci, miZe byt prostornou arénou zajimavého a cenného bdddni. Tuto tezi bych rdd
ilustroval fadou typickych pfikladi ze samych zdkladi teorie funkci, z partii jednajicich
o Cauchyho a Morerové vété, o priimérové vlastnosti harmonickych funkci, o teorii
normdlnjch tfid a o Picardovych vétdch. Ve viech pfipadech se oteviely pfekvapivé
nové pohledy, byly odhaleny netusené souvislosti; dosdhlo se toho bud pfisnou revizi
starych myslenkovych pochodd, nebo uZzitim novych zptlisobii mysleni, které dal k dis-
pozici vyvoj jinych &dsti matematiky. OpiSeme-li trochu od Felixe Kleina, bylo by mysli-
telné nazvat ter.to referdt ,,Elementdrni komplexni analyza z pokroé&ilého hlediska‘.
Dovolte mi nyni, abych po tak dlouhém tvodu zacal.

1. Prvni vysledek, o némZ bych chtél promluvit, je zdroveii nejpokrodilejsi; je to mald
Picardova véta, dokdzana skoro pfesné pied 100 lety. Neni pfehnané fici, Ze tato véta,
kterd tvrdi, Ze nckonstantni celd funkce nabyvd vSech kompléxnich hodnot s vyjimkou
snad jedné, zpisobila revoluci v matematice nebo aspoii v teorii funkci. Poté, co byla
dokdzdna poprvé, snaZili se matematikové skoro 20 let najit ,,elementdrni dukaz®.
(Borelovi se to kone&né podafilo; jeho myslenkovy pochod je viak jiz dlouho piekondn
pfijemn&jsimi zpisoby argumentace.) V pokro¢ilém kursu teorie funkci se véta dokazuje
(podobné, jako to pivodn& uginil Picard) bud kombinovdnim moduldrni funkce s vétou
o monodromii, nebo ,,elementdrni‘‘ cestou pomoci Blochovy nebo Schottkyho véty.

Dovolte mi, abych se Picardovu vétu pokusil ,,odhalit*, jak v podobnych souvislo-
stech fikaval Littlewood. Chci vdm ukdzat, Ze — aspoii pro §irokou tfidu celych funkci
zahrnujici vSechny funkce, se kterymi se v praxi setkdvdme — lze Picardovu vétu dokd-
zat uplnou indukci! To je, pokud vim, novy vysledek; nezndm aspoii nikoho, kdo by
podobny dikaz n&kde dfive vidél ([12]).

Vyjdeme z toho, Ze Picardova véta je pfirozenym zobecnénim zdkladni véty algebry
(kterd tvrdi, Ze kaZzdy nekonstantni polynom nabyvd viech kone&nych hodnot). Poly-
nomy vSak charakterizuje nerovnost

lim sup lo_gﬂ(;;) < o,
r— o log r

kde M(r) = M(r,f) = max {|f(z)|; |z| = r} je maximum modulu dané funkce. Zdd se
byt rozumné vySetfovat funkce splfiujici nerovnost

(1) lim sup log, M(r) < ©

r—o logr ’

kde log, = log o log s ... o log (sloZeno n-krét). Jsou to funkce, které — zhruba fedeno
— nerostou rychleji neZ exp (exp (... (exp z*) ...)), kde exponencidla je napsdna (n — 1)-
krdt. I kdyZ funkce, spliiujici (1) pro n&které pfirozené &islo n, mnoZinu viech celych
funkci nevyéerpdvaji, jsou mezi nimi obsaZeny vSechny funkce, s nimiZ se normding
setkdvdme (a mnoho dal3ich). Napf. funkce splitujici podminku (1) s n = 2 tvofi ¢asto
studovanou tfidu funkci kone&ného ¥4du.*)

*) Rikame, ¥e cela funkce f je koneéného Fddu, existuje-1i A € R tak, ¥e¢ max {|f(@)]; |z| £ R} <
< exp R4 pro viechna dost velka R. (Pozn. prekl.)
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Pied ditkazem Picardovy véty pro funkce s vlastnosti (1) bude vhodné uvést uZitené
tvrzeni o souvislosti riistu maxima modulu holomorfni funkce s rdstem jeji redlné
¢dsti. Ozna¢me k tomu ucelu

A(r) = A(r,f) = max {Ref(2); |z| = r}.
Potfebujeme nerovnost tvaru
(2 : M(r) < K, A(K,r) (pro velkd r),

kde K,, K, jsou né&jaké kladné konstanty. Takovy odhad plyne ihned z klasického
Borelova-Carathéodoryho lemmatu, podle néhozZ je

R+r

|f(0)| r <R).

Dilezité je, Ze tato nerovnost je zcela elementdrni; k dikazu neni tfeba ni€eho kompli-
kovanéjsiho, nez je rozvoj holomorfni funkce v mocninnou fadu — takZe Zddné smeti
nemeteme pod koberec.

Abychom dokdzali Picardovu vétu pro funkce spliiujici (1), pfedpoklddejme, Ze véta
plati pro n = N. Necht f spliiuje podminku (1) s n = N + 1 a necht nenabyvd néjaké
komplexni hodnoty w,. ProtoZe pak funkce f — w, nenabyvd hodnoty 0 a spliiuje opét
podminku (1), lze pfedpoklddat, Ze w, = 0. Pak je f = exp o g, kde funkce g je opét
celd. ProtoZe

logy A("’ g) = logy 4 A9 = logy 4 M(r, €Xp o g) = logy M(",f) ,
je
lim sup Lm lim sup logy., M(r./) <.
roo log r roo logr

To spolu s (2) ddvd nerovnost

lim sup _llgN_JM < ©
r—w log r

Z indukéniho pfedpokladu vyplyvd, Ze g nabyvd vSech komplexnich hodnot s nejvyse
jednou vyjimkou. Pfi pevném w e C nabyvd tedy funkce g vSech hodnot w + 2kmi,
k=0,+1, +2,..., s vyjimkou snad jedné; v disledku toho nabyvd funkce f = exp o g
hodnoty exp w nekone€nékrat. Tim je diikkaz dokonCen. Vidime pfitom, Ze jsme dokd-
zali trochu vice, neZ se Zddalo, a to, Ze f bud nabyvd vSech komplexnich hodnot, nebo
jednu vynechdavd a kaZdou jinou hodnotu nabyvd nekoneénékrat.

KdyZ jsem tento dikaz ukazoval, obvykld reakce byla néco jako Ze ,,cely vtip Picar-
dovy véty vsak spoéivd v tom, Ze plati pro vSechny celé funkce*. Nemdm chut polemi-
zovat s timto stanoviskem (ackoli stoji za zminku, Ze pfesn& proti nému va3nivé prote-
stoval sam Borel ([3])) I kdyby tomu tak bylo, zdd se mi, Ze se to stdvd patrné teprve
ve svétle takového dikazu, jako je prdvé uvedeny. Sile uréité techniky rozumime teprve
tehdy, kdyZ vidime, co lze dokdzat bez ni. Pfi¢inou, pro¢ je Picardova véta hlubokym
vysledkem, je existence onéch nedosaZitelnych funkci nedostupnych dikazu indukci.

260



To mne pfivddi k pfibuznému problému. Zfejmou otdzkou (kterd se vZdy klade)
je, zdali 1ze usudek doplnit napf. uZitim transfinitni indukce tak, aby zahrnul viechny
celé funkce. Nevim. Zdali a pro¢ bychom méli chtit Picardovu vétu dokazovat takovym
zplsobem, je ovSem uplné jind otdzka.

Dfive neZ se obrdtime k ponékud jinému tématu, chtél bych fici jesté toto: Myslim,
Ze induktivni diikaz Picardovy véty md zna¢nou pedagogickou cenu. I kdyZ kazdy stu-
dent matematiky musi ve vysSich ro¢nicich prostudovat néco z teorie komplexnich
funkci, je mnoho $kol (a bohuZel musim Fici, Ze Marylandsk4 univerzita je jednou z nich),
kde je zcela dobfe mozné vyhovét poZzadavkim z analyzy absolvovdnim ro¢niho kursu
z redlné proménné a pouze semestru z komplexni analyzy. Mnoho studenti tak Cini.
Maji-li §tésti, dostanou se na samém konci semestru k Riemannové vété€ o konformnim
zobrazovani; jen vyjimeény predndSejici by byl schopen zafadit do prvniho semestru
Picardovu vétu. Nahofe uvedeny dikaz je tak krdtky, tak elementdrni, a hodi se tak
ptirozené k vykladu elementdrni teorie, Ze ddvd pfizniv€ naklonénému uditeli pfileZitost
vylozZit jeden ze skute¢né€ hlubokych vysledkli pfedmétu pomérné brzy v prvnim se-
mestru.

2. Vidycky se mi zddlo byt trochu tajuplné, o¢ snadnéji lze dokdzat malou Picardovu
vétu nez velkou. Podle velké Picardovy véty nabyvd funkce v kazdém (prstencovém)
okoli své podstatné singularity nekonec¢nékrat kaZzdé hodnoty nejvyse s jednou vyjimkou.
Vzhledem k tomu, Ze okoli miZe byt libovoln€é malé, stadi ziejmé€ dokdzat, Ze funkce
nabyvd v (libovolném) okoli kazdé hodnoty (s vyjimkou snad jedné) aspoii jednou.
Tato formulace odhaluje podstatny rozdil mezi obéma vétami: V malé vété je funkce
definovdna v celé komplexni roving, singularita leZi v nekonecnu a tvrzeni je globdlni;
ve velké vété stadi, kdyZ je funkce definovdna jen lokdlng, v jistém okoli singularity
(o niz mdZeme, chceme-li, pfedpoklddat, Ze leZi v nekonenu) a tvrzeni o rozloZeni
hodnot funkce je lokalizovdno na toto okoli.

Ukazuje se, Ze nemd Zddnou zvlds§tni vyhodu odliSovat nekone¢nou hodnotu od
ostatnich; obé véty lze formulovat zcela pfirozené jako tvrzeni o meromorfnich funk-
cich. Mald véta pak tvrdi, Ze nekonstantni funkce meromorfni v C nabyvd vSech hodnot
z roz§ifené roviny S aZ snad na dvé vyjimky (nebot’ nyni pfipoustime i hodnotu ),
a velkd véta konstatuje, Ze funkce meromorfni v prstencovém okoli podstatné singularity
v ném nabyvd vSech hodnot z S s vyjimkou nejvySe dvou. V dal§im vyjdeme z téchto
formulaci.

Jeden z nejpfijemngjsich dikazi velké véty vede pfes teorii normdlnich t¥id.*) Pres-

*) Rikame, 7e ttida A koneéngch funkci v oblasti D (< S) je normadini, je-li mo#né z kaZ?dé posloup-
nosti funkci f;, € A vybrat posloupnost, ktera bud konverguje v D lokalng stejnomérné (k jisté konec-
né funkci), nebo diverguje v D lokaln& stejnom&rn& do oo (tj. k funkci identicky rovné o). Viz napf.
Saks-Zygmund: Funkcje analityczne. Pojem normality 1ze roz§ifit i na tfidy zobrazeni do S (specialng,
na tfidy meromorfnich funkci), zavedeme-li do prostoru vSech takovych zobrazeni vhodnou topolo-
gii; pojem normality pak Gzce souvisi s pojmem relativni kompaktnosti. Topologie se do prostoru
zobrazeni do S zavede napf. pomoci tzv. redukované (neboli chordalni) metriky v S, ktera je defino-
vana napt. v Jarnikov€ Diferencidlnim poctu II. (Pozn. piekl.)
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néji, uzZije se Montelovy véty, kterd fikd, Ze tfida meromorfnich funkci, z nichZ kazda
vynechdvé ve spole¢ném defini¢nim oboru (stejné) 3 hodnoty a, b, c € S, je normdlni.
Vyvozeni velké Picardovy véty z véty Montelovy je velmi snadné a nyni i dobfe zndmé,
takZe vds s nim nebudu obtéZovat. Montelova véta se zpravidla dokdZe bud pfes modu-
ldrni funkci, nebo pomoci Schottkyho véty. Kazda z cest vSak vede k cili i bez okliky
pfes Montelovu vétu, i kdyZ ovSem rozSifenim dikazu miZeme dostat jako dalsi vysle-
dek napft. Juliovu vétu.

Montelova véta se vsak vyznaduje zardZejici rodinnou podobou s malou Picardovou
vétou. Mald Picardova véta fikd, Ze meromorfni funkce vynechdvajici tii hodnoty z S
je konstantni. Montelova véta vyvozuje z pfedpokladu v podstaté stejného normalitu
tfidy meromorfnich funkci. Je to vice nez ndhodnad shoda?

Spekulace v tomto sméru vedou padesat let zpét k André Blochovi, skvéle originil-
nimu matematikovi, ktery byl zdrovefi maniakdlnim hromadnym vrahem.*) Vyslovil
heuristicky princip o tom, Ze kdyZ né&jak4 vlastnost nuti celou (nebo globélné definova-
nou meromorfni) funkci, aby byla konstantni, pak kazdd tfida holomorfnich (mero-
morfnich) funkci majicich tuto vlastnost v jisté oblasti je nutné normdlni tfidou.

S Blochovym principem jsem se poprvé seznamil jako student pfi ¢teni druhého dilu
Hilleovy Teorie analytickych funkci a hned jsem jej zase zapomnél. Neddvno jsem se
s nim setkal znovu ve znamenité pfedndsce nyni jiZ zemielého Abrahama Robinsona
ve Spoletnosti pro symbolickou logiku ([8]). V tomto projevu zafadil Robinson objas-
néni Blochova principu mezi dvandct problémi hodnych pozornosti logikd (a zobecng-
no, matematikii). Osud chtél, Ze prdvé v té dobé jsem se délil o pracovnu s Christianem
Pommerenkem, jehoZ prdce o hrani¢nim chovani holomorfnich funkci se ukdzaly byt
lepsim objasnénim ([11]), nezZ mohl Robinson pfedpoklddat.

Nez budu pokracovat, dovolte mi ukdzat, Ze Blochiliv princip neplati. Co je jesté
horsi, pravdivy ani byt nemiZe. Dovolte mi to vysvétlit. Vynechdvdni tii riiznych hodnot
zpisobuje, Ze funkce meromorfni v C je konstantni, ale nezplsobuje, Ze t¥ida funkci
(meromorfnich v obecné oblasti D) je normdlni; protipfikladem je tfida funkci f,(=) =
=nz, n = 1,2,3,..., v jednotkovém kruhu |z| < 1. V3echny funkce tfidy musi totiz
vynechdvat stejné t¥i hodnoty. Pro jednu funkci ovSem obé vlastnosti splyvaji! Rozumny
¢lovék nebude v tomto piikladu vidét ani nepatfi¢né hnidopisstvi, ani pobidku k zou-
falstvi; pfiklad spiSe ukazuje, Ze musime pfesné& formulovat pfimé&fend omezeni (o nichz
doufdame, Ze jsou minimélm’) vlastnosti, které mdme Zddat. Robinson sdm tuto nutnost
pochopil a formuloval specidlnéjsi verzi principu, jejiz dikaz by byl — jak doufal —
pfistupny nestandardni analyze. Nestandardni analyza se vSak ukdzala byt faleSnou
stopou; pokud se tykd omezeni, ukazuje se, Ze vysta¢ime ve skute¢nosti s pfedpoklady
mnohem slab$imi.

*) Opojna smés matematiky a zlocinu stéZi zacina Blochem, a pfetrvava do dneSka. Vzpominime
si na Cernou ovci Sherlocka Holmese, nepfekonatelného profesora Moriartyho, ktery napsal pojed-
nani o binomickém vzorci. V soucasné dobé byl souzen slavny odbornik v teorii automatu za zorgani-
zovani GUnosu ptfes mezinarodni hranice a vraZ?du. A v novém dobrodruZném filmu se nasilnik, kterého
hraje Charles Bronson, v jednom okamZ¥iku pfiznava k dlouholeté védecké praci ve funkcionélni ana-
1yze a kombinatorice; divakovi se pfitom neStastn& dava na vybranou, zdali je to zlogin navic. nebo
spiSe primé&feny trest.
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Maédme-li v umyslu dokazovat né&jakou verzi Blochova principu, je vhodné uzivat
dosti pedantického oznaceni funkci a vlastnosti. ProtoZze nemdm v umyslu zde nyni
néco podobného délat, dovolte mi misto toho popsat pfislusny vysledek neformdlnim
zplsobem a prosit pfi tom o projeveni dobré vile.

Necht P je vlastnost, kterd je

(i) d&di¢nd (tj. stabilni vagi restrikci),

(i) spojitd (tj. stabilni vii¢i konvergenci),

(iii) invariantni (tj. stabilni vi&i linedrnim substitucim).

Necht jediné meromorfni (celé) funkce na C, které vlastnost P maji, jsou konstatni
funkce. Pak je pro kazdou oblast D = C tfida vSech funkci meromorfnich (holomorf-
nich) v D s vlastnosti P norm4lni.

Je duleZité vS§imnout si, Ze véta plati jak pro holomorfni, tak pro meromorfni funkce.

Jak se toto tvrzeni dokdZe? UZijeme sily negativniho mysleni a poddme podminku
nutnou a postadujici k tomu, aby tfida funkci nebyla normdlni.*) Pfesn&ji: M4-li nenor-
madlni tfida meromorfnich funkci vlastnost P, kterd spliiuje podminky (i)— (iii), lze
sestrojit nekonstantni funkci meromorfni v C s vlastnosti P; a to je spor. Podobnd
konstrukce se objevila v prici Lohwatera a Pommerenka ([6]) o asymptotickém vnofeni
parabolickych Riemannovych ploch do mnoZin limitnich hodnot jistych funkci, které
byly celkem vhodné nazvdny nenormdlni; konstrukce se snadno modifikuje tak, aby
se hodila do nasi situace. Je jednou z jemnych ironii osudu, Ze v livaze neni nic, co by
pred padesati lety nebylo dostupné Blochovi. Diikaz je ve skutenosti zcela elementdrni
a na jediném snad citlivém misté lze uZit jednoduché metody zpopularizované Lan-
dauem v jeho diikazu Blochova slavného zobecnéni ,,&tvrtinové‘ véty. Uvaha se navic
vyznacuje tim, Ze je jednou z mdla pf¥ileZitosti pro netrividlni aplikaci dobfe zndmého
kritéria (jehoi autorem je Felix Marty) normality zaloZeného na sférické derivaci.

Kam toto vSe vede? V pfipadé, Ze dand vlastnost zdvisi pouze na hodnotdch, kterych
funkce nabyvd, fikd naSe véta skoro vSechno. Abychom napf. dokdzali Montelovu
vétu, necht P znamend, Ze f bud vynechdvd (dané) hodnoty a, b, x € S, nebo je kon-
stantni. Vlastnosti (i) a (iii) jsou spln&ny automaticky, vlastnost (ii) plyne snadno
z Hurwitzovy véty. Do mlynku pfiddme malou Picardovu vétu, zato¢ime klikou a vy-
padne Montelova véta.

Neni vlastné ani t€Z§i dokdzat komplikovanéjsi variace na totéZ téma. Necht P napf.
znamend, Ze funkce f vynechdvd tfi hodnoty a, b, ¢ (které mohou zdviset na f), soudin
jejichz chorddlnich vzddlenosti x(a, b), x(b, ¢), x(c, a) je odd&len od nuly jistou pevnou
(malou) konstantou ¢ > 0. Pak md P opét vlastnosti (i)—(iii); z toho plyne, Ze kaZdd
tfida funkci majicich vlastnost P je normdlni. Nebo — abychom podali trochu méné&
ziejmy piiklad — pfedpoklddejme, Ze funkce f je meromorfni v C, Ze viechny jeji poly
maji ndsobnost aspoii /, v§echny jeji kofeny ndsobnost aspoti m a v§echny kofeny funkce
f(z) — 1 ndsobnost aspofi n. Z Nevanlinnovy druhé zdkladni vty ([7], str. 280) plyne,
Ze v ptipadd, ze I"! + m™! 4+ n~! < 1, je f konstantni. Jako dfive z toho plyne disle-

*) KdyZ muj pritel Benjy Weiss tento dukaz vidél, poznamenal, Ze Casto studentum dost nezduraz-
fiujeme vyznam podminek nutnych a postadujicich k tomu, aby néco neplatilo.
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dek, Ze kazdd tfida funkci meromorfnich v jisté pevné dané oblasti, z nichz kazdd
spliiuje vyslovenou podminku o ndsobnostech, je normdlni tfidou ([5], str. 238).

Zidnd z téchto vét neni novd, ale v kaZdém jednotlivém ptipadé ukazuje Blochiv
princip moZny postup: véta se dokdZe pro jedinou, globdlné definovanou funkci. Aspofi
v nékterych pfipadech se tim velmi podstatné uleh¢i prdce a vyjasni situace. Princip
ma tedy pfinejmensim cenu systematického pfistupu.

Vede také k novym tvrzenim? Ne, nebo aspoil zatim ne.*) Dovolte mi objasnit prog,
protoZe odpovéd zahrnuje fadu zajimavych otevienych problémi. Problémem je vlast-
nost (iii), u niZ by se to Sekalo nejmén&. Typické vlastnosti holomorfnich funkci se
netykaji pouze jejich hodnot, ale také hodnot jejich derivaci. Neni pravdépodobné, Ze
by né&jakd takovd podminka byla linedrn€ invariatni. Je napf. dlouho zndmo a lze po-
meérné snadno dokdzat, Ze celd funkce f sphiujici podminky

®) flz) # 0,f(2) # 1

je nutn& konstantni. Je také pravda (jak ukdzal Miranda), Ze tfida funkci, které spliiuji
(napf. v n&jakém kruhu) podminky (3), je normélni. Pfedpoklad o linedrni invarianci
viak splnén neni, nebot (3) nezdstane v platnosti, nahradime-li f funkci g(z) =
= f(az + b); Mirandovu vétu tedy nemiiZeme dostat jako specidlni pfipad nasi verze
Blochova principu.

Abych udglal z nouze ctnost, dovolte mi poznamenat, Ze tato nemoZnost md i opti-
mistickou interpretaci. Clunie velmi neddvno dokdzal (a je to velmi netrividlni vysledek),
Ze celd funkce f spliiujici podminku

@ f2)f'(z) #1 )

je nutn& konstantni. Vlastnost (4) opét neni linedrné invariantni, a zdstdvd otdzkou,
zdali tfida s touto vlastnosti musi byt normdlni. Lze rozumné ocekdvat, Ze nahofe
uvedenou metodu lze rozpracovat tak, aby zvlddla snadny pfipad (3). ProtoZe potiZe,
na né&Z nardZi aplikace Blochova principu v pfipadé (4), se zdaji byt podobné jako v pfi-
padg (3), lze pfinejmensim doufat, Ze usp&$né zvlddnuti (3) umozni zvlddnout i (4).
(Pesimisté oviem mohou uvaZovat prdvé obrdcend.) Je samoziejmé zcela moZné, Ze
z podminky (4) neplyne normalita tfidy; v tom pfipadé by naSe formulace Blochova

*) Tato slova byla, jak se ukazuje, neaktualni, jeSt€ neZ byla napsana, aspoii pokud se tyka me-
tody dukazu Blochova principu. Ta nalezla aplikaci v teorii komplexnich variet, zejména v dukazu
Brodyho véty, ktera ¥ika, Ze kompaktni komplexni varieta neobsahujici komplexni pfimky je hyper-
bolicka. (O diferencialné-geometrickém pojmu hyperboli€énosti viz S. Kobayashi, Hyperbolické va-
riety a holomorfni zobrazeni, Marcel Dekker, New York, 1970.) PtisluSny vysledek byl nadhozen
Griffithsem a upoutal znaénou pozornost, dfive neZ byl s kone¢nou platnosti dokazan Robertem
Brodym v jeho harvardské disertaci ,,Intrinsic metrics and measures on compact complex manifolds*
(1975). Podle H. Wua (Some theorems on projective hyperbolicity, J. Math. Soc. Japan 33 (1981)),
,,Brodyho véta mohla byt dokdzina — po trivialni zmé&né€ terminologie — Zalcmanovym myS$lenko-
vym postupem®.

V trochu jiném sméru rozsitila dr. Ruth Minowitzova (,,Normal families of quasiregular mappings*,
University of Maryland Technical Report 78— 73) Blochuv princip na kvaziregularni funkce v pro-
storu a uZila jej k dikazu analogii velké Picardovy a Juliovy véty pro takové funkce.
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principu poskytla jisté hrubé vysvétleni tohoto selhdni. Za soucasného stavu pozndni je
toto vSe pouze zbozné pifdni, otdzka vSak stoji za vysvétleni.

Rdd bych se jesté zminil o dvou dalSich smérech moZného bdddni, neurditéjsich
a riskantnéjSich. Nechf P je vlastnost funkci definovanych na otevienych podmno-
Zindch roviny. Pfifadme kazdé oteviené mnoziné U < C tfidu vSech funkci meromorf-
nich v U, které maji vlastnost P. V pfipadé€, Ze P je dé€di¢nou vlastnosti, md systém
viech t&chto t¥id (ktery miZeme ztotoZnit s P) strukturu pfedsvazku, na coZ mne upo-
zornil Mike Razar. I kdyZ se zdd byt vysoce nepravdépodobné, Ze by tuto strukturu
bylo moZné vyuzit k funk¢né teoretickym ucelim, nelze tuto mozZnost zcela vyloudit,
a nékdo to mozZnd bude chtit prozkoumat.

Druhy smér moZného vyzkumu, ktery mi naznacil Yakar Kannai, souvisi s logickymi
vlastnostmi formulace riznych vlastnosti. Zdd se byt moZné, Ze nové rozpracovdni
Blochova principu, v némZ by byla pozornost soustfedéna na tyto logické vlastnosti,
olekdvd svého objevitele. Moje omezend orientace v logice bohuZel vyluéuje kazdou
podrobné;jsi spekulaci v tomto sméru.

Tedy - aspoii v této chvili - principidlni vyznam myslenkového okruhu, o némzZ jsem
mluvil, je (nezdvisle na tom, jaky filozoficky prosp&ch pifikldddm pfemé&né Cist& heuristic-
kého néstroje v poctivou vétu) pedagogicky. Princip poddvd novou a celkem pfimou
cestu k Montelové vété a odtud k velké Picardové vété, k Juliové vété, k Schottkyho
a Landauové v&té a jesté ddle.*)

*) G. Julia dokéazal, Ze pro kaZdou funkci f, ktera ma v bodé 0 podstatnou singularitu, existuje
&islo oy € R tak, e pro kaZzdé ¢ > O funkce f nabyva v kruhové vyseti {a expin; 0 < a<.eg, |o— o)
< e} viech (kone¢ngch) hodnot s vyjimkou snad jedné. Smé&r dany Ghlem «,, se pak nazjva Juliovym
smérem. (Analogické tvrzenj oviem plati, ma-li f podstatnou singularitu v obecném bod€ z, € S.)

Schottkyho vé&ta podava odhad funkci tvaru

+) f@=oa+ pz+ a222 + a323 + eees

které jsou holomorfni v kruhu |z| < R a nenabyvaji v ném nikde hodnot 0 a 1; ukazuje se, Ze pak
v kruzich |z| £ (1 — 6) R, 0 < 6 < 1, plati nerovnosti tvaru |f(2)| £ 2(«, 6), kde prava strana za-
visi jen na « = f(0) a 6. (Tyto odhady mj. ukazuji, jak mu¥e maximaln® rust vyraz max {|f(2)[;
lz| = r} pti r— R—.) Konkrétni tvar funkce £ zavisi na metod€ dukazu. R. Burckel ve své knize
An Introduction to Classical Complex Analysis, Vol. 1 (1979) dokazuje napt. obecn&j§i Mirandovu
v&tu (1935), z niZ pak za naSich pfedpokladu pfi R = 1 plyne, Ze odhady plati s funkci

(e, 0) = exp [6~1(12d + M log 20~ 1)1,

kde d = log max (1, |#|) a kde M je konstanta (nezavisla na f).

V Landauové v&t& se vySetfuji opét funkce tvaru (+), ale jen s B 5% 0. Ukazuje se, Ze maximalni
polomér R kruhu |z| < R, v némZ takova funkce nenab§va hodnot 0 ani 1, zavisi pouze na koeficien-
tech « = £(0) a B = f/(0). Jinak feCeno: Existuje takova funkce L prom&nnych «, B, e ka?da funkce
(+) (kde B % 0) holomorfni v kruhu |z| < L(a, ) nutn& v tomto kruhu nabyva bud hodnoty O
nebo 1.

Plati-li odhady |f(z)| < 2(a, 8) v kruzich |z] £ (1 — 6) R (s jistou funkci ), lze volit napt.
L(x, B) = 29(a, %) ]ﬂ]'l. (Viz napf. knihu Sakse-Zygmunda.) (Pozn. ptekl.)
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3. Zatim jsem se soustfedil na vysledky dokdzané jiZ dfive starymi metodami; jejich
vyznam spocivd hlavné v tom, Ze vrhaji nové svétlo na zndmé jevy. Nyni bych chtél
provést ostry obrat a zaéit mluvit o nékterych novych vysledcich otevirajicich zcela
nové perspektivy. Vyplynuly kupodivu (nebo, po chvilce zamysleni, ne zas tak kupo-
divu) z nového pfezkoumdni n&kterych zcela elementdrnich aspekti komplexni analyzy.

Dovolte mi zacit tématem, které je mi velmi blizké, Morerovou vétou. Jedna z verzi
vysledku, jejimZ autorem je Carleman, vypadd takto: Necht D je oblast v C a necht f
je v D spojitd. Pfedpoklddejme, Ze

) , [rfz)dz =0

pro vSechny kruZnice I' obsaZené i se svym vnittkem v D. Pak je f holomorfni v D.
ProtoZe to neni obvykld verze véty, dovolte mi pfipomenout také diikaz. Necht f € C'(D).
Zvolme pevné z, € D a necht I', je kruznice o stfedu z, a poloméru r. Pro dostatecné
mald r dostaneme z Greenovy véty, Ze

0 =Jf(z)dz = 2iJ'J. a—j:dxdy,
I, Ar az

kde 4, je kruh ohrani€eny kruZnici I',. Z toho plyne, Ze

1 of of
0=11m——2J‘J“1 ~dxdy=£(zo).

r—0 TTr . 0z

ProtoZe z, byl libovolny bod, je df/0Z = 0 v D, a f je tam tedy holomorfni. Obecny
pfipad, kdy nepfedpokldddme f € CI(D), z toho plyne jednoduchou aproximaéni uva-
hou (konvoluce s ,,uhlazovaci funkci“).

Uspésni matematikové se brzy ve své kariéfe nauéi kldst tuto otdzku: Co dalsiho
mohu dokdzat touto uvahou? Nepfili§ ¢asto kladou obrdcenou otdzku: Co mohu do-
kdzat bez ni? Kradtce se proto zastavme a snaZme se porozumét, co ddvd mozZnost vést
diikaz prdvé takto, abychom se toho mohli vzddt.

ProtoZe holomorfnost je lokdlni vlastnost, je zfejmé, Ze stadi pfedpoklddat, Ze (5)
plati pouze pro malé kruZnice (ve skute¢nosti vyZzaduje pfechod k nehladkym funkcim
jistou stejnomérnost, coZ je delikdtni okolnost, k niZ se vrdtime pozd&ji). Stejné je
zfejmé, Ze tvaha stoji a padd s moZnosti limitovat r k nule. UZijeme-li nahofe zminé-
ného principu negativniho mysleni, miZeme se ptdt na situaci, kdy (5) plati, ale jen pro
velké kruZnice, tj. pro kruZnice, jejichZ polomér je aspoii roven jistému kladnému dislu.

Aspofi na zacdtku je pfirozené omezit nasi pozornost na funkce definované v celé
roving, protoZe jinak ne kazdy bod z D bude sttedem vhodného kruhu, ktery leZi cely
v D. Pted nékolika lety jsem dokdzal ([9]) tuto vétu:

Véta. Necht f € C(R?) a necht
(6) frfz)dz =0

pro kaZdou kruZnici s polomérem r, nebo r,. Pak je f celd funkce, neni-li r,[r, podilem
kofenii Besselovy funkce J,(z). Pokud r,[r, takovym podilem je, nemusi byt f holo-
morfni nikde.
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Myslim, Ze je to dost piekvapujici vysledek; mne aspoii piekvapil. Je to také vysledek
siln& nestabilni, protoZe (spotetnd) mnoZina podilii kofent funkce J,(z) je na redlné ose

hustd, takZe nejnepatrnéj§i perturbace Cisla r; nebo r, miZe vést od pozitivniho vy-
sledku k Zddnému vysledku (a obrdceng).

Odkud se zde berou Besselovy funkce? Byla doba, kdy jsem si myslel, Ze odpovéd
na tuto otdzku zndm; nyni si nejsem tak jist. Existuje uZ fada metod diikazu véty a v kaz-
dé z nich se Besselovy funkce objevuji v nepatrné odli$né souvislosti, at jiZ jako Fourie-
rovy obrazy, nebo jako feSeni jisté obyCejné diferencidlni rovnice, nebo jako vlastni
funkce laplasidnu. Nejpravdivé&jsi odpovéd snad je, Ze jsou prosté &dsti ptirody (jako
Kroneckerova pfirozend &isla) a Ze zptisob, jakym se objevi, z4visi spiSe na tom, jak se
na problém divdame, neZ na ¢emkoli jiném.

Nechci se zde zabyvat detaily dikazu. Hlavni myslenkou je pohlizet na (6) jako
na dvojici konvolu¢nich rovnic (jedna rovnice pro kazdou z hodnot poloméru), pak
sprdvnym zpUisobem uZit teorie distribuci a trochu Fourierovy analyzy. Je v tom oviem
obsaZen i hluboky vysledek, fundamentdlni véta o funkcich jedné proménné periodickych
v priméru, pochdzejici od Laurenta Schwartze a sama dokdzand (pfed tficeti lety) meto-
dami komplexni analyzy. (V jistém smyslu zde tedy pojedndvdme o isp&¥ném pfipadu
samooplodnéni.)

Abychom pokracovali v naSem vedlej$im motivu ztracenych pfileZitosti, méli bychom
poznamenat, Ze neni Zddny dobry diivod pro to, aby naSe verze Morerovy véty nebyla
dokdzdna pfed tficeti lety. Jsou ovSem Spatné divody. PfedevSim se snadno — pfili§
snadno — vidi, Ze neexistuje Zddnd ,,jednopolomérovd‘ véta, a zd4 se, Ze tim celd véc
konci. Mél jsem to §tésti, Ze jsem nevid€l snadny dikaz tohoto faktu, a tak jsem dosel
k protipfikladu zna¢né komplikovanéj§imu, neZ bylo ve skute€nosti nutné, k proti-
ptikladu, ktery nastésti naznacoval, co by pravda byt mélo. Kromé toho existuje i dalsi,
technicky dvod. Rozpozndme-li (6) jako dvojici konvolu&nich rovnic, je celkem pfiro-
zené pokusit se aplikovat Schwartzovu vétu. Ta se vSak tykd jedné proménné, zatimco
Fourierovy obrazy souvisejici s (6) jsou funkce dvou proménnych, x;, x,. Kdo si dd
prdci vypoditat vysledky explicitné, uvidi vSak, Ze ve skuteCnosti zdviseji jen na jedné
(nové) prom&nné (x + x3)'/?, takZe prece jen lze Schwarzovu vétu Zddanym zplisobem
aplikovat. Poudeni z toho je zfejmé.

Rdd bych se zminil o dalSich dvou funkénéteoretickych vysledcich, které lze ziskat
podobnou technikou. Necht f je spojitd v celé rovin€. Pro kazdé z e C bude mit restrikce
f na kruh o stfedu z a poloméru 1 Fourieriv rozvoj

+ o0
flz+ %)~ Y ayz)e™,
kde
1 2= i0\ - in6 1 -n—1
an(z)z—— f(2+€ )e d0 = — f(z+C)C dC'
2n 0 21ti 1K)1=1
Z toho plyne v piipadé, Ze f je celd funkce, Ze
(7) a(z)=0, n=—-1,-2,-3,.....
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Obrdcené se snadno vidi, Ze kdyZ (7) plati pro n&které pevné z, lze f spojité rozsifit
z kruZnice I'(z) = {{;|¢ — z| = 1} na kruh 4(z) = {¢;|¢ — 2| £ 1} tak, Ze rozsifeni je
uvnitf 4(z) holomorfni.

Necht (7) plati pro kazdé z e C. Musi byt f celd funkce? Jistg, f lze rozsifit z kruZnice
I'(z) do jejiho vnitfku holomorfn&; neni viak vibec evidentni, Ze rozsifeni splyvaji ve
dvou piekryvajicich se kruzich. Pfesto vSak plati dokonce vic:

Véta ([10]). Nech? f e C(R?) a necht n > 1 je pevné (celé) éislo. Necht

2n 2n
f(z + €°) e’do = j f(z + €°) e™db = 0
0

0

pro kazdé z € C. Pak je f celd funkce.

Z nulovosti jediného Fourierova koeficientu se zdpornym indexem a nulovosti prv-
niho Fourierova koeficientu plyne tedy holomorfnost. V této vété neni Zddnd nepfijem-
nd vyjimeénd mnoZina. Tato posledni okolnost je konec konct zdvisld na tomto hlubo-
kém Siegelové vysledku z teorie transcendentnich &isel: Nenulové kofeny Besselovy
funkce s raciondlnim indexem jsou transcendentni. A — jak si miZete domyslit —
diikaz tohoto tvrzeni poddvd opét teorie funkci.

Druhy vysledek, o némzZ se chci zminit, je analogii nasi verze Morerovy véty pro
hyperbolickou rovinu, tj. pro otevieny jednotkovy kruh s neeukleidovskou geometrii
indukovanou Poincarého metrikou ds = 2|dz|/(1 — |z|?). Nechf f je v tomto kruhu
spojitd a nechf plati (6) pro viechny kruZnice s poloméry r,, r, (m&feno v hyperbolické
geometrii). Pak je f holomorfni, jestliZe rovnice

P '(coshr)) =0

nemaji 74dné spoleéné feseni z € C. Ulohu Besselovy funkce zde hraje odpovidajici
Legendreova funkce P '; ob& funkce souvisi limitnim vztahem

im PZle(coshar) _ Jy(rz) ’
a=0 sinh ar rz

takZe nasi predchozi vétu lze (aspofi formdlng) dostat z nyné&jsiho vysledku jako jakysi
limitni pfipad.

Prostfedky, kterych se uziva v diikkazech podobnych tvrzeni, jsou tak obecné a pruzné,
Ze by nemélo byt piekvapujici, Ze se podafilo dokdzat analogické véty charakterizujici
feSeni obecngjsich rovnic, nez je 9f/0z = 0. Vskutku, pro kazdy homogenni polynom
P(¢y, &3, ..., &,) 1ze globdlni FeSeni rovnice P(0/0x,, 0/0x,, ..., 8[0x,) u = O charakteri-
zovat ([10]) pomoci vhodné ,,dvojpolom&rové* podminky. Podobng& jsou moZnd i roz-
$ifeni na obecngj8i prostory. Tato zobecnéni na prostory s konstantni kfivosti a obecné&ji
na symetrické prostory hodnosti 1 jsou provedena v [1] a [2]. Vysledky nejsou ani
méné pfesné, ani méné explicitni neZ vysledky, o nichZ jsem prav€ mluvil. Nové objevy
v teorii funkci vedou tak k fadé paralelnich vysledkd v jinych partiich matematiky.
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4. Posledni téma, o kterém bych chtél dnes promluvit, souvisi dosti tésné€ s nékterymi
zobecnénimi zminénymi vySe. Je to vysledek mého pokusu porozumét piesné souvislosti
mezi Cauchyho a Morerovou vétou na jedné strané a Gaussovou vétou o priimérové
vlastnosti harmonickych funkci a Koebeho obrdcenim této véty na strané druhé.

Necht u je konend komplexni borelovskd mira s nosiéem v jednotkové kouli B”
v R". Necht D je oblast v R". Funkce u € C(D) md zobecnénou primérovou vlastnost
(ZPV) vzhledem k p, plati-li rovnost

(8) J‘u(x + rt)du(t) =0,

kdykoli je xe D a 0 < r < dist (x, dD).

ZPV je odvozena abstrakci z podminek Gaussovy-Koebeho a Cauchyho-Morerovy
véty, o nichz jiZ byla fe€. Abychom vidéli souvislost se stfednimi hodnotami explicitné,
zvolme n pevné a bud du = dQ — J,, kde dQ = dQ,_, je rovhomérné rozloZeni hmoty
na jednotkové sféfe S"~! = R" s celkovou mirou 1 a J, je jednotkovd hmota v po&dtku.
(8) pak piejde v rovnost

9) fu(x + rt) dQ(t) = u(x),xe D,0 < r < dist(x, oD),

coz je klasickd primérovd vlastnost. PoloZime-li v§ak n = 2 a za du zvolime restrikci
d¢ na jednotkovou kruZnici, dostaneme z (8) rovnost

f(z+r)d{ =0,ze D,0 < r < dist (z, dD),
Kl1=1

nebo — coZ je totéZ — rovnost

(10) J. f(w)ydw =0,zeD,0 < r < dist(z,0D) ;
|w=z|=r
posledni vztah ukazuje souvislost s Cauchyho vétou.

Co bychom si pfdli, by byla jakdsi pravéta, kterd by jako specidlni pfipady zahrnovala
oba pfedchdzejici priklady. V idedlnim pfipad€ by méla tvar nutné a postaujici pod-
minky (harmoni&nost pro (9), holomorfnost pro (10)) kladené na funkci u € C(D), aby
spliiovala ZPV vzhledem k dané mife u. To se zdd byt skoro pfili§ velkym pifdnim;
podminky podobné (8) se studuji odeddvna a bylo to vZdy za dosti specidlnich ptedpo-
kladd o povaze miry u.

Presto Ize takové podminky najit a explicitné popsat. Neni ani zvld§t obtizné je vy-
slovit. P¥i hofej§im oznaceni nechf

F(z) = je““""du(t) (zt=zety + ... + z,t,)

je Fourierlv obraz miry u. ProtoZe u md kompaktni nosi¢, je F celd funkce v C" a md
rozvoj
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(1 F?) = 3 0,
v homogennich polynomech.

Véta ([10]). K tomu, aby funkce u € C(D) méla vlastnost ZPV (8), je nutné a staci, aby
u byla slabym (distributivnim) FeSenim systému linedrnich parcidlnich diferencidlnich
rovnic
(12) 0,D)u=0, n=0,1,2,...;

pritom Q,(D) je diferencidlni operdtor, ktery se dostane nahrazenim proménné z =
= (zq, ..., 2,) symbolickym vektorem D = (—i0[0x,, ..., —i0[dx,).

Z Hilbertovy zdkladni véty vlastng vyplyvd, Ze nekonecny systém rovnic (12) je vidy
ekvivalentni s jistym koneénym podsystémem, ale neni jasné, zdali tento fakt md néjakou
praktickou cenu. Vysetfujeme-li pfipady, které nds konkrétng zajimaji, jevi se (12) jako
zcela uspokojivé, a jist& neni problém ziskat rozvoj (11).

Souvislost mezi (8) a (12) je zprostfedkovdna operdtorovou identitou, kterou nazyvim
zobecnénym Pizzettiho vzorcem:

(13) fu(x + rt)du(t) = [F(—=rD)u] (x) .

Predpoklddd se zde, Ze u je redlnd analytickd funkce a Ze r je dostate€né malé. Ve spe-
cidlnim p¥ipadg, kdy du = dQ, (= df/2n na jednotkové kruZnici), je

F(z) = F(zy, z,) = Jo((z} + 23)'?),
takze

(9) 5= [[TuCe ey = S (=ifep + (iforP)) ) u(e) =

0

o

= Jo(r{/=A)u(z) = ) r A"u(z).

o (nl)? 27"

Posledni rovnost je zndma jako Pizzettiho vzorec a pochdzi ze zadtku tohoto stoleti:
Analogie pro nahofe zavedené plo§né miry dQ, jsou zndmy a obsahuji vyssi Besselovy
funkce; zdd se viak byt pozoruhodné, Ze obecny vztah (13) nebyl nalezen dfive.

Pro ilustraci véty zvolme n = 2, du = dQ; — J,. Pak je

F(z) = Jo((z1 + 23)V%) - 1

a 0(D)=0 pro n=0,1,3,5,7,...., zatimco Q,(D) = c,4"?, kde ¢, # 0, pro
n=2,4,6,.... Soustava (12) se redukuje na rovnice 4"u = 0, n = 1,2, 3, ...., které
jsou ekvivalentni s jedinou rovnici 4u = 0. Podobné, zvolime-li du = dz na kruZnici
lz] = 1,je Q:(D)=0a

0
Q2n+ I(D) = Cy — An ’
0z
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kde ¢, # 0. Rovnice @,(D)u = 0 jsou tedy ekvivalentni s jedinou (Cauchyho-Rieman-
novou) rovnici du/0Z = 0.

Trochu méné zndmou primérovou podminku lze ziskat volbou du = cos 20 df na
jednotkové kruznici. Pak (8) ptejde v rovnici

2n
j u(x + rcos 6,y + rsin @) cos20df = 0,
0

kterd, jak se ukazuje, je ekvivalentni s rovnici (Qu = u,, — u,, = 0. MiZete zkusit
dokazat tuto ekvivalenci pfimo.

Pokud se tykd (8), fikaji ptedchdzejici vysledky vse. Méli bychom vsak pamatovat,
Ze samo (8) vzniklo abstrakci z klasické primérové vlastnosti harmonickych funkci.
ProtoZe abstrakce zfidkakdy ukazuji vS§echny podstatné rysy ptvodni situace, mize
byt prospésné vratit se zpét ke klasické teorii.

Koebeho obrdceni véty o priiméru pro harmonické funkce plati za podminek slabsich
nez (9). Sta&i platnost (9) pro viechna dostate&n& mald r, tj. splfiujici nerovnost 0 < r <
< g(x), kde pro ¢(x) se nezddd kromé& kladnosti Zddnd podminka. Jinymi slovy, lze se
oprostit ode viech pfedpokladii stejnomérnosti podminky (9). Na druhé strang, i kdyz
pro ulely ZPV lze podminku 0 < r < dist (x, dD) podstatn& zeslabit — napf. na pod-
minku 0 < r < g(x), kde ¢(x) je na kazdé kompaktni &dsti oblasti D omezend zdola
néjakou kladnou konstantou — urc€itd stejnomérnost je podstatnd pro aplikaci uhlazo-
vaci techniky uZité v diikkazu véty. To je vice nez nedostatek metody. V dal$im poddme
jednoduchy ptiklad, v némz je

(15) ju(x + rt)du(t) = 0,xe D,0 < r < &(x),

aniZ je y feSenim piislu§né soustavy Q,,(D) u=0.

To vrhd nejen nové svétlo na obrdceni véty o primeéru, ale vyvoldvd takové otazky,
jako je charakterizace funkci, které spliiuji (15) pfi pevném p, nebo charakterizace téch
mér, pro néz je (15) ekvivalentni s (8). Pfipad du = dz (na jednotkové kruZnici) vzbuzuje
zvlastni zdjem. Plyne z podminky

(16) J‘ f(z)dz=0,zeD,0 <r < &z),

Ig-zl=r N
holomorfnost f? Pro hladké funkce je odpovéd ovSem kladnd; pokud viak vim, obecny
pfipad zlstdvd nerozfesen.

Dovolime-li limitni procesy, stdvd se situace dokonce jeSté zajimavéjsi. Blaschke
ukdzal v r. 1916, Ze kdyZ u je spojitd funkce a kdyzZ pro kazdé z € D je

(17) lim iz {—l- '[u(z + re'’)dg — u(z)} =0,

r 2n
je funkce u harmonickd v D. (To je zfejmé z Pizzettiho vzorce (14); podstatné viak zde
je, Ze se nepfedpoklddd Zddnd regularita funkce u kromé& vyslovené podminky spoji-

tosti.) Podminku (17) mdZeme pro obecné miry pfeformulovat takto:
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Necht u je kone¢nd komplexni borelovskd mira na B" a nechf k je nejvétsi z celych
Cisel, pro néZ je u ortogondlni ke vSem polynomim celkového stupné mensiho nez k.
Necht u € C(D) (D < R"). Pak je (17) jen specidlnim p¥ipadem podminky

(18) lim lkfu(x + rt)du(t) =0,
r>0r

kterd se dostane volbou du = df[2n — &,. Co je nutnou a postacujici podminkou
(pro u), aby (18) platilo? V pfipad€ u € C*(D) se snadno vidi, Ze hledanou podminkou
je Qi(D) u = 0, kde Q, je jako dfive homogenni polynom stupné k objevujici se v Taylo-
rové rozvoji Fourierova obrazu miry u. K dikazu staci prosté rozvést integrand v Taylo-
riiv rozvoj kolem x a integrovat &len po &lenu. Neni-li u tak hladkd, tento usudek (zfejmé)
selhdva; a skuteCné, pfi vhodné volbé u nemusi funkce u splﬁujici(lS) spliiovat pfislus-
nou diferencidlni rovnici.

Specidlni pfipady (18) jsou zndmé z redlné analyzy. Je-linapf.n = lap =8, — é_,,
je k = 1 a Q,(D) = 2d/dx. Podminka (18) pfejde v podminku

]imu(x+r)—u(x—r)=0
r—0 r

, xeD,

tedy v poZadavek, aby symetrickd derivace funkce u byla v intervalu D identicky rovna
nule. Jedna z Chinéinovych vét tvrdi, Ze takové funkce je nutn& konstantni (tj. spliiuje
rovnost Q,(D)u = 0). Podobng, volba p = §, — 25, + 6_, ddvd k = 2 a vede ke
znamé Schwarzové podmince

jim u(x + 1) = 2u(x) + u(x —r) _ 0,

2
r—0 r

kterd je ekvivalentni s identitou Q,(D)u = d?u/dx* = O (tj. s linearitou u).
Mald modifikace posledniho ptikladu ddva protipfiklad. PoloZzme p = 6, — 26, + J,;
pak je opét k = 2, takZe oekdvanou podminkou je linearita u. Ale identitu

lim u(x + 2r) = 2u(x + 1) + u(x) _ 0

2
r—0 r

bude spliiovat kaZdd pouze po ¢dstech linedrni funkce, protoZe pro takovou funkci plati
dokonce identita

u(x +2r) = 2u(x + r) + u(x) =0, 0<r <ex).

Po ¢&dstech linedrni funkce jsou v8ak husté v prostoru v§ech spojitych funkci; jsme tedy
skuteén& hodné daleko od olekdvané linearity. Na druhé strané takové funkce spliiuji
bodovou rovnost d?u/dx?* = 0 na velké mnoZin&. Je divod véfit, Ze toto chovdni je
typické; fedeni (18) by mélo spliiovat rovnost Q,(D) u = 0 na husté oteviené &dsti D.

Ihned se sama vnucuje fada pfirozenych otdzek. Jak Spatnd miZe byt vyjimecnd
mnoZina (na niZ diferencidlni rovnice neplati)? Pro které miry x plyne z (18) podminka
0(D) u = 0?7 (Odpovéd na tuto otdzku, aspoii pro diskrétni miry, velmi pravdépodobné
souvisi s teorii stability aproximaci diferencidlnich rovnic kone&nymi diferencemi.)
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Musi funkce tfidy C*~?, kterd spliiuje (18), byt feSenim pfisluiné diferencidlni rovnice?
Vse se tomu zdd nasv&dEovat (pfeklad: nezndme Zddny protipfiklad), ale nemame ani
ndznak, jak provést dikaz. Dokonce i otdzka, zdali podminka

lim-—li fQdt=0, zeD,

r0 T -zl =r
(pfirozené zeslabeni podminky (16)) implikuje holomorfnost, zistdvd oteviena. Kladnd
odpovéd by byla novou variaci klasické Loomanovy-MenSovovy véty a byla by velmi
zajimav4.

Je Cas, abych konéil. Doufdm, Ze diskutované otdzky, uvedené pfiklady a naznagené
souvislosti s takovymi oblastmi jako je logika a teorie &isel, harmonickd analyza a par-
cidlni diferencidlni rovnice, specidlni funkce a redlnd analyza ukazuji dostatedné bohaté
stdlou Zivotnost tohoto pfedmétu — ctihodného, ale Zivého, starého, ale stdle nového.
Rekl jsem jiZ jednou a feknu to znovu: komplexni analyza je Ziva a zdrdva.

Prelozil Ilja Cerny
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Clovek pozna sim seba len vtedy, ak pozné svet, Je prijemnym zamestnanim skimat ziroveii pri-
ktory postihuje iba v sebe a seba iba v fiom. rodu a seba, a pritom neznasiliiovat ani ju, ani
KaZdy novy dobre prebaddany predmet otvara  svojho ducha, ale obidvoje miernym vzijomnym
v nas novy organ. posobenim uvadzat do rovnovahy.
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