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RELATIVISTICKA KOSMOLOGIE

JAROSLAV PACHNER, Praha

HISTORICKY VYVOJ VEDECKE KOSMOLOGIE

S prvnim pokusem o vybudovani kosmologie, zaloZzenym nikoliv na dohadech,
nybrZ na pfirodovédecké teorii, se setkdvame jiZ u Newtona. Ten ukazal, Ze kdyby
hvézdny systém tvofil jediny hmotny ostrov v nekoneéném prazdném eukleidovském
prostoru, musela by se za ¢as veSkera hmota soustfedit do jediného télesa. Z toho
Newton usuzoval, Ze hvézdy jsou pfiblizné rovnomérné rozloZeny po celém neko-
neéném prostoru.

S koncepci prostorové nekonecného a statického vesmiru by vSak byly spojeny
tfi paradoxy. V r. 1826 odvodil OLBERS [1], Ze hvézdy rovnomérné rozloZené po celém
nekoneéném prostoru by musely vytvofit podstatné vyssi jasnost noéniho nebe, neZ
jaka je vskutku pozorovana (fotometricky paradox). V r. 1865 rozsifil CLAUSIUS
[2] platnost véty o entropii izolované termodynamické soustavy na cely vesmir a dosel
k zAvéru, Ze vesmir nemiiZe mit nekoneéné trvani, nebof se neodvratné blizi ,,tepelné
smrti*, kdy veSkera energie bude rovnomérné rozdélena po celém vesmiru (termo-
dynamicky paradox). NEUMANN [3] v r. 1874 a V. SEELIGERT [4] v r. 1895 poukazali
na gravitacni paradox: V nekonecném vesmiru s rovnomérné rozloZenou hmotou by
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sila Newtonova gravita¢niho pole, vytvofeného v§emi hvézdami vesmiru a pilisobiciho
na dané téleso, byla neurdita a rychlost pohybu nebeskych téles by musela byt mno-
hem vys§i, nez kolik udavaji astronomicka pozorovani.

NemozZnost uspokojivé vysvétlit tyto tf¥i paradoxy na podkladé pfedstav fyziky
19. stoleti zpasobila odklon v&deckého z4djmu od problémi kosmologie. Teprve
EINSTEINOVA prvni kosmologicka prace [5] v r. 1917 vyvolala zasadni obrat. Zatimco
Einstein v této praci pfedpokladal jesté staticky vesmir, setkavame se ve FRIEDMA-
NOVE pojednéani [6] poprvé s nestatickym expandujicim modelem vesmiru, zprvu
Einsteinem odmitnutym [7], pozd&ji velmi pfiznivé ocenénym [8, 9]. JiZ rok nato
uved]l EDDINGTON ve své knize [10], v niZ se je§té nezmifiuje o Friedmanové praci
[6], tabulku rudého posuvu spektralnich ¢ar svétla vysilaného vzdalenymi galaxiemi,
avSak teprve v r. 1929 HussLE [11] jasn& prokazal, Ze existuje pfimd timéra mezi
rudym posuvem spektralnich linii a vzdalenosti galaxie, jeZ je vyzafuje. Pies veSkerou
snahu vysvétlit tento jev jinak nebylo nalezeno jiné feSeni neZ pfipustit, Ze rudy posuv
je pusoben Dopplerovym jevem — galaxie se od nas vzdaluji, a to tim rychleji, ¢im
jsou vzdalengjsi.

V r. 1934 McCRrEeA a MILNE [12] ukazali, Ze je moZno vybudovat fyzikalné nazor-
nou newtonovskou kosmologii, jeZ popisuje vzdalovani galaxii naprosto stejnou
funkci jako kosmologie relativisticka; rozdil je pouze ve fyzikalni interpretaci jednot-
livych veli€in. Newtonovska kosmologie se vyborn€ hodi v dneSnim stadiu vyvoje
vesmiru ke studiu mensSich oblasti vesmiru stanovenych podminkami, Ze jejich roz-
méry jsou podstatné niZsi, neZ je polomé&r zakfiveni kosmického prostoru, a v nichZ
je rychlost expanze pfiméfené niZsi neZ svételna (¢emuZ odpovida oblast o primeéru
aZ asi do jedné miliardy svételnych roki), av§ak nehodi se ke zkoumani chovani
celého vesmiru.

V letech 1935/1936 dospél ROBERTSON [13] a nezdvisle na ném WALKER [14] k velice
zavaznému poznatku, odvozenému bez odvolani na obecnou teorii relativity, Ze
metrika kosmického prostoro€asu je riemannovska.

Poslednim meznikem ve vyvoji kosmologie, o0 némZ se v tomto pfehledu zminime,
je druhé vydéni Einsteinovy knihy (z r. 1945 [9]), jeZ je doplnéno dodatkem ,,O kos-
mologickém problému*. Od té€ doby jiZ nepoklesl ve védeckém svété zajem o rela-
tivistickou kosmologii.

Vedle relativistické kosmologie vznikla v r. 1948 tzv. ,steady-state theory [15,
16]. Ve smyslu tivah McCrea [17] budeme ji povaZovat za specialni druh relativistické
kosmologie a z tohoto hlediska ji zahrneme do naSeho vykladu. Naproti tomu ne-
miZeme zde vénovat pozornost Milneové kinematické relativité [18] a kosmologic-
kym teoriim DIRACOVE [19], Eddingtonové [20] a JORDANOVE [21], které nevzbudily
vét§iho ohlasu ve vé€decké vefejnosti. S témito teoriemi se miZeme seznamit bud
v citovanych plvodnich pracich, anebo v monografiii BoNDIHO [22] ¢i VOGTOVE
[23]. V &zské literatufe se zabyva relativistickou kosmologii i pfehledny ¢lanek auto-
riv [24]. Riemannovska geometrie se zpravidla studuje z knihy EISENHARTOVY [25]
nebo RASEVSKEHO [26].
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KOSMOLOGICKY PRINCIP

JiZ od doby Newtonovy se predpokladalo, Ze hmota ve vesmiru (pozorovana
v dostate¢né velkém mé&fitku), je rozloZena rovnomérné a izotropné po celém kos-
mickém prostoru. Této hypotézy uZil i Einstein ve své prvni kosmologické praci [5],
i kdyZ astronomicka méfeni poskytovala pro ni tehdy jen malou podporu.

Nejzavaznéj§i dikaz pro rovnomérné a izotropni rozloZeni hmoty ve vesmiru
vyplynul z Hubbleova objevu [11] o rudém posuvu spektralnich ¢ar svétla vysilaného
vzdalenymi galaxiemi. Z Hubbleova zakona

(1.1 r = Hr,

v némZ te€kou oznacujeme derivaci podle ¢asu a H = H(t) tzv. Hubblelv parametr
(dfive astéji zvany Hubbleova ,,konstanta‘), a z pozorovaného poétu galaxii o dané
velikosti rudého posuvu miiZeme usuzovat, do jaké miry je rozloZeni hmoty ve vesmi-
ru homogenni a izotropni. VeSkera pozorovani v oblasti viditelného svétla i radio-
astronomicka, i v té&ch nejvzdalengj§ich oblastech vesmiru dosazitelnych dne$nimi
pristroji, jsou empirickymi diikkazy ve prospéch kosmologického principu (v uz§im
slova smyslu):

Nehledime-li k lokalnim nerovnomérnostem v rozloZeni hmoty, vesmir se jevi
kaZzdému pozorovateli nachazejicimu se relativné ke svému okoli v klidu na kterémko-
liv misté ve stejném Casovém okamZiku stejné.

Z rozboru pozorovaného radialniho pohybu galaxii [10] ukézal jiZ v r. 1923 WEYL
[27], Ze je moZno do kosmologie zavést univerzalni kosmicky &as, definovany jako
vlastni ¢as pozorovatele, jenZ se na libovolném misté ziéastiiuje tohoto vieobecného
pohybu (plisobiciho jako synchronizujici ¢initel pro méfeni kosmického Casu).

Myslenkovymi experimenty, pfi nichZ uZival jen hodin méficich kosmicky cas,
theodolitii a svételnych signal, dokazal Robertson [13] na zakladé téch nejjedno-
dusSich poznatkl pozemské fyziky za pomoci Helmholtzova-Lieova teorému z teorie
spojitych grup transformaci, Ze kaZdy prostorodas spliiujici kosmologicky princip
vede nutné k Riemannové metrice s prostorové konstantni kfivosti, vykazujici tyto
dvé zavaZné vlastnosti: (a) Svétocara kaZzdého fundamentalniho pozorovatele (tj.
takového, jenZ se nachazi v klidu ke svému okoli) je geodeticka linie této metriky
a jeho vlastni ¢as je univerzalnim kosmickym éasem. (b) Svétocara kazdého svételného
signalu je geodeticka nulova linie této metriky.

Podobnymi ryze kinematickymi uvahami za pouZiti teorie grup dospél nezavisle
k témuZ vysledku i Walker [14].

Je velmi dileZité mit na paméti, Ze Riemannova geometrie byla takto zavedena do
kosmologie jako disledek kosmologického principu a nejelementarnéjSich poznatkt
pozemské fyziky, avSak bez jakéhokoliv odvolani na obecnou teorii relativity. Za-
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piSeme-li pfisluSnou metriku ve tvaru

2
(12) ds* = — [+ kriaGI} (f(l?/z 7;’)62)2 (dr? + r*dQ?) + c*de?,
, r?/aG2
kde
(1.3) dQ? = d9¥? + sin? 9 dg?

a ¢ oznaduje rychlost svétla, pak geodeticka linie kazdého fundamentdlniho pozoro-
vatele je uréena rovnicemi

(1.4) r = konst., 9 = konst.,, ¢ = konst. ,

a jeho Casova soufadnice t je totoZnd s jeho vlastnim Casem, a tim tedy podle definice
i s kosmickym Casem. Vzddlenost /; mé&fend tuhymi tyemi v okamZiku T; mezi
dvéma fundamentdlnimi pozorovateli, z nichZ jeden nechf se pro zjednoduseni vypoétu
nachdzi v po&itku (r, = 0) a druhy md radidlni soufadnici r,, je ddna vztahem
plynoucim z metriky (1.2)

(1.5) I, = (G(T,)/GO)J. (1 + kr?[4G3)~'dr.

0
Vidime, Ze v dusledku expanze (pfipadn& kontrakce) vesmiru je tato vzddlenost
zavisld na ¢ase. Rychlost tohoto pohybu zjistime derivovdnim podle ¢ a jednoduchou
upravou, jejimZ vysledkem je vztah

(1.6) l, = HI,,
kde
(1.7) H = G|G

je Hubbletv parametr. Rovnice (1.6) je, jak patrno, totoznd s Hubbleovym empiric-
kym zdkonem (1.2).

Vzhledem k tomu, Ze Riemannova geometrie pripousti libovolné transformace
soufadnic, miZeme se stejnym opravn&nim misto metriky (1.2) uZivat metriky

(1.8) ds? = —(G(1)[Go)* {(1 — kF?[G3)™ ' dF* + 2 dQ*} + c*di?,
k niZ dospivdme z (1.2) transformaci soufadnice r
(1.9) F=r/(1 + kr*4G3).

Dal3i transformaci soufadnice 7

(1.10a) F=Ggysiny, (k= +1),
(1.10b) F=Goy (k=0),
(1.10c) F = Gysinhy, (k = —1),
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je moZno ptevést metriku (1.8) do tvaru

(1.11a) ds? = —G*(f) (dy® + sin? x dQ?) + c2dt? (k = +1),
(1.11b) ds* = —G¥(r) (dy* + x2dQ?) + 2 dt?, (k = 0),
(1.11c) ds?> = —G?*(t) (dy? + sinh? x dQ?) + c*de?, (k = —1).

Ryze kinematické uvahy, z nichZ vychdzeli Robertson i Walker, nejsou s to, ur&it
v metrice (1.2), resp. (1.8), (1.11a, b, c) hodnotu konstanty k, jeZz miize nabyvat
hodnot +1, 0, —1 podle toho, zda prostor je kladn&, nulové ¢i zdporné zakfiven,
a funkci G(t) popisujici zakFiveni prostoru (G(f) je polomé&r zakfiveni prostoru,
konstanta G, byla zavedena z dimenziondlnich diivodii). Zdkladnim ukolem kosmo-
logie je urcit vztah mezi témito obéma veliCinami a fyzikdlnimi zdkony pole, v némz se
zkuSebni kosmickd téliska (tj. seskupeni galaxii) pohybuji.

Ve ,steady-state theory Bondi a Gold [15] pfedpoklddaji, Ze zdkony fyziky ne-
sméji zdviset na vyvojovém stadiu vesmiru; tomu je podle nich moZno nejsndze vyho-
vét, bude-li vesmir trvale v ustdleném stavu. Proto povaZovali za nutné nahradit
kosmologicky princip v uZ§im slova smyslu tzv. dokonalym kosmologickym princi-
pem:

Nehledime-li k lokdlnim nerovnomérnostem v rozloZzeni hmoty, vesmir se jevi
kazdému pozorovateli nachdzejicimu se relativné ke svému okoli v klidu na kterém-
koliv misté a v kterémkoliv &asovém okamzZiku stejné.

ProtoZz se nd§ vesmir rozpind, mtiZe byt dokonaly kosmologicky princip uveden
ve shodu s empirickymi daty jen tehdy, kdyZ v metrice (1.2) poloZime

(1.12) k =0, G(t)/G, = exp Ht, H = konst.

Ve ,steady-state theory* je tedy dokonaly kosmologicky princip, matematicky
vyjddfeny metrikou (1.2) spolu s (1.12) prvnim pfirodnim zdkonem. Zdkladnim
ukolem kosmologie je uréit fyzikdlni pole, jeZ tomuto principu vyhovuje. O vyfeseni
tohoto dkolu se pokusil Hoyle [16] a McCrea [17].

ROVNICE POLE

Poznali jsme, Ze pfi kosmologickych tivahdch je tfeba vychdzet z riemannovské
geometrie, jeZ s sebou nese i poZadavek obecné kovariance hledanych rovnic pole.
Ze zkuSenosti vime, Ze rozhodujici silou v chovdni vesmiru je sila gravitaéni. Einstein
piesvédgivé ukdzal (viz napt. [9]), Zz z rovnomocnosti hmoty tihové a setrvagné
vyplyva princip ekvivalence, podle néhoZ nelze rozlisit, zda gravitaéni u€inky plso-
bici na méFici pfistroje jsou vyvoldvany gravitaénim polem ¢&i zrychlenim té&chto
pfistrojii. Z toho pak ddle vyplynulo, Ze 10 sloZ:k metrického tenzoru je ticba zto-
toZnit s gravitaénimi potencidly. Rovnice pole je potom moZno jednoznaéné odvodit
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z t&hto tfi poZadavkd ([9]; pfi prvnim odvozeni rovnic pole postupoval Einstein
pong&kud odlisn& [28, 29]):

(1) Rovnice pole nesmi obsahovat vy33i derivace g,,, neZ druhé.
(2) Musi byt linedrni a homogenni v t&chto druhych derivacich.
(3) Jejich divergence musi vymizet identicky.

Prvni dv& podminky jsou pfevzaty z Poissonovy rovnice newtonovské teorie gravi-
tace.

Z riemannovské geometrie je zndmo [25, 26], Ze danou metriku je moZno prevést
vhodnou transformaci soufadnic do Minkowskiho tvaru jen tehdy, kdyZz vymizi
Riemannuv-Christoffelliiv tenzor kfivosti étvrtého stupné

(2.1) R:, =0.

Pritomnost gravitaéniho pole se musi projevit v nemoznosti pfevést danou metriku
do Minkowskiho tvaru. Proto musi gravitaéni pole né&jak souviset s Riemannovym-
Christoffelovym tenzorem kfivosti étvrtého stupné. Matematicky lze dokdzat, Ze
viechny diferencidlni tenzory, jeZ lze algebraicky (tj. bez derivovdni) vytvofit z Rie-
mannova-Christoffelova tenzoru, musi mit tvar

(22) R,, + aRg,, .

kde

(23) R, = Rl R=Ryug™.

Podminku (3) Ize splnit, jen kdyZ ve vyrazu (2.2) konstanta a = —}. Viem tfem

podminkdm bude vyhovéno, jestliZe k vyrazu (2.2) pfipojime je§té &len Ag,, a tento
novy vyraz povaZujeme za umérny tenzoru hmoty 7,,. Tak dostdvaji rovnice pole
obecné relativity tvar

(24) Ruv - %Rguv + lg,” = —‘(875')7/(32) T‘", ,

v némz y oznacuje Newtonovu gravitaéni konstantu. ZiZeny Riemanhtv-Christoffe-
ltv tenzor R,,, zvany téZ tenzor Ricciho, je ddn formuli

0 0
(2.5) R,=-—)%4 al _Jel AL el AL
0x, (uv ox, (uo uwv) |af uBy lav
v niz Christoffelovy symboly druhého druhu uréuje vztah
(2.6) Lo Jol oL e (% | %ov _ 0u)
uy vu 2 ox, ox,  0x,

Kontravariantni sloZky g** metrického tenzoru jsou ddny systémem rovnic

(27) 99,y = 5,; s
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pfi¢emz &% jsou slozky Kroneckerova smiSeného tenzoru

514:{1’ (= 0),

‘ 0, (u + 0).

Poznamenejme jeSté, Ze Einstein pfipojil kosmologicky Clen Ag,, do rovnic pole
(2.4) teprve ve své prvni kosmologické prdci [5]. Pozdgji se ho zfekl [9], protoZe,
Jjak sdm pravi, jeho zavedeni vdZn€ sniZuje logickou jednoduchost celé teorie a bylo
ospravedInéno jen obtiZemi, které vznikly v jeho prvni kosmologické prdci ze zavedeni
konetné nenulové priimérné hustoty hmoty do tenzoru T,, a ze souCasného pted-
pokladu o statiénosti vesmiru. Kdyby v oné dob& byl uZ zndm Hubbletv zékon (1.1),
nikdy by k zavedeni kosmologického ¢lenu do rovnic pole nebylo doslo.

Z Riemannovy geometrie je zndmo, Ze divergence levé strany rovnice (2.4) iden-
ticky vymizi (ve shod& s podminkou (3)). V disledku toho musi i na pravé strang
vymizet divergence tenzoru T,,:

(2.8) T, =0

Stfednik zde oznacuje kovariantni Riemannovu derivaci.

RELATIVISTICKA KOSMOLOGIE

Jak patrno z rovnice (1.2), pouze &tyfi slozky metrického tenzoru jsou v této metrice
od nuly odli§né:

= — (G(1)[Go)? dis = — (6([Go)* .
1 (1 + kr?/4G2)*’ 22 (1 + kr2f4G2)?

G(1)[G,)? .
gz = — 6(—4—_(](2‘/2—/4‘-))5(2)?"2 81n2-9, Jaa

(3.1)

]
o

Kontravariantni slozky uréené systémem rovnic (2.7) maji v daném pt¥ipadu obzvldst
jednoduchy tvar

(3.2) g“ =1lg,,, (p=v).

Dosadime-li tyto veli¢iny (3.1) a (3.2) do (2.6), sezndme, Ze pouze ndsledujici
Riemannovy-Christoffelovy symboly druhého druhu jsou od nuly odli¥né:

(33) {1‘1} — _(kr|G2)[(1 + kr?/4G2),

{212} — K1 - kr24GR)/(1 + kr/4G2),
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Tyto symboly dosadime nyni do rovnice (2.5), vypodteme podle (2.3) skaldr R
a spoleéné dosadime do rovnic pole. Ty budou mit v daném ptipadé obzvldst jedno-
duchy tvar, pfejdeme-li od kovariantnich sloZek ke smiSenym

(3.4) R — 1RS) + A0, = —(8my[c®) T, .

Piedpokldddme-li, Ze hmota je tvofena ,,kosmickym prachem‘ bez vnitfniho tlaku,
pak v soufadnicové soustavé, v niZ podle (1.4) je hmota trvale v klidu,

(3.5 T =¢, ostatniT, =0.

¢ oznacuje hustotu hmoty.
Z deseti rovnic pole (3.4) pouze &tyfi se lisi od nuly. Z nich t¥i, prop = v = 1,2, 3,
jsou totoZné

(3.6) (2G/c*G) + (G[cG)? + (k[G*) — A =0,
Pro &tvrtou slozku (u = v = 4) plati rovnice
(3.7) 3(G[cG)* + (3k/G*) — A = (8ny/c?) e .
Objem vesmiru méfeny tuhymi tyéemi je v riemannovské geometrii ddn vyrazem

(3-8) V= [f]|detg;|""* dx, dx,dx;s, (i,j=12,3).
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Integrovdni je nejsnaZsi, dosadime-li sem metriku (1.11a b, c). V pfipadé nulového
(k = 0) nebo zdporného (k = —1) zakfiveni prostoru je horni hranice prom&nné
x, = x nekone¢no a dolni nula, takZe objem vesmiru je v obou téchto pfipadech
nekonedny. Naproti tomu pfi kladném zakfiveni prostoru (k = +1) mdme

T PR (2T
(3.9) V= f f j |G(#)|? sin? x sin 9 dy d9 de = 27 |G(7)|* .
0J 0J O

PrestoZe objem celého vesmiru je kone€ny, neni zde Zddného okraje (ﬁkzime, Ze
prostor je neomezeny). Zddny bod tohoto sférického prostoru nemd pfednostni
postaveni pfed druhymi — neni zde Zddného stfedu.

Jak plyne z transforma&nich formuli (1.10a), (1.9), bylo by tfeba jako horni mez
prom&nné x, poloZit v metrice (1.8) hodnotu G, a v metrice (1.2) hodnotu 2G,
a objem vypogteny podle formule (3.8) vzit pak dvojndsobné. Kdybychom vypod&teny
objem nezdvojndsobili, znamenalo by to poloZit ve formuli (3.9) pfi pouZiti metriky
(1.112) horni mez proménné y rovnu /2. Tento prostor se nazyvé elipticky, nebot
dva protilehlé body sférického prostoru jsou v ném povazovany za projektivni zobra-
zeni jednoho a téhoZ fyzikdlniho bodu (podrobnosti viz [ 10] § 68 nebo [30]).

Za pfedpokladu, Ze kosmologickd konstanta je rovna nule, odvodime z rovnice
(3.7) a (3.6) dva duleZité vztahy. Polomé&r zakfiveni prostoru je ddn rovnici

(3.10) k|G} = (8ny[3c?) o1 — (Hife)

v niZ index ,,1* oznaduje okamZité hodnoty pfislusnych veli¢in v libovolné zvoleném
okamZiku ¢t = T;. O tom, zda prostor je kladn&, nulov® & zdporn& zakfiven (k =
= +1, 0, —1), rozhoduje, jak patrno z (3.10), prim&rnd hustota hmoty a velikost
Hubbleova parametru H, jiZ moZno urit astrofyzikdlnimi méfenimi.

Tato méfeni uddvaji téZ &iselnou hodnotu dalsi veli¢iny zvané ,,deceleraéni para-
metr* a definované vyrazem

(3.11) q = —G|GH?.
Z rovnic (3.6) a (3.7) dostdvdme zdvaZnou relaci
(3.12) aiH} = (4n)3)ve: ,

kterd spojuje tii nezdvisle méfitelné veliCiny ¢, H{, q;-
Podle toho, jakych hodnot nabyvaji veli¢iny g, k, 4, rozezndvdme ruzné modely
vesmiru.

MODEL EINSTEINUV
Einstein [5] si jasn& uv&domil, Ze viechny obtiZe spojené s uréenim okrajovych

podminek pfi kosmologickych tivahdch odpadnou, jestlize pfedpokldddme prosto-
rové konecny, ale neomezeny vesmir. Podobné jako Newton také Einstein vSak jesté

356



povazZoval nd§ vesmir za staticky. Aby dostal feseni rovnic pole vyhovujici t€émto
dv&ma predpokladim, byl nucen na jejich levou stranu pfipojit kosmologicky ¢len
24, ktery se v pivodn& odvozenych rovnicich [28, 29] jest& nevyskytoval.

Abychom dostali rovnice pole popisujici chovdni Einsteinova modelu, postadi
dosadit do obecng platnych rovnic (3.6) a (3.7)

(4.1) k = +1, G(t) = G, = konst,,
¢imzZ ony dvé rovnice pfechdzeji do tvaru
(1/G3) — 1 =0,
(3/G3) — 4 = (8nv/c?) 0o .
Odtud snadno vypocteme formuli
4.2) Gy = A2,

uréujici vztah mezi polomérem zakfiveni prostoru a kosmologickou konstantou,
a rovnici

(4°3) Qo = 62'1/4”)’ >

uddvajici zdvislost mezi primérnou hustotou hmoty a kosmologickou konstantou.
Objem Einsteinova vesmiru, dany formuli (3.9), je konedny a vzhledem k (4.1)
konstantni:

(4.4) V = 272G3.

Celkovd hmota Einsteinova vesmiru je rovnéZ kone¢nd. Dostaneme ji vyndsobe-
nim rovnic (4.3), (4.4) pfi sou¢asném poufZiti formule (4.2):

(4.5 M = gV = (nc?[2y) Gy = (nc?[2y) A~ 1/2

Einstein se domnival, Ze feSeni rovnic pole (2.4), resp. (3.4) s kosmologickym
Clenem a s homogennim a izotropnim rozloZenim hmoty existuje jen tehdy, kdyz
hustota hmoty je od nuly odli§nd, a Ze tedy jeho model vesmiru je jedinym, jenZ vy-
plyvd z obecné teorie relativity.

MODEL DE SITTERUV
Kridtce po Einsteinov& prdci [5] dokdzal de Sitter [31], Ze existuje netrividlni feSeni

rovnic pole (3.4) i v tom ptipadg, kdyZ tenzor T, zcela vymizi. Je moZno je vyjddfit
téZ metrikou (1.2). Dosadime-li tentokrdt do rovnic (3.6) a (3.7)

(5.1) 0=0, 2%0,
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vypocteme

cosh +1 <
(52)  G(1)/Go = Jexp t[ct (A3)'2], k={ O}, kdyzH{="1c(/3)!2.
sinh -1 >

Jestlize k = +1, je objem de Sitterova vesmiru podle rovnice (3.9), konegny, ale
zavisly na &ase

(5.3) V = 272G} cosh® [t (1/3)'/2] .

Jestlize k = 0, — 1, vesmir téZ expanduje, ale jeho objem je nekoneény.

Zpravidla byvd de Sitterliv vesmir povaZovdn za zcela prdzdny, bez sebe mensi
stopy hmoty. Interpretujeme-li v§ak kosmologickou konstantu A, jeZ md rozmér
(délka)~2, jako hustotu hmoty (u = v = 4), resp. jako negativni tlak (p =v =
= 1, 2, 3), méfené v geometrickém systému jednotek, v némZ ¢ = y = 1, [32], pak
i tento model je — ve shod& s relativistickou formulaci Machova principu [32] —
zaplnén hmotou o prostorové i Casové konstantni hustoté a v pfipadé nulového
zakfiveni prostoru (k = 0) je identicky se ,,steady-stete universe*.

Poznamenejme, Ze metriku de Sitterova vesmiru lze transformovat do zddnlivé
statického tvaru, v némzZ ji piivodn& odvodil de Sitter ([31], viz téZ [10] § 68 nebo

[30]).
FRIEDMANOVY MODELY

Friedman prvni [6] vySetfoval kosmologickd FeSeni rovnic pole obecné relativity
pro piipad, Ze kosmologickd konstanta nabyvd libovolnych redlnych hodnot véetné
nuly. VSechna jeho feSeni jsou nestaticka.

Jestlize A = 0, pak kompatibilita rovnic (3.6) a (3.7) vyZaduje, aby

6.1) ¢ = .[G\[G(OT
Zde g, oznaduje hustotu hmoty v libovolném okamZiku T, v némz G(T;) = G,.
Dosadime-li funkci (6.1) do (3.7), obdrZime integraci
(6.22) 1 = {3G,[8m70,G3}"/2 {Gy arc sin (G/Go)'/? — G'/%(G, — G)'/2}

(k = +1),
(6.2b) t = #{3G*[8my0,G3}'?, (k =0),

(6.2¢) t = {3GO/8nyglG?}”2 {G'*(Gy, + G)'/? — Arsinh (G/Gy)'"?},
(k= -1).
Konstanta G, je ddna obecné platnym vyrazem

(6.3) G, = (8ny/3¢®) 0,Gj .

U vsech tfi modeldt dochdzi v okamziku ¢t = 0 k singuldrnimu stavu, kdy polomér
zak¥iveni prostoru je roven nule. Fyzikdlni povahou tohoto singuldrniho stavu se
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budeme zabyvat niZe. Jakmile ¢t > 0, za¢ne se u v$ech tfi modeld prostor rozpinat.
Pro k =< 0 pokraduje tato expanze aZ do nekoneéna, zatimco pro k = +1 je funkce
G(t) geometricky reprezentovdna cykloidou. Maximdlni polom&r zakfiveni je pak
totozny s konstantou G, danou rovnici (6.3). Tohoto stavu se dosdhne v okamZiku

(6.4) T, = (n/2) (Go[c) = (4n%y[3c?) 0,G3 .

Potom, pro t > T,, dochdzi op&t ke kontrakci vesmiru, az v okamZiku t = 2T,
vesmir pfichdzi do daliho singuldrniho stavu.

Objem a celkovd hmota modelit s nulovym nebo zdpornym zak¥ivenim prostoru
(k < 0) jsou nekone&né. Pi kladném zakfiveni (k = +1) je objem vZdy kone&ny,
o velikosti dané rovnici (3.9). Celkovd hmota je, jak je patrno z rovnic (6.1) a (3.9),
Casov€ neménnd:

(6.5) M = 2n*Gjp, .

Polomér zakfiveni G, a konstanta k jsou ddny podle rovnic (3.10) a (3.12) &iselnou
velikosti hustoty ¢,, Hubbleova parametru H, a deceleraéniho parametru q;.

Dobu od poédtku expanze aZz do dne$ni doby, kdy G = G;, jsme oznalili T;.
V modelu s nulovym zakfivenim prostoru (k = 0) je tato veli¢ina uréovdna rovnici
(6.2b), do niZ dosadime z rovnice (3.10). Tak obdrZime jednoduchou podminku

(6.6) T,H, = %.

D4 se snadno dokdzat, Ze prostor je kladné zakfiven, jestlize 0 < T H,; < %. JestliZe
viak ¢ < T\H, < 1, je prostor zakfiven zdporn&€. Dne$ni méfeni neuddvaji Ciselné
hodnoty T; a H, s dostate¢né velkou presnosti, abychom mohli podle tohoto jedno-
duchého kritéria rozhodnout o koneénosti nebo nekoneénosti vesmiru.

Friedman [6] vySetfoval i chovdni modeld, v nichZ A + 0. Vzhledem k tomu, Ze
dnes sotva 1ze ospravedlnit zavedeni kosmologického ¢lenu do rovnic pole, nebudeme
tyto modely, pfi nichZ integrace rovnic (3.7) vede na eliptické integrdly, zde disku-
tovat. Podrobnou jejich diskusi najdeme napf. v monografiich [22, 23].

»STEADY-STATE UNIVERSE*

Jestlize ma byt vesmir i ¢asové neménny, pfestoZe se rozpind, musi v ném stdle
vznikat hmota z ni&eho (nejde tu o pfemé&nu jedné formy hmoty v jinou, jak se s nim
setkdvdme v kvantové fyzice). Na prvni pohled se zdd byt tato hypotéza zcela absurd-
ni, musime si v§ak uvédomit, Ze zdkon o zachovdni hmoty a energie, empiricky ové-
feny v pozemské fyzice s nejvyssi dosaZitelnou pifesnosti, byl za exaktni pfirodni
zakon prohldsen, nikoliv dokdzdn. Nadto je dnes zndmo, Ze zdkony zachovdni vizce
souvisi se symetriemi prostorocasu.

Hoyle [16] matematicky zpracoval ,,steady state theory*, poprvé formulovanou
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Bondim a Goldem ([15], viz téZ [22]) tak, Ze do rovnic pole obecné relativity zaved]
misto kosmologického €lenu Ag,, novy tenzor C,, popisujici tvofeni hmoty z niceho
pti expanzi prostoru. Jeho rovnice pole zni

(7.1) R,, — 3Rg,, + C,, = —(8ny/c*) T,,, .

Tenzor C,, odvozeny Hoylem [15, 22, 24] ovliviiuje expanzi tak, Ze v metrice
(1.2) je k a G(t) urEovdno relacemi (1.12).

McCrea [17] ukdzal, Ze neni tfeba do rovnic pole zavddét novy tenzor C,,, nybrz
Ze postali pozménit fyzikdlni interpretaci tenzoru T,,, v rovnicich pole (2.4) bez kosmo-
logického €&lenu (A = 0). Vakuum md tedy podle McCrea jisté nenulové vlastnosti
(analogicky k vakuu kvantové teorie poli) [33], jeZ jsou pFi¢inou trvalého vznikdni
hmoty pfi expanzi prostoru.

Posledni astrofyzikdlni i radioastronomickd pozorovdni svéd¢i vsak o tom, Ze
hustota hmoty byla v minulych stadiich kosmického vyvoje vy$si neZ dnes, takZe po
Bondim, ktery jiZ deset let se touto teorii nezabyvd, se ji zfekl i Hoyle [34].

OSCILUJICI MODELY VESMIRU

V poslednich letech ziskdvd stdle vét§iho souhlasu domnénka, Ze nd§ vesmir je
prostorové konecny a oscilujici. Friedmaniv koneény model sice téZ osciluje mezi
dvéma objemy, av§ak dolni objem je nulovy, éimZ v tomto okamzZiku dochdzi k sin-
guldrnimu stavu s nekone&nou hustotou hmoty (g —o0) a s nekone&nou hodnotou
a nespojitosti prvni derivace poloméru zakfiveni prostoru podle ¢asu (G - o).

Hoyle a Narlikar ve své nové teorii gravitace [35] vypracovali novy model vesmiru,
v n&mzZ vesmir osciluje mezi dvéma konenymi a nenulovymi objemy [36]. Vzhledem
k presvéddivym argumentiim odmitavé kritiky celé této nové teorie gravitace [37]
sotva mizeme soudit, Ze jejich novy model odpovidd skute¢nému vesmiru.

Misto abychom do rovnic pole zavddéli tenzor C,,, popisujici nové hypotetické
pole nikterak nesouvisejici s hmotou nachdzejici se soucasné ve vesmiru, dostaneme
oscilujici model vesmiru (k = +1) ménici sviij objem podle naprosto stejné funkce
G(?), jestlize pfipustime existenci negativniho, prostorové homogenniho tlaku nepfi-
mo Umé&rného &tvrté mocning poloméru zakfiveni [38]:

(8.1) —ple2 =T =T3=T;=aG™*.

Ze zndmé podminky (2.8) vyplyvd, Ze posledni nenulovd sloZka tenzoru T, musi
zdviset na G podle funkce

8.2 T? = bG™3 — 3aG™*,
(8.2)

v niZ b je integragni konstanta. Dosadime-li rovnice (8.1) a (8.2) spolu s metrikou
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(1.2) do rovnic pole (3.4), v nichZ poloZime 1 = 0, dostdvdme integraci
(8.3) ct = (Gy + G,)arcsin {(G — G,)/(G, — G,)}'/* -
—{(G - Gu)(Go = Gu)}'"*.

G,, je minimdlni polom&r zak¥iveni. Geometricky pfedstavuje funkce (8.3) zkrdcenou
cykloidu.

BliZ§i rozbor tohoto modelu ukdzal, Ze negativni tlak, tj. pfitaZlivé sily mezi
elementdrnimi ¢dsticemi v blizkosti nejvyssi kontrakce vesmiru by musely byt prili§
vysoké, neZ kolik bychom mohli fyzikdiné pfipustit. Ani soucasnym zavedenim klad-
ného tlaku se tato nepfizniva situace nezlepsi, takZe ani tento model nelze povazovat

za pfiméfeny popis chovdni naSeho vesmiru.

O POVAZE SINGULARIT V RELATIVISTICKYCH MODELECH VESMIiRU

Existence singuldrniho stavu ve vSech tfech Friedmanovych modelech se zddla byt
zdvaznym svédectvim proti pfedpokladu, Ze by tyto modely mohly v prvnim p¥ibliZeni
opravdu popisovat chovdni naSeho vesmiru. Shrneme zde krdtce vysledky neddvné
autorovy préce [39], v niZ bylo ukdzdno, Ze tato pfekdZka je jen zddnlivd.

Piedstava, Ze by veskerda hmota vesmiru se mohla stdhnout do jediného matematic-
kého bodu, se zdd byt absurdni. Z elementdrni kinetické teorie plyn je vS§ak zndmo,
Ze idedlni plyn nabyvd pfi absolutni teplot& nulového objemu, protoZe jeho molekuly
jsou predstavovdny bezrozmérnymi hmotnymi body. Analogicky musime povaZovat
i partikule ,,kosmického prachu* za bezrozmérné hmotné body, nebof jen tak miiZze
byt jejich vnitfni tlak nulovy. Proto je zcela pochopitelné, Ze se veSkerd hmota vesmi-
ru, tvofend bezrozmérnymi hmotnymi body, stdhne bez jakychkoliv obtiZi az k nule.

Nespojitost prvni derivace G v singuldrnim bodé¢ je fyzikdlng& spojena s nespojitou
zménou rychlosti ¢dstic hmoty, které se stahuji s nejvyssi rychlosti do jediného bodu,
ve stejn& velikou rychlost opa&ného sméru. Z vyrazu (3.8) a z definice hustoty hmoty
vsak plyne, Ze okamzitd hustota hmoty ve vesmiru je nepfimo imérnd tfeti mocniné
absolutni hodnoty |G(t)|. MiZeme tedy pfipustit, a to v plné shodg s relacemi rie-
mannovské geometrie, Ze funkce G(t) nabyvd nejen kladnych, ale i zdpornych hodnot.
V singuldrnim bod& potom ziistdvd prvni derivace G — a tim i rychlost &dstic hmoty —
spojitd. Z rovnic (3.6) a (3.7), v nichZ 4 = 0, potom plyne, Ze funkce G(t) se pro
k = +1 popisuje v parametrickém tvaru rovnicemi

(9-1a) ct|Gy = & — cos Esin €,
(9.1b) G/Gy = (1 — cos? ¢)/2sin &.

Z exaktnich kulove symetrickych feSeni rovnic pole (2.4) s 1 = 0, jeZ odvodil DATT
[40] a neddvno klasifikoval autor [41], vyplynulo, Ze nutnou a dostadujici podmin-
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kou pro periodickou kontrakci vesmiru az do nulového objemu je rovnomérné
a izotropni rozdéleni hmoty po celém kosmickém prostoru. Jakmile toto rozdéleni
nahradime kulové symetrickym, objem vesmiru nikdy nemize periodicky klesat aZ
k nule [39]. I pfi tomto rozd&leni hmoty viak stoupd jeji hustota ve stfedu symetrie
v urcitych okamzZicich aZ do nekonecna. D4 se oéekdvat, Ze pfi naprosté nesymetrié-
nosti v rozdéleni hmoty, jak ji pozorujeme v nasem vesmiru, nedojde v dasledku silné
gravitaéni interakce ve stavu nejvyssi kontrakce vesmiru ani k vyskytu téchto singu-
larit v hustot& hmoty. Zdvérem lze tedy fici, (1) Ze Friedmanovy modely se sice dobfe
hodi k popisu dnesniho chovdni vesmiru, nemizeme jich v§ak uZit pro popis chovani
vesmiru ve stadiu jeho nejvy$§i kontrakce, a (2) Ze nikterak neni nutno ani modi-
fikovat rovnice pole obecné relativity, ani v nich pfipoustét existenci vysokého zd-
porného tlaku, abychom dostali oscilujici model kone€ného vesmiru s fyzikdln& zcela
pfijatelnym chovdnim.

EMPIRICKA DATA

Do jaké miry popisuji naSe modely chovani skuteéného vesmiru, miZeme zjistit
na podkladg &iselnych udaji o ndsledujicich &tyfech veli¢indch [42]:

(1) Hubbledv parametr H = (50 az 100) km/sec. mpc = (1,5 az 3,0).107'®
sec™!, Eemuz odpovidd 1/H = (20 aZ 10). 10° rokd.

(2) Deceleragni parametr leZi v intervalu 0 < q < 3,0. Podle poslednich udaji
spise vSak platiq =~ 0,2 + 0,5.

(3) Stdfi nejstarsich hvézd (podle n&hoZz miZeme soudit na délku trvani nyn&jsi
expanze vesmiru) se odhaduje aZ na 20 . 10 roki, aviak tento udaj je velice nejisty.

(4) Pramé&rnd hustota viditelné hmoty ve vesmiru je podle odhadu 1073! glem?.
K této hodnoté nutno pficist jednak znaéné mnoZstvi temné hmoty, takZe celkovd
hustota pravdépodobn& dosahuje fddu 10~2° g/cm?, jednak nelze ani vylougit, Ze
celkové mnozZstvi dal$i hmoty ve formé neutrin a antineutrin miZe dosahovat fadové
aZ téze velikosti 1072° gfcm? [43].

VloZime-li tyto hodnoty, ziskané odliSnymi a na sob€ nezdvislymi metodami méfeni
do rovnice (3.12), shleddme velice uspokojivou shodu, coZ sv&d¢i o tom, Ze rela-
tivistickd kosmologie dobfe vystihuje chovdni skuteéného vesmiru a soucasné i ne-
nasilné€ vysvétluje i vSechny tfi paradoxy newtonovské kosmologie.

Dalsi empirické idaje o chovéni naseho vesmiru najdeme v &ldnku [34].

Literatura

[11 M. OLBERrs: Bode’s Jahrbuch, 1826.

[2] R. Crausius: Pogg. Annalen 125, 400 (1865).

[3] C. NEumanN: Abh. Kgl. sichs. Ges. Wiss. zu Leipzig 26, 97 (1874).
[4] H. v. SEELIGER: Astron. Nachr. 137, 129 (1895).

[51 A. EnsTEIN: S.-B. Preus. Akad. Wiss., 142 (1917).

[6] A. FriEDMAN: ZfPhysik 10, 377 (1922).

362



[7] A. EinstTEIN: ZfPhysik 1/, 326 (1922).

[8) A. EInsTEIN: ZfPhysik 2/, 228 (1923).

[9]1 A. EInsTEIN: The Meaning of Relativity (2-nd edition, Princeton, 1945). Appendix for the
Second Edition.

[10] A. S. EppINGTON: Mathematical Theory of Relativity (2-nd edition, Cambridge, 1923),
str. 162.

[11] E. P. HussBLE: Proc. Nat. Acad. Sci. USA 15, 168 (1929).

[12] W. H. McCRrEa, E. A. MILNE: Quat. J. Math. (Oxford Ser.) 5, 73 (1934).

[13] H. P. ROBERTSON: Astrophys. J. 82, 284 (1935); 83, 187, 257 (1936).

[14] A. G. WALKER: Proc. London Math. Soc. 42, 90 (1936).

[15] H. Bonpi, T. GoLp: Monthly Not. Roy. Astron. Soc. /08, 252 (1948).

[16] F. HoyLE: Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 108, 372 (1948); 109, 365 (1949); 120, 256 (1960).

[17] W. H. McCrEa: Proc. Roy. Soc. (London) 4 206, 562 (1951).

[18] E. A. MiLNE: Relativity, Gravitation and World Structure (Oxford, 1935). Kinematic
Relativity (Oxford, 1948).

[19] P. A. M. DIrAC: Nature 139, 323 (1937); Proc. Roy. Soc. (London) A4 165, 199 (1938).

[20] A. S. EppINGTON: Relativity Theory of Protons and Electrons (Cambridge, 1946). Funda-
mental Theory (Cambridge, 1946). N. B. Slater, The Development and Meaning of Edding-
ton’s Fundamental Theory (Cambridge, 1957).

[21] P. JorpAN: Die Herkunft der Sterne (Stuttgart, 1947). Nature 164, 637 (1949). Schwerkraft
und Weltall (Braunschweig, 1. Aufl. 1952, 2. Aufl. 1955).

[22] H. Bonbr: Cosmology (2-nd edition, Cambridge, 1960).

[23] H. VoGT: Aussergalaktische Sternsysteme und Struktur der Welt im Grossen (Leipzig,
1960).

241 J. PacHNER® Cs. Cas. Fys. A 15, 1 (1965).

[25] L. P. EiseNHART: Riemannian Geometry (Princeton, 1964).

[26] P. K. RASEVskn: Rimanova geometrija i tenzornyj analiz (Moskva, 1953).

[27] H. WEYL, Phys. Z. 24, 230 (1923).

[28] A. EINSTEIN: S.-B. Preus. Akad. Wiss. 844 (1915).

[29] A. EINSTEIN: Ann. d. Physik 49, 769 (1916).

[30] E. ScHRODINGER: Expanding Universes (Cambridge, 1956).

[31] W. de SiTTER: Amstr. Proc. 19, 121 (1917); 20, 229 (1917).

[32] J. PACHNER: Phys. Rev. 132, 1837 (1963).

[33] W. H. McCrea: Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 728, 335 (1964). Observatory 84, 231
(1964).

[34] F. HoyLE: Nature 208, 111 (1965).

[35] F. HovLE: J. V. NARLIKAR: Proc. Roy. Soc. (London), 4 277, 1 (1964); A 282, 178, 184, 191
(1964).

[36] F. HoYLE, J. V. NARLIKAR: Proc. Roy. Soc. (London) A 278, 465 (1964).

[37]1 S. DEskr, F. A. E. PIraNI: Proc. Roy. Soc. (London) A4 288, 133 (1965).

[38] J. PACHNER: Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 137, 173 (1965). Bull. Astron. Inst. Czechosl.
16, 321 (1965).

[39] J. PACHNER, Phys. Rev. 147, 910 (1966).

[40] B. DarT: ZfPhysik 108, 314 (1938).

[41] J. PACHNER: Bull. Astron. Inst. Czechosl. 17, 105 (1966).

[42] A. SANDAGE: Astrophys. J. 133, 355 (1961); 134, 916 (1961); 136,319 (1962). J. Soc. Indust.
Appl. Math. 70, 781 (1962).

[43] B. M. PoNTECORVO, J. A. SMoroDINskL: ZETF 41, 239 (1951).

J. A. SMORODINSKD: Sbornik Einstein i razvitije fiziko-matemati¢eskcj mysli (Moskva, 1962),
str. 110 nésl.

363



		webmaster@dml.cz
	2012-08-24T23:42:32+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




