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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROENIK X1 — ClsLO 6

PADESAT LET EINSTEINOVY TEORIE

Dne 20. bfezna 1966 uplynulo padesat let ode dne, kdy do redakce ¢asopisu Anna-
len der Physik dosla Einsteinova prace, v niZ byla v koneéné formé& formulovana obec-
nd teorie relativity. Jeho mySlenky byly rozvinuty v dnes jiZ nepfehledném mnoZstvi
praci a daly podnét k mnoha novym plodnym idejim. Einsteinova teorie dosud zda-
leka nevycerpala vSechny své zdroje dal§iho vyvoje a v blizké budoucnosti budeme
patrné svédky jejich novych uspéchil. Pfinasime tfi pfehledné pfednasky o struktufe
a aktualnich problémech Einsteinovy teorie, pfednesené na piirodovédecké fakulté
University J. E. Purkyné v Brné€ pfi prileZitosti padesatého vyroéi jejiho vzniku.

UVOD DO OBECNE TEORIE RELATIVITY (OTR)

JAN HoORsk Y, Brno

. GEOMETRIE A SPECIALN{ TEORIE RELATIVITY (STR)

Z4dné fyzikdIni m&feni ani #4dn4 fyzikdlni ivaha nemiiZe byt diikkladn& provedena
bez uZiti pojmu vztaZné soustavy (vztaZného systému). M&me napf. za ukol blize
popsat pohyb né&jakého télesa. Ponévadz totéz téleso se vzhledem k rdznym jinym
t€lesim pohybuje rizn&, mizeme pohyb stanovit vZdy jen k uritému jinému télesu-
télesu vztaZznému. Se vztaZnym t&lesem lze spojit n&jakou soufadnou soustavu a tak
mdme realizovdnu vztaZnou soustavu. Vzhledem k ni potom provddime méfeni
a matematicky formulujeme uvazovany fyzikdlni proces. Ze soufadnych systému se
obvykle uZivd ten nejjednodussi — systém kartézsky.

Transformace mezi dv€ma kartézskymi soustavami S a S’ v t¥irozmé&rném euklei-
dovském prostoru (majicimi spoledny po&dtek) je ddna vzorci [1]

X% = aaﬁxp s
1) A, = cos (x'%, x*), a,pa,, = 8p),deta,, = + 1.

V celém textu uZivejme vyhradné Einsteinovy sumadni symboliky, fecké indexy
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nabyvaji hodnot od jedné do tfi, indexy latinské abecedy hodnot 1 —4. Kazd4 vyjimka
bude vyznadena. Vektor Ize tedy definovat jako soubor t¥i veli¢in, které se ze soustavy
S do S’ transformuji podle vztaht

) P, = a,Py.

Vektor Ize povazovat za tenzor prvniho fddu, tenzorem n-t€ho fddu vzhledem k trans-
formaci (1) se rozumi soubor 3" veli¢in transformujicich se podle formuli

(3) T;;...C,. =a

asfy aanﬁnTpl---pn *

Kazdd fyzikdlni uddlost je pln& charakterizovdna &tyfmi &isly (r, f). V bodé r
a Case t nechf nastala uddlost prvd, v bodé r + dr a &ase t + dt uddlost druhd.
Obecné plati

4) ds? = dx? + dy? + dz? — c%d? £ 0,

(ds* = 0 plati tehdy, je-li prvou uddlosti vysldni svételného signdlu a druhou jeho
ptichod); vyraz pro ds se nazyvd intervalem mezi obéma uddlostmi. Lze totiZ ukdzat,
Ze ds je roven bud prostorové vzddlenosti, nebo asovému intervalu (aZ na faktor c)
mezi obéma uddlostmi, a to podle toho, zda ds? > 0, resp. ds?> < 0. Zavedenim
oznadeni x' = x, x? = y, x*> = z, x* = ict 1ze (4) pfepsat na tvar

(5) dS2 = Gik dxi dxk, Gik = 6”‘ .

Uvedeny vyraz lze chdpat jako vyraz pro {tverec vzddlenosti mezi dvéma body
Minkowského prostoru. Je-li ddn vyraz pro &étverec vzddlenosti mezi dvéma neko-
nedné blizkymi body fikdme, Ze je ddna metrika uvaZzovaného prostoru; metrika
specidlni teorie relativity je tedy (pseudo)eukleidovskd.

Specidlni Lorentzova transformace se obvykle pise takto

2\ —-1/2
X' =yx—u0t), y=y, 2=z t'=”(‘—?£z>’v=(1—v_2> ’
c c

snadno se oviem pfesvéd¢ime, Ze ji 1ze psdt ve tvaru

x"=oz,-,‘x",
kde
[, 0 o0 %]
[4
0 1 0 0
dl'k = 0 0 1 0 ’aikaim =6km‘

_ﬁ’y 0 0 g

(4
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Podobny zépis md i obecnd Lorentzova transformace [2] a srovndnim s (1) vidime, Ze
Lorentzovu transformaci lze interpretovat jako otoceni ¢tyf kartézskych soufadnych
os v Minkowského ¢tyfrozmérném prostoru. Analogicky ke vzorcim (2) a (3) se
zavddi i vektory a tenzory ve &tyfrozmérném prostoru (5).

Libovolny fyzikdIni zdkon necht je v inercidlni soustavé S’ popsdn ve tvaru rov-
nosti dvou tenzorl, napf. tenzorit druhého fddu

r__ ’
ik — ik >

tvar uvazovaného fyzikdlniho zdkona v inercidlni soustavé S ziskdme uZitim pfislus-
nych transformadnich vzorcid pro tenzor druhého fddu, odtud okamZité plyne

By = Ty

UvaZovany fyzikdlni zdkon ma tedy stejny tvar i v soustavé S; uvaZovany fyzikdIni
zdkon je tedy vuéi Lorentzové transformaci kovariantni. Konkrétnimi vysledky
STR se zabyvat nebudeme, zdliraznéme viak, Ze jeji heureistickd cena zdleZi v tvrzeni,
Ze spravny fyzikdlni zdkon musi byt vid¢i Lorentzové transformaci kovariantni.
ZapiSe-li se fyzikdlni zdkon ve tvaru rovnosti dvou tenzorli v Minkowského prostoru,
mdme tim automaticky zaruéenu jeho lorentzovskou kovarianci.

VZNIK OTR

Po vzniku STR se zadala pfezkoumdvat lorentzovskd kovariance nejriizn&jsich
fyzikdlnich zdkond. Byla vybudovdna relativistickd mechanika hmotného bodu
i tuhého té&lesa, relativistickd mechanika kontinua, relativistickd elektrodynamika
i termodynamika. Bylo tedy tfeba si v§imnout z tohoto hlediska i jevli gravitaénich,
tj. Newtonova gravitaéniho zdkona

MM’

r3

F=—y

r,

kde M a M’ jsou tzv. t&zké (gravita¥ni) hmoty zdroje a zkuSebni &dstice. Gravita&ni
hmota charakterizuje vzdjemné plisobeni obou téles vyvolané interakci gravitaéniho
pole ,,zdroje‘* se zkuSebni ¢dstici.

Zkusebni &dstice necht se pohybuje setrvaénosti a necht na ni po&ne plsobit sila F,
jez ji udéli zrychleni a. Mezi témito dvéma veli¢inami plati Newtoniv (druhy) pohy-
bovy zdkon F = m . a, kde konstanta imérnosti m znadi setrvaénou hmotu télesa.
Setrvaénd hmota charakterizuje setrvainy odpor té&lesa kladeny zrychlujici sile.
K udéleni téhoZ zrychleni dvéma t&lesim nachdzejicim se v inercidlnich pohybech
bude tedy tfeba v&tii sily u toho télesa, jehoZ setrvadnd hmota bude v&tsi.

Zavedenim Newtonova gravitainiho potencidlu U = —yM/r z ptedchozich dvou
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rovnic dostdvime

a= —<£>gradU.
m

V r. 1880 madarsky fyzik R. V. EOTVOs experimentalné prokazal, Ze plati

-M—=1i10"3;
m

v r. 1957 byl tento zavér jesté o tii 1"{(1y zptesnén R. H. Dickem [3]. UZitim rovnosti
obou hmot Ize Newtoniv gravitaéni zdkon nahradit Poissonovou diferencidlni rovnici
AU = 4nyg, v niz U spliiuje pfislu§né okrajové podminky a p je hustota setrvacné
hmoty. Poissonova rovnice neni viéi Lorentzové transformaci kovariantni [4],
a kdyz Einstein provedl jeji upravu tak, aby obdrZzend rovnice hovéla specidlnimu
principu relativity, ukdzalo se, Ze by zrychleni volného pddu télesa nachdzejiciho se
ve vertikdlnim a homogennim gravitaénim poli mélo zdviset na horizontdlni sloZce
rychlosti padajiciho té&lesa. To je v pfimém rozporu s experimentdlné provéfenou
rovnosti obou hmot; pokus zpracovat gravitaéni problém v rdmci STR zavrhl
Einstein jako nepfiméfeny.

V této situaci si Einstein klade sugestivni a velmi hlubokou otdzku: ,,... Co je pfi-
rodé do soufadnych systémil a do jejich pohybovych stavii? Je-li uZ nutné pro popis
pfirody uZivat soufadného systému, ktery jsme libovolné zavedli my, neméla by
byt vilbec nijak omezena volba jejich pohybovych stavi, pfirodni zdkony by mély
byt zcela nezdvislé na této volbé (obecny princip relativity)...“. Pfijmout obecny
princip relativity za platny neni snadné, stadi si uvédomit, Ze ve zrychlenych systé-
mech plsobi tzv. ,fiktivni* sily (odstfedivé, Coriolisova, setrvaénzi), které zavisi
vyluén€ na zrychleni vztazného systému. Tato skuteénost byla pro Newtona divo-
dem k zavedeni absolutniho prostoru.

UvaZujme o dvou télesech S; a S, ze stejného, deformace schopného materidlu,
kterd jsou od sebe tak daleko, Ze jejich vzdjemné gravitaéni plisobeni je zanedbatelné.
Pro jednoduchost necht jsou obé télesa ve vzdjemné rovnomérné rotaci kolem osy
spojujici jejich stfedy. Predpoklddejme ddle, Ze kazdy pozorovatel urci tvar télesa,
na némzZ se nachdzi, S; budiZ koule, S, nechf je zplo§tély rota¢ni elipsoid. Newto-
novskd mechanika odtud vyvodi, Ze S, je v klidu v absolutnim prostoru a S, Ze se
nachdzi v absolutni rotaci. Zplosténi S, se objasni u¢inkem fiktivnich sil, v newto-
novské mechanice je tedy pfic¢inou fiktivnich sil sim absolutni prostor. Ptdme-li se
ddle, jak jinak se absolutni prostor projevuje, jaké jsou jeho dalsi vlastnosti, nic
bliZ§iho se nedovime. Nemdme tedy jinou moznost, jak se pfesv&€d¢it o jeho existenci
neZ prdvé tim faktem, pro ktery byl zaveden. Takovéto hypotézy jsou pfili§ umélé
a jsou ve sporu s metodami i cilem veSkerého védeckého bdddni, jeZ spolivaji ve
vypracovdni kritérii dovolujicich odli§it objektivni zdvéry od subjektivnich pfed-
stav.
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Pfedpoklddejme na okamZik, Ze kromé& obou téles Zddnd jind hmotnd t&lesa ne-
existuji. V tomto pfipad&, nechceme-li operovat absolutnim prostorem, by zistala
forma obou téles nevysvétlena. Je vSak rozdil obou forem v tomto pfipadé empiric-
kym faktem? JistéZe neni, nikdy nebylo moZno pozorovat ve vesmiru pouze dv&
télesa. Redlnd situace je takovd, Ze kazdé téleso je vZdy obklopeno obrovskym po&tem
druhych nebeskych t&les. Pfitom je experimentdln& zndmo, Ze planety jsou (vice &i
méng) zploit&lé; zdd se tedy jako velmi pravdépodobné, Ze pfitinou , fiktivnich*
sil je systém vzddlenych nebeskych téles.

Podle Einsteina zrychleny pohyb téchto hmot vii¢i uvaZované zrychlené soustavé K
vzbuzuje v K gravitadni pole, jeZ se z hlediska pozorovatele v inercidlni soustavé jevi
jako fiktivni sily. Fiktivni sily jsou tedy Einsteinem interpretovdny jako jisty druh sil
gravitanich. Takovouto interpretaci nelze samozifejmé odvodit, a je proto rutné
postulovat, Ze neinercidlni vztaZné soustavy jsou ekvivalentni n&akému gravitaéni-
mu poli [5].

FyzikdIni zdtivodnéni a smysl principu ekvivalence se ndzorné objasni, uvaZujeme-li
napf. o pohybu v rovnomérné zrychlené vztazné soustavé. Volnd télesa libovolnych
hmot budou mit v této soustavé stejnd zrychleni, jeZ je rovno zrychleni soustavy, md
viak opaény smér. Stejnym se bude jevit pohyb v homogennim a konstantnim gra-
vitaénim poli. Rovnomé&mé zrychleny vztaZny systém je tedy ekvivalentni konstantni-
mu a homogennimu vnéj§imu gravitatnimu poli. Ponékud obecnéj§im piipadem je
nerovnomérné& zrychleny, pfimodafe se pohybujici systém — ten je ekvivalentni ho-
mogennimu, av§ak ¢asov€ promé&nnému’ gravitaénimu poli.

Gravitaéni pole, kterym jsou ekvivalentni neinercidlni vztaZné soustavy, nejsou
zcela totoZnd s gravitaénimi poli ,,uzavienych* téles (Slunce, Zemé apod.). Mezi
nimi je podstatny rozdil v jejich chovdni v nekone¢nu, nebot gravitaéni pole uzavie-
nych zdrojd konverguji vidy v nekonednu k nule. Gravitaéni pole, kterym jsou
ekvivalentni neinercidlni systémy, vymizi v celé oblasti, jakmile se pfejde k inercidl-
nimu systému. Gravitatni pole uzavieného zdroje Ize eliminovat vhodnou volbou
vztaZzného systému pouze v malé oblasti prostoru, kde lze.toto pole uzavieného zdroje
povaZovat za homogenni. Z tohoto diivodu se tato gravitaéni pole nazyvaji perma-
nentnimi a princip ekvivalence se asto formuluje pro gravitani pole uzavienych
zdroji ve tvaru [4]: Gravitaéni pole v ohranifené oblasti prostoru je ekvivalentni
silovému poli (poli fiktivnich sil), které vznikd pfi zrychleném pohybu. Zddny mistni
pokus nemiiZe mezi sebou obé& pole rozli§it. V tomto pojeti md princip ekvivalence
pouze lokdlni charakter; vzhledem k pfedchozi vét& lze tedy Fici, Ze oba typy gravi-
ta¢nich poli musi spliiovat stejné zdkony.

Necht S je inercidlni vztaZzny systém, S’ budiZ obecnd, neinercidlni vztaZnd sousta-
va. V tomto pfipad€ tvar transformadnich vzorch vedoucich od S k S’ explicitn&
nezndme, a proto piSeme

’

(6) x't=x"(x!, x%, x3, x*), x* = ct, x'* = o',

kde x'f znaéi prostorodasové soufadnice bodové fyzikdIni uddlosti v S’, jeZmd v S
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Minkowského soufadnice x’. Resitelnost soustavy (6) vzhledem k x' se predpoklddd;
uzitim t&chto transformadnich formuli se pro interval mezi dvéma nekoneéné blizky-
mi uddlostmi snadno obdrZi vyraz

) ds? = Gy dx'dx* = g}, dx'*dx’* = ds'?,
jenZ je ov§em invariantni i viéi transformacim typu
) X' = X,

kterd znamenaji pfechod od S’ k jiné neinercidlni soustavé S”. CtyFi veliGiny
x"% znadi prostorodasové soufadnice uvaZované uddlosti vzhledem k S”, koeficienty
g jsou funkcemi soufadnic x'%.

Z dosud uvedeného vyplyvd, Zz obecny princip relativity lze vyjadfit tvrzenim, Ze
rovnice vyjadfujici pfirodni zdkony musi byt kovariantni viéi transformacim sou-
fadnic typu (8).

RIEMANNOVA GEOMETRIE

Dvojrozm&rna eukleidovskd geometrie neplati na plochach zakfivenych; studiem
geometrickych vlastnosti t&chto ploch se svého Casu dikladné zabyval K. GAuss.
Jeho pfistup k uvedenému problému zdleZi v tom, Ze kazdy bod plochy se oCisluje
dvojici Cisel tak, aby pfifazeni bodu a &iselné dvojice bylo vzdjemné jednozna&né.
Tato dvojice &isel se nazyvd Gaussovymi soufadnicemi bodu, soufadnice dvou sou-
sednich bodd se musi li§it diferencidlné mdlo. Spojime-li &arou body se stejnymi
prvnimi, resp. druhymi soufadnicemi, obdrZime sit k¥ivych &ar, které nazveme sou-
fadnicovymi &arami x!, resp. x2. Tak je realizovdna Gaussova soustava seufadnic.
Charakteristicky a podstatny rys Gaussovych soufadnic zdleZi v tom, Ze neoznaduji
ani délky ani ahly ani jiné méfitelné geometrické velidiny, ale Ze jsou pouhymi &isly.
Body na plose Ize ocislovat mnoha riiznymi zplisoby, na plose lze tedy realizovat mno-
ho rliznych systém® Gaussovych soufadnic.

Gaussovu metodu zkoumdni geometrickych vlastnosti zakfivenych ploch lze
zobecnit na bodové mnoZiny tfirozmérné, tyfrozmérné a obecné feceno n-rozmérné.
Ctyfrozmérnou bodovou mnoZinu si Ize podle Gaussovy metody predstavit tak,
7e to je mnoZina bodd, z nichZ kaZdy je upln& popsdn zaddnim &tvefice &isel (x',
x?, x3, x*), které se nazyvaji jeho soufadnicemi. Metrika uvaZované bodové mnoZiny
je v té&chto soufadnicich ddna vyrazem [6]

) ds? = g,, dx' dx*

PFi pfechodu k jiné soustavé Gaussovych soufadnic (daném transforma&nimi vzorci
(8)) zéistdvd vyraz pro metriku (9) invariantni; takovéto bodové mnoZiny se nazy-
vaji Riemannovskymi prostory. Srovndnim s (7) vidime, Ze metrika &tyfrozm&rného
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prostoru OTR je riemannovskd, veliéiny g, v (7) tedy charakterisuji geometrické
vlastnosti uvazovaného &tyfrozmérného prostoru.

Kazdy soubor 4! veli¢in, veliin A’}, které se pfi transformaci typu (8) transformuje
stejné€ jako diferencidly novych soufadnic dx’* se nazyvd kontravariantnim vektorem.
Kontravariantni vektor lze tedy definovat &tyfmi transformaénimi vztahy

ox't

10 - At = AF,
(10) P

Nechf ¢ je v transformaci (8) invariantem tj., necht plati o(x%) = ¢(x"). Ctyti
velitiny d¢/dx’ se pti uvedené transformaci transformuji podle vztaht

O _ d¢p ox*

2 9
ox't  Ox* ox't

jeZ se zfejm& 1isi od (10). KaZzdy soubor 4! veli€in A, jeZ se pti (8) transformuji podle
vztaht
k
Al = ox 4,
ox'"

se nazyvd kovariantni vektor a zna&i se indexy dole. V souvislosti s tim mdme tfi
druhy tenzort druhého fddu, a to tenzor kovariantni A;, kontravariantni A%,
smi¥eny (tj. jednou kovariantni a jednou kontravariantni) A}. Postupné jsou defino-
vany formulemi

, _ ox' oxm e ox'tox’™®

ox't ax"
ik = A Ay

n>

n ri
- . im> ’ k
ox't ox'* ox™ Ox" ox™ ox'*

analogicky se definuji tenzory vyssich fddi.

Vedle tenzorovych operaci souétu a soudinu tenzorll, jeZ jsou obecn& zndmé,
existuje velmi diileZitd operace zvand GiZenim tenzor. Nechf je ddn tenzor A:;j:";
soubor veligin 47 (pfes index i se s&itd) tvofi tenzor o dva ¥ddy niZsi, neZ byl tenzor
pivodni. Z tenzoru druhého fddu R, se tedy operaci GZeni obdrZi invariant (tenzor
nultého fddu) R = R}. Neni obtizné ukdzat, Ze soubor 42 koeficientil g;, tvoii kova-
riantni tenzor druhého fddu nazyvany zdkladnim (kovariantnim) metrickym tenzo-
rem. Jednotkovym smiSenym tenzorem druhého ¥ddu je Kroneckeritv symbol a sou-
bor 42 veli¢in g** uréenych z rovnic

gimg*™ = 0}
tvofi kontravariantni zdkladni metricky tenzor.

Lze ukdzat, Ze ve (Styfrozm&rné) soustav® kartézskych soufadnic neni rozdilu
mezi kontravariantnimi, kovariantnimi a smi§enymi tenzory; tento rozdil vznikd pfi

pfechodu k zakfivenym soufadnicim. Je-li n&jakd fyzikdlni veli¢ina v kartézské sou-
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stavé tenzorem (napf. druhého ¥ddu), mizZe byt v zakfivenych soufadnicich vyjddiena
ve tfech formdch. Pfechod od jedné formy k druhé se provddi pomoci zdkladniho
metrického tenzoru, napf. plati

Aik = g”gkmAlm’ Al'k = gl'mgknA"m ’

v kartézské soustavé g, = 6y, a tedy A' = 4, T* = T, apod.

Nezni obtizné se presvéddit, Ze v kiivocarych soufadnicich derivace tenzoru podle
téchto soufadnic neddvd veliiny tenzorového charakteru. Zidaného tenzorového
charakteru lze oviem dosahnout i v kfivoarych soufadnicich, a to zavedenim tzv.
kovariantni derivace [7]. Kovariantni derivace se v&tSinou odvozuje na zékladg jistych
teoretickych tivah tykajicich se paralelniho pfenosu v kfivodarych soufadnicich.
V rdmci nasich ivah plné postaci, fekneme-li, Ze napf. kovariantni derivaci kontra-
variantniho tenzoru druhého fddu T rozumime vyraz

" aTik

Ty = — + [pT™ + [T,
0x

i 1 . 69 k ag 1 agk’l
ri =—gim(Zm 4 Zmt_ 9k
w=59 ( ax' | axk "

kde

jsou tzv. Christoffelovy indexy druhého druhu (koeficienty afinni konexe). Soubor
43 veligin T, tvofi tenzor tfetiho Fddu dvakrdt kontravariantni a jednou kovariantni.
Christoffelovy indexy nejsou tenzory vi&i transformaci (8), nybrZz pouze vigi trans-
formacim linearnim, v kartézské soustavé je I't; = 0 a kovariantni derivace pfechdzi
v derivaci obycejnou.

Na zakfivenych plochdch neexistuji k¥ivky majici vSechny vlastnosti eukleidovské
piimky. Avsak i na zakfivenych plochdch existuji k¥ivky, jeZ jsou nejkrat§imi Carami,
které spojuji dva pevné body uvaZovaného prostoru. Kfivky majici tuto vlastnost se
nazyvaji geodetickymi &arami. Hledand kfivka necht md parametrické rovnice
x' = x(p), jez se pro dand g urdi ze soustavy rovnic [6]

x| dtar
dp2 ' dp dp

(n

)

v eukleidovském prostoru md tedy rovnice geodetické ¢dry (ve specidlni parametri-
zaci) tvar,

jak bylo nutné oéekavat.
Necht x' zna&i ptvodni systém Gaussovych soufadnic, I',(P) budiz hodnoty
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Christoffelovych symbolia v bod¢ P; x'(P) jsou tedy Gaussovy soufadnice tohoto
bodu. V soustavé soufadnic x'}

X' = x! = x}(P) + 3Iy(P) (x* — x*(P)) (x' — x(P))

je I'ii(P) = 0, tj. 6g’*(P)[ox’" = 0. Systém soufadnic x"’, v nichZ jsou v daném bodé&
derivace g}, rovny nule, se nazyva lokdln& inercidlni. V této soustavé je totiZ v bodé

r wr

P rovnice geodetické &dry tvaru

d2x’

=0.
dp2

Lze se ptdt, za jakych podminek existuje soufadnd soustava x’’, v niZ jsou Christoffe-
lovy indexy rovny nule i v kone&né oblasti. Tuto otdzku i jeji feSeni 1ze formulovat
takto: Nutnou a postacujici podminkou pro pfevedeni kvadratické formy

ds? = gy dx'dx*
na tvar [8]
ds? = (dx')? + (dx?)* + (dx?)* — (dx*)?, x* = ct

v koneéné oblasti, je rovnost nule tenzoru

i arl aI-‘im i n i rn
(12) Ryim = ax:'l - ﬁ + Fpmlkt — Tail km -

Tenzor (12) se nazyvd Riemannovym tenzorem kfivosti; ve &tyfrozmérném prostoru
m4d dvacet nezdvislych komponent, ve tfirozmérném prostoru $est, ve dvojrozmérném
pouze jednu. Rekn&me R,,,,, pro kterou dostivime R;,,, = gR/2, kde g = det
gux a R je skaldrni kfivost uvaZovaného prostoru (plochy) (R = g"'g" Ry, jeZ
s hlavnimi Gaussovymi k¥ivostmi plochy x,, x, souvisi vztahem R = 2,x;,.

Riemanniv tenzor kfivosti tedy plné& popisuje geometrické vlastnosti uvazovaného
prostoru; je-li v n&jaké oblasti Riemanntiv tenzor roven nule, je tato oblast euklei-
dovskd, nezakfivend; je-li naopak v celém prostoru Ry, + 0, jde o prostor zakfi-
veny. Pro prostory dimenze vét3i neZ dvé& ztrdci oviem pojem zakfiveni prostoru svij
ndzorny smysl. Zakfivenim prostoru se prosté rozumi odchylka jeho metriky od
metriky eukleidovského prostoru.

Z Riemannova tenzoru k¥ivosti lze sestrojit tenzor kfivosti druhého fddu

1 1

ik = %—%4‘ ryry, — Tl ,

pomoci néhoz se definuje Einsteintv tenzor S,

Sk = Ry — 39aR.
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Tenzor S, spliiuje daleZité relace [8]

(13) Sk = 0.

ZAKLADNI ZAKONY OTR

Soufadnice bodu v Riemannové prostoru jsou Gaussovymi soufadnicemi. Vzhle-
dem k pfedchozimu je tedy zfejmé, Ze v OTR ztrdceji soufadnice svou jednoduchou
fyzikdlni interpretaci. Vznikd proto zdkladni problém, jak pomoci téchto soufadnic
najit vyrazy pro skutedné vzddlenosti (tj. vzddlenosti m&fené tuhymi ty&emi) dvou
bodi a pro skuteCny Casovy interval mezi dvéma uddlostmi. Lze dovodit, Ze prosto-
rovd vzddlenost mezi dvéma blizkymi body (x* x* + dx*) je ddna vyrazem [9]

(14) do? = <g,, - _94,94,,) dx® dx” .
9aa

UvaZovand rovnice vyjadfuje vztah mezi metrikou redlného prostoru a metrikou
Styfrozmérného prostorodasu, z (14) zdroveit vyplyvd, Ze v OTR metrika tH-
rozmérného prostoru je nejen neeukleidovskd, ale Ze miiZe zdviset i na &ase, jde-li
o Casové proménné gravitacni pole.

Z tohoto hlediska zbyva si tedy ujasnit pojem vztainé soustavy v OTR. Ve shodé
s pfedchozim rozumi se vztaznym bodem bod x* = konst., vztaZnym systémem
(odpovidajici soufadnicim x') se rozumi soubor viech vztaznych bodd, jeZ mohou
byt realizovany souborem ¢astic. VOTR tedy obecné neexistuje vzdjemné nepohybli-
vy vztazny systém. VztaZzny systém v OTR si ndzorné pfedstavime jako deformujici
se téleso, v jehoZ kazdém bodé€ jsou umistény libovolné jdouci (tzv. soufadnicové)
hodiny ukazujici as t = x*[c. Libovolnost jejich chodu je omezena pouze podmin-
kou, aby rozdil idajl blizkych hodin ziistal maly.

Skuteény Easovy interval dr mezi dvéma uddlostmi, jeZ nastaly v bod& x* (m&feny
idedlnimi hodinami nachdzejicimi se v x* v klidu), souvisi se soufadnicovym &asem ¢
vztahem [9]

(15) dT = -\/(— g44) dt, g44 < 0 .

Z (14) a (15) je zfejmé, Ze zdkladnim problémem bylo nalezeni zdkladnich rovnic
dovolujicich nalézt metriku ¢asoprostoru g;. Hledané rovnice Ize obdrZet z varia¢ni-
ho principu
(16) 3S,+ S, =0,

kde S, a S, jsou ¢inkové funkce gravitacniho pole a hmoty toto pole budici. Vzhle-
dem k tomu, Ze hleddme ,,pohybové‘‘ rovnice gravitaéniho pole popsaného tenzorem
g bude se naznadend variace v (16) provdd&t podle t&chto veliin, jeZ lze chdpat
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jako Lagrangeovy zobecnéné soufadnice. Po provedeni naznafené variace miiZe byt
rovnice (16) psdna ve tvaru [10]

f(Sik + xTy) 89 /(- g) d2 = 0,dQ = dx* dx? dx? dx*,

odkud vzhledem k libovolnosti 8g* dostdvdme

(17) Ry — 3guR = —uTy,
resp.
(18) ‘Rik = “"(Tik - %gikT) s

nebof R = »T. Konstanta x = 8ny/c* je Einsteinova gravitatni konstanta, Tj zna&i
(symetricky) tenzor energie-impulsu hmoty (zdroje gravita&niho pole). Jeho schéma
1ze ndzorné zapsat ve tvaru matice

tenzor

(5) T, = napéti impuls

impuls ‘ -energie

v niz pfislusné veliiny znad&i, pfesné fe€eno, jejich hustoty.

Tenzor energie-impulsu hmotného systému lze v prvni aproximaci psdt ve tvaru
. dx? dx*
(19) T* = —_—
dr dt

kde ¢ znaci klidovou hustotu hmoty méfenou v lokdIné& inercidlnim systému, dxi/dr
je rychlost hustoty g, 7 je vlastni ¢as méfeny idedInimi hodinami sledujicimi hustotu g.
Vzhledem k (13) plati T%;, = 0 a lze ukdzat [8], Ze pro &istici popsanou tenzorem
energie-impulsu (19) maji rovnice T';, = 0 tvar

@ a e
dr? “dr dr

(20)

b

ktery je shodny s rovnici geodetické &iry (11). Z fyzikdlniho hlediska vzorce (20)
vyjadfuji pohybové rovnice uvaZované &dstice. V gravitanim poli se tedy volnd
Cdstice pohybuje po geodetické ¢dfe Riemannova prostoru.

Rovnice T%;, = 0 jsou vzhledem k (13) obsaZeny v Einsteinovych gravitadnich
rovnicich (17). Z druhé strany jsme na ptikladg ukdzali, Ze rovnice T*;, = 0 v sob&
obsahuji pohybové rovnice toho fyzikdlniho systému, ktery je popsdn uvaZzovanym
tenzorem energie-impulsu. Einsteinovy gravitaéni rovnice v sob& tedy obsahuji
i pohybové rovnice zdroje uvaZovaného gravitaéniho pole. Odtud vyplyvd, Ze v OTR
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nemiizz byt libovolnym zpiisobem zaddno rozloZeni a pohyb hmoty. Zaddny mohou
byt pouze pocdteéni hodnoty nékterych fyzikdlnich veliin, pohyb celé soustavy se
spolu s gy ziskd FeSenim rovnic (17).

Jako vysledek lze Fici, Z: Einsteinovy gravitaéni rovnice reprezentuji systém deseti
hyperbolickych parcidlnich diferencidlnich rovnic druhého fddu pro Sest komponent
Jx» tFi komponenty rychlosti a hustotu hmoty. Ukazuje se ddle, Ze po¢dteénich pod-
minek bude osm, t¥i poédtedni hodnoty rychlosti, poédtedni rozloZeni hmoty a &tyfi
podminky charakterisujici chovdni gravita&éniho pole vné& zdroje. Takto zadand uloha
reprezentuje Cauchyho problém, jind formulace ulohy spo¢ivd v zaddni vhodnych
asymptotickych podminek na tenzor g, a jeho derivace [3], [12].

Pfedpoklddejme, Ze uvaZované gravitacni pole je slabé, tj. metrika Riemannova
prostoru necht se malo li§i od metriky STR,

(21) g = Gy + hy,

kde h;, a jejich derivace jsou malymi veli¢inami, jejichz &tverce Ize zanedbat. Metricky
koeficient g4, z (21) piSme formdIng ve tvaru

(22) gas = —(1 + 2U/&?)

a explicitni vyraz pro U se najde z Einsteinovych rovnic. Bude-li se ¢dstice popsand
tenzorem energie-impulsu pohybovat malou rychlosti ve srovndni s rychlosti svétla,
dostaneme pro nenulové komponenty pravé strany rovnic (18) hodnotu —xgc2/2:
levd strana téchZe rovnic bude rovna vyrazu —AU/c?, ptedpokldddme-li, Ze uvaZo-
vané gravitaéni pole nezdvisi na ¢ase. Porovndnim obou vyrazii dostdvdme rovnici
AU = 4nyg shodnou s Poissonovou rovnici pro Newtoniv potencidl. V aproximaci
slabého, statického gravitaéniho pole a malych rychlosti plyne tedy z Einsteinovych
rovnic Newtoniiv gravita&ni zdkon [10].

BliZ§im rozborem lze ddle ukdzat, Ze h,; = h440,5. Prostorovd vzddlenost mezi
dv&ma body (x% x* + dx*) bude tedy podle (22) a (14) rovna

(23) de? = (1 - %[2—]-) (dx2 + dy2 + dzz), U= —v M .
¢ r

Eukleidovskd geometrie plati tedy v pfipadé slabého gravitaéniho pole pfiblizng,
soufadnice x, y, z nejsou pfesné soufadnicemi kartézskymi. Na povrchu Zemé je
napt. 2U/c? ~ 107°, a pfiblizné Ize tedy psdt

de? ~ dx? + dy? + dz?.

Odchylka od eukleidovské geometrie je v&tSinou velmi mald.
Prvni exaktni feSeni Einsteinovych rovnic bylo jesté v r. 1916 nalezeno K. SCHWARzZ-
scHILDEM [11]. Toto feSeni popisuje metriku sféricky symetrického a statického gra-
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vitaéniho pole; zavedou-li se ,,sférické prostorové soufadnice x! = r, x2 = 9,
x3 = ¢, 1ze externi Schwarzschildovo feSeni (tj. feSeni v oblasti Tj, = 0) psdt ve tvaru
dr? . 2m
(24) ds? = — 1 4+ r2(d9* + sin® $dg?) — (1 - —) ctde?,
m r
1-2—
r
kde m = yM[c* a M zna&i uhrnnou hmotu zdroje. Lze ukdzat, Ze pro slabé pole
pfechdzi Schwarzschildova metrika v Einsteinovo FeSeni (23).

EXPERIMENTALN{ OVEREN{ OTR

a) Pohyb perihélia planet. V gravitaénim poli se zkuSebni &astice pohybuje po
geodetice (20). Pro Schwarzschildovo pole (24) z (20) plyne, Ze dréha zkugebni &dstice
je rovinnd k¥ivka ur&end diferencidlnimi rovnicemi [4]

2 2
(25) Su M MU ade _h

kde h je integrani konstanta, u = 1/r. Od relativistickych formuli se pfisluiné kla-
sické vzorce li§i &lenem 3yMu?/c?, vliv tohoto &lenu se mé&fiteln& projevi pfi-ob&hu
planety kolem Slunce a pfi prichodu svételného paprsku kolem zdroje silného
gravita¢niho pole.

Resenim klasickych rovnic je, jak zndmo, elipsa — feleni rovnic (25) se hledd ve
tvaru ,,porusené‘ elipsy
(26) u—_—-1=1(1—ecosw(p),
r p

kde p = A(1 — €*) = h*[yM je parametr elipsy, A je jeji velkd poloosa, e znati
excentricitu elipsy a @ dosud nezndmou funkci. Poédtek poldrni soustavy soufadnic
necht je umistén v jednom z ohnisek elipsy; pro funkci w z (26) v prvnim p¥ibliZeni
dostdvdme w = 1 — 3yM/p. Podle (26) se planeta nachdzi v perihéliu, tj. v bod&
s nejmensim r (nejvét§im u) tehdy, kdyZ cos wgp = —1. Pro dva za sebou ndsledujici
prichody perihéliem mdme we, = &, wp, = n + 27, odkud

2n 6nyM
(02— 1) = X = 2n 4 SN
w pe

Pfi jednom obé&hu &dstice se tedy perihélium planety posune ve sméru svého pohybu
o uhel

_ 6nyM  6myM
pc? A1 - ez)'

(27) 3¢
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Za sto let ddvd vzorec (27) pro planetu Merkur teoretickou hodnotu 8& = 43,03,
experimentdlng nalezeno 80 = (43,11 + 0,45)"[3].

b) Ohyb svétla v gravitacnim poli. Interval ds mezi dvéma body spojenymi svételnym
signdlem je roven nule ve vSech inercidlnich soustavdch; podle obecného principu
relativity to musi platit ve vSech vztaZnych soustavdch. Je tedy h — oo a rovnice
(25) nabyv4 tvaru
(28) Cu = M

2

u
de? c
Svételny paprsek jdouci smérem od né&jaké hvézdy necht se pro ¢ = 0 dotykd okraje

sluneéniho kotoude, polomér Slunce budiZz R. Zavedeme-li ,,kartézské* soutadnice
X = rcos @, y = rsin ¢, lze v prvnim pfibliZeni psit fedeni rovnic (28) ve tvaru

)+ x,
2 ’R

coZ znamend, Ze trajektorie svétla md hyperbolicky charakter. Rovnice jejich asymptot
jsou

2
(29) R=x+ rM y
¢’R

Uhel mezi ob&ma asymptotami je roven tihlu, o ktery se odchyli svételny paprsek od
svého piivodniho sméru, z (29) pro n&j dostdvame 3¢ = 4yM/[Rc?. Podle obdrZeného
vzorce by se mél svételny paprsek dotykajici se sluneéniho kotoude odchylit o tihel
8¢ = 1,75", Van Bisbroeckovo méfeni z r. 1952 ddvd hodnotu 8¢ = (1,70 4 0,10)”.

¢) Rudy posun spektrdlnich éar. Pfedpokladejme, 7e v bodé P se nachazi n&jaky
oscildtor a svételny signdl necht je vZdy vysldn pfi maximu kazdého kmitu. Soufad-
nicové hodiny (mé&Fici soufadnicovy &as) nechf jsou v kazdém bod& nafizeny tak, Ze
jejich chod je shodny s chodem vysilanych svételnych pulsti. Pfedeviim lze ukdzat, Ze
interval soufadnicového &asu At mezi dv€ma ndsledujicimi pulsy (v bodé P) md
stejnou hodnotu v celém prostoru. Soufadnicovou frekvenci rozumime vyraz v =
= 1/At, vlastni frekvence v (m&fend standardnimi hodinami v bod& P) je rovna

® = 1/Az. Vzhledem k (15) dostdvdme [9]

(30) v(P) = v(P) J/[~ gas(P)] -

V bod& Q necht jsou svételné pulsy registrovdany. Analogicky k (30) plati

Q) = vY(Q) V[ 944(Q)] -

Vzhledem k pfedchozimu viak méme v(P) = v(Q), takZe

(a1 #(0) = v(p) [
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Pro gravitagni pole (22) z (31) plyne

V0 V(P [1 + 2U(P)/c?]
) @ =) [ O],

Proto pozorovana vlastni frekvence v bod& Q se bude liit od vlastni frekvence v bodé
P o veli¢inu Av® = v%(Q) — v°(P), jeZ je pro uvaZované (slabé) gravitatni pole (22)
ddna vyrazem

33 AV v°(Q) —v(P) _ U(P) — U(Q)
o(p) (P) c?

pfimo plynoucim z (32). Necht |U(Q)| < |[U(P)|, tj. Av® < 0, a tedy A(Q) > A(P).
Spektrdlni édry budou tedy v bodé Q posunuty smérem k Cervenému konci spektra.

Bod P budiz na povrchu Zemé, jejizZ hmotu opét oznaéme M a polomér R, bod Q
necht se nachdzi ve vy$i H nad zemskym povrchem (H < R). Po dosazeni veli¢in
U(P) = —yM/RaU(Q) = —yM|R + H z (33) po tprav& obdrZime

AV°

vO

_gH

>
CZ

(34)

kde g znaci absolutni hodnotu gravita¢niho zrychleni na povrchu Zemé. Vzhledem
k hodnotdm veli&in vystupujicich na pravé stran& (34) lze ogekdvat, Ze uvaZovany
efekt bude velmi maly a velmi t€Zce méfitelny. Pro H = 22,496 m z (34) napf. plyne
|AvO/v°| = 4,9 .107'%, zm&Feni takového efektu je samozfejm& moZné jen za pred-
pokladu, Ze pfirozend §itka spektrdlni ¢dry je velmi mald. UZitim Mdsbauerova
efektu PAUND a REBKA v r. 1960 dokdzali, Ze pro vySe uvedenou hodnotu H plati
|AvO/v°| = (5,13 £ 0,51) 107 '*, coz skv&le souhlasi s teoretickou hodnotou [4].

Souhlas experimentdlnich vysledkd s OTR je presvédéivy. Pfedpoklddanych rela-
tivistickych efektd dnes jiZ existuje celd fada (posun perihélia u umé&lych druZic,
,rotadni‘ relativistické efekty u umé&lych druZic, Shapirtv navrhovany pokus [13],
[14]). Vlastni problém ovSem zdleZi v tom, Ze efekty pfedpoklddané OTR jsou velmi
malé; soucasnd trovei experimentdlni techniky k jejich zjiSténi vétSinou nedostaduje.

ZAVER

V poslednich letech ndpadng vzrostl zdjem teoretickych fyzikd, matematikd, filo-
sofll i geologli o problémy soutasné teorie gravitace [15] [16] [17]. Krom& vzrista-
jiciho po&tu monografii o tom zcela jasn& sv&d¢i i velky pocet mezindrodnich kon-
ferenci, semindfd i letnich $kol tomuto problému vénovanych. Jejich po&et Ize vy-
Cislit v desitkdch, soubor aktivné pracujicich fyzikd v této oblasti po&et konferenci
vysoce piekraduje, existuje mezindrodni organisace se sidlem v Zenevé, jeZ tyto pra-
covniky sdruZuje. To bezpochyby jasné& prokazuje nejen Zivotnost a pravdivost teorie
relativity, ale i genidlnost jejiho tvirce.
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RELATIVISTICKA KOSMOLOGIE

JAROSLAV PACHNER, Praha

HISTORICKY VYVOJ VEDECKE KOSMOLOGIE

S prvnim pokusem o vybudovani kosmologie, zaloZzenym nikoliv na dohadech,
nybrZ na pfirodovédecké teorii, se setkavame jiZ u Newtona. Ten ukazal, Ze kdyby
hvézdny systém tvofil jediny hmotny ostrov v nekoneéném prazdném eukleidovském
prostoru, musela by se za ¢as veSkerd hmota soustfedit do jediného télesa. Z toho
Newton usuzoval, Ze hvézdy jsou pfiblizné rovnomérné rozloZeny po celém neko-
ne€ném prostoru.

S koncepci prostorové nekone¢ného a statického vesmiru by vSak byly spojeny
tfi paradoxy. V r. 1826 odvodil OLBERS [1], Ze hvézdy rovnomérné rozloZené po celém
nekoneéném prostoru by musely vytvofit podstatné vyssi jasnost noéniho nebe, neZ
jaka je vskutku pozorovana (fotometricky paradox). V r. 1865 rozsifil CLAUSIUS
[2] platnost véty o entropii izolované termodynamické soustavy na cely vesmir a dosel
k zavéru, Ze vesmir nemiiZe mit nekoneéné trvani, nebot se neodvratné bliZi ,,tepelné
smrti‘, kdy veSkera energie bude rovnomérné rozdélena po celém vesmiru (termo-
dynamicky paradox). NEUMANN [3] v r. 1874 a V. SEELIGERT [4] v r. 1895 poukazali
na gravitacni paradox: V nekone¢ném vesmiru s rovnomérné rozloZzenou hmotou by
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