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HILBERTOVY PROBLEMY

O SESTEM HILBERTOVE PROBLEMU

J. NIEDERLE a J. TOLAR, Praha

Sesty Hilberttv problém se znaén& odlisuje od ostatnich. Tyka se totiZ fyziky a neni
formulovan ani jako konkrétni nebo méné konkrétni otazka (tj. jako napf. 3. nebo
4. Hilbertiv problém), ale spiSe jako vyzva. Vyzva, abychom podobné jako geometrii
,,axiomaticky budovali i ty fyzikélni discipliny, ve kterych hraje matematika vyznac-
nou roli* ([1]).

Hilbert doporuduje nejd¥ive vychazet z mensiho potu axiémi, popsat jimi co nej-
vétd pocet fyzikalnich jevii a pak pfidivanim dalsich axiémi dostavat podrobnéjsi
teorie. P¥i tomto procesu zdiraziiuje hlavng tfi véci. Pfedeviim nutnost klasifikovat

. viechny teorie, které logicky vyplyvaji z axiémii bez ohledu na to, zda jsou realné
& ne. Jen takto miZeme zjistit pIny dosah a obsah jednotlivych axiémii. Za druhé
nabada nalézt exaktni ditkaz, e 7adny ptidany axiém neni ve sporu s pfedchozimi.
Takové dikazy (a nikoliv jisté intuice apod.) ukazuji bezespornost teorie a jsou zdro-
jem nejpYesnéjsich formulaci axiémii. Kone¢n€ Hilbert doporuduje zkoumat otazku,
zda a jak jsou ekvivalentni rtizné systémy axiémi nebo riizné formulace téhoZz axi-
Smu. PH budovéani axiomatiky viak neméame nikdy zapomenout na nas§ konecny
cil — vytvofit spravny pohled na samotnou podstatu piislusného fyzikalniho oboru.

Hilbert prednesl své problémy v roce 1900 a tak nés nepfekvapi, ze pii formulaci
6. problému se zmifiuje i o fyzikalnich disciplinach, které by dnes asi nepokladal za
spravné piiklady. Krom& axiomatizace mechaniky mluvi totiZ o axiomatizaci teorie
pravdépodobnosti. Teorie pravdépodobnosti se viak dnes pokladd za metodu
studia nahodilych jevi, a to bez ohledu na to, zda jde o jev povahy fyzikalni, che-
mické, ekonomické, biologické, jazykovédné ¢&i jiné. Teorie pravdépodobnosti se
proto dnes nepoklada za fyzikéalni disciplinu ani jinou v&du (nebof véda je vZdy urfena
materialnim objektem, ktery studuje), nybrz za &isté matematickou disciplinu.

Dnes existuje cela fada fyzikalnich obort, které axiomatizovali nebo se pokouseli
axiomatizovat vynikajici v&dci ([2]). My budeme demonstrovat takové snahy na
kvantové teorii pole (KTP), i kdyZ jeden z jejich zakladatelti, Jost ([3]), se domnival,
Je axiomatizace této teorie nescuvisi s Sestym Hilbertovym problémem. V Sestém
Hilbertové problému pry axiomatizace méla dovrsit plné vybudovanou teorii, dodat
ji posledni lesk, a KTP je zatim nevybudovan4, neexistuje a ani moZna existovat
nebude. Duvodt k naSemu rozhodnuti krom& osobni zaliby mame nékolik. Piede-
v&m Hilbert sam o tom, ¥e by fyzikalni disciplina, kterou axiomatizujeme, méla byt
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uzaviend, nemluvi. Z historie teoretické fyziky vime, Ze axiomaticky ptistup od dob
Newtona neslouZil pouze k utfidéni a uhlazeni znamych vysledki, ale téZ k ziskani
novych. BogoLsuBov, LoguNov a Toborov ([4]) pokladaji Jostiiv nazor za nespravny
dokonce i pro Cistou matematiku. V soucasnych oborech matematiky (takovych,
jako je napf. funkcionalni anal)’/za) axiomatika je totiZ zdkladni metodou, pomoci
které tyto obory budujeme. Koneéné doufame, Ze ¢tendf sam z dalfiho uvidi, Ze
mlada fyzikalni disciplina — axiomatickd kvantova teorie pole (AKTP) si klade za
cil odpov€dét pravé na ty otdzky, k jejichz feSeni Hilbert vyzyval ve svém Sestém
problému. ’

KVANTOVA TEORIE POLE A JEJi AXIOMATIKY

Hlavnim stfedem z4ajmu povaleéného zakladniho fyzikalniho vyzkumu jsou ele-
mentarni Castice. Nejosve€déenéj§im jazykem pro jejich popis je stale relativisticka
teorie kvantovych poli, ¢asto nazyvana pouze kvantovou teorii pole. Jak uz z nazvu
vyplyva, je sjednocenim kvantové teorie se specilni teorii relativity. KTP mizZe na
rozdil od nerelativistické kvantové mechaniky, ze které vznikla jako logicky a fyzi-
kaln& nutné zobecnéni, popsat systémy s nekoneénym poétem stupfiit volnosti, vznik
a zanik Gastic, ¢astice pohybujici se relativistickymi rychlostmi apod.

KTP vychazi ze tii zakladnich v&ci: Lagrangeova (nebo Hamiltonova) formalismu,
koncepce adiabatického zapojeni a vypojeni interakce a poruchové teorie jakoZto
vypodétové metody. Je to teorie robustni, ktera od samého svého pocatku zéapoli se
svymi principialnimi nedostatky. KTP dava totiZ pouze navod, jak konstruovat
spiSe formalni fe§eni polnich rovnic ve tvaru mocninné poruchové fady nez skuteéné
feSeni rovnic, a to jen pro nékteré fyzikalni pfipady. Pro tzv. nerenormalizovatelné
teorie*) nebo piipady, které nelze fesit poruchovou metodou**) KTP neposkytuje
ani (jednozna&ny) recept, jak se zbavit nekone€nych vyrazii vyskytujicich se v teorii.

Radikalni navrh, jak se vypofadat s touto neut&Senou situaci, pfedlozil v r. 1943
HEisenBeRG ([5]). Vylouéil ze hry lokalni veli€iny (tj. nap¥. pole), adiabatické zapi-
nani interakci a zacal budovat teorii vyluéné z fyzikalné€ pozorovatelnych veli¢in.
Takovymi.veli¢inami jsou maticové elementy matice srazek &astic (S-matice). Kvad-
raty jejich norem déavaji pravdépodobnost vyskytu urlitého typu srazek &astic
(uginné priifezy apod.). Maticové elementy pfitom mély spliiovat relativistickou in-
variantnost a unitaritu. Heisenbergova teorie nebyla uspokojivym feSenim. Radikal-
ni vyloudeni lokalnich veli¢in znemoZnilo studovat vyvoj fyzikalniho systému
v prostoroase a vyuZit principu kauzality. Relativisticki invariantnost a unitarita
nebyla rovnéZ dostatend k uréeni dynamickych vlastnosti maticovych elementd.

*) Napf. slabé interakce, interakce vektorovych mezont apod.

**) Pro silng interagujici ¢4stice by parametrem mocninné fady byla vazbova konstanta g,
kterd je vétsi neZ 1. Mocninn4 fada v této konstanté nekonverguje. Poznamenejme, Ze konver-
gence mocninné fady nebyla dokdzdna ani pro pfipady, kdy parametrem je veli¢ina mens$i neZ
1 (jako napf. v elektrodynamice).
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V padesatych letech se KTP a hlavné jeji &ast, kvantova elektrodynamika, dostala
do paradoxni situace. Na jedné strané slavila triumfy a na druhé strané se stale ne-
vypofadala s principialnimi nedostatky. Uspéchy teorie plynuly z pekvapivé shody
jejich pfedpovédi s nékterymi experimentalnimi méfenimi a chronické nemoci
z n&kterych jejich $patn& matematicky definovanych (nekone¢nych) vyraza i pojmi.
Vznikla tak potfeba jasn&*) formulovat pozadavky, které by méla spliiovat ,,zdrava‘
KTP. Otazky typu ,,co pfedpovida KTP pro ten a ten proces? vystfidaly otazky
tykajici se samé podstaty teorie, tj. otdzky ,.co je to pole?, ,,co je to kvantova
teorie pole?** apod. Nespecifikovaly se detailné pohybové rovnice, ale formulovaly
se riizné pozadavky na teorii, takZe se zacal budovat spiSe pracovni ramec platny pro
celou t¥idu teorii nezZ jedna teorie.

Prvni matematicky pfesna formulace takovych poZadavkl pochdzi od WIGHTMANA
([6]) z r. 1955, ktery je nazval axiomy**). Nazev se rychle ujal a tak KTP konstruo-
vanou timto zplisobem nazyvame axiomatickou***). Byl to téZ Wightman, ktery vy-
tycil cile AKTP: hledat obsah a plny dosah axiomt, dokézat jejich bezespornost,
klasifikovat teorie, které axidmtm vyhovuji, srovnavat rizné formulace axiémt a od-
vozovat fyzikalni pfedpovédi.

Dnes muZeme v literatufe nalézt zhruba ¢tyfi sméry axiomatiky KTP. Podle
Josta ([7]) miZzeme tyto sméry rozdélit na zaklad& dvojakych alternativ vychozich
pojmil, které jednotlivé sméry pouzivaji podle tohoto schématu:

l polni operatory — neomezené operatory

Wightman, Jost Lehmann, Symanzik

Glimm, Jaffe Zimmermann
r 1t s A|B Y
Zadné Castice | Castice
x — prostor . T “—’ — prostor
¥ — prostor | c'D ~ | £~ PrOStor |

Haag, Araki, Segal « Heisenberg, (;hew,

Kastler, Ruelle ( Stapp, Bogoljubov,

l Martin

pozorovatelné — omezené operatory |

*) Tj. bez poruchového rozvoje a bez matematicky nedefinovatelnych vyrazi.
**) Axiom (a), fecky zasada, samoziejmé pravidlo.

**¥#*) Pro Gplnost dodejme, Ze kromé axiomatického pristupu ke KTP se objevil i druhy pfistup
tzv. fenomenologicky, ktery se snaZi o utfidéni nesmirného mnozstvi experimentalnich dat. Tento
piistup (napf. Reggeliv model, periferdlni model) se nezabyva obecnymi vlastnostmi a tak extra-
polace dil¢ich vysledki do jinych oblasti, nez kde byly odvozeny, je vidy spojena s nebezpefim
kontradikei.

137



Tak mame dvé teorie (A, B), ve kterych je zakladnim pojmem polni operator a dvé&
(C, D), které vychazeji z lokélnich pozorovatelnych*). Na druhé strané podle toho,
zda se v teorii pouZziva pojmu &astice a prostoru impulsit ¢i nikoliv, miZeme teorie
zase rozdélit do dvojic (A, C) a (B, D).

AXIOMY KVANTOVE TEORIE POLE

Pfesto, Ze mame celou paletu axiomatik KTP, polet axiéomi se v jednotlivych
piistupech pfili§ nelisi. Hlavni axidmy mZeme charakterizovat asi takto:
I. Splnéniobecnych principt kvantové fyziky
II. Relativisticka invariantnost
III. Lokalita
IV. Spektralnost a stabilita vakua
V. Uplnost
Pod témito nazvy se v jednotlivych axiomatickych pfistupech skryvaji riizné formu-
lace, nebof, jak jsme vidéli, riizné piistupy vychazeji z riznych primarnich pojmu.
Naznaéme si bez pouZiti pfili§ technickych termini, v ¢em se li§i formulace axiémi
v teoriich (A, B) od teorii (C, D).

AxioM I v TEORII A, B

Vychozim pojmem je (komplexni, separabilni) Hilbertdv prostor #. Axiém I.
pak znamena:

— stavy fyzikalniho systému jsou vektory Hilbertova prostoru #**)

— pozorovatelné jsou (samosdruzené) operatory v #

— pravdépodobnosti fyzikalnich pfechodii systému ze stavu ¢ do stavu i jsou
dany podle pravidel kvantové mechaniky jako |((p, ¢)|2, tj. kvadrat modulu skalar-
niho sou€inu piislunych vektora ([8]) :

— plati princip superpozice (linearni kombinace dvou fyzikalné realizovatelnych
stavi, tj. dvou vektord, je op&t fyzikalng realizovatelny stav, tj. vektor v J***)).

*) Polni operator (nebo jeho polynom), i kdyz bude symetrickym operdtorem (fyzikové
obvykle fikaji ,,hermitovskym*‘) ve své defini¢ni oblasti nemuZe byt a priori povazovan za pozoro-
vatelnou. Polni operdtor je totiZ neomezeny. Jako neomezeny operator mize byt pozorovatelnou
pouze tehdy, kdyZ je samosdruZeny, nebot pak muze byt vyjadien pomoci mnoZiny omezenych
operator. Polni operatory nejsou vSak ani uzaviené, takZe pro né€ nemusi existovat rozSifeni
na samosdruZené operatory.

**) Pesnéji feCeno, fyzikalnimu stavu odpovida nikoliv jeden (normalizovany) vektor w v 5,
ale cely komplexni paprsek, tj. vektory el%y, kde a je realné &islo [8].

***) Pfipomefime, Ze princip superpozice plati pouze pro vektory a nikoli pro paprsky v J#.
Wick, Wightman a WIGNER [9] ukdzali, Ze princip superpozice plati jen pro ty vektory, které
jsou charakterizovany stejnymi vlastnimi hodnotami operatori elektrického naboje, baryonového
¢isla, poctu fermiont a leptonovych ¢isel. Tak napf. kombinaci dvou vektorit, které jsou charak-
terizovdny ruznou hodnotou elektrického ndboje, neodpovida Zadny fyzikalni stav.
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Axiom I v TEORII C, D

Vychozim pojmem je algebra generovana pozorovatelnymi uvaZovani jako ab-
straktni algebra *).

Axiom I znamena:

— pozorovatelné jsou elementy algebry o,

stav fyzikalniho systému je definovan jako funkcional pozorovatelné,**)

— pravdépodobnost je dana statistickou interpretaci funkcionilu pozorovatelné
(hodnota funkcionalu pro danou pozorovatelnou se chape jako normovana
stfedni hodnota pozorovatelné v daném stavu),

— princip superpozice je vyjadfen linearitou funkcionélu pozorovatelné.

Poznamka: JestliZe mame stav zadany pomoci (nerozlozitelného) funkcionalu g(a),
muzeme pomoci Gelfandovy-Najmarkovy-Segalovy konstrukce sestrojit Hilbertav
prostor J#, ktery obsahuje vektor ¢ a je reprezentaénim prostorem takové reprezen-

tace T***) algebry U, Ze o(a) je stfedni hodnotou operatoru T(a) ve stavu ¢ v Hil-
bertové prostoru J#, tj.

o(a) = (¢, T(a) ) .

Vidime tedy, Ze pfistupy A, B pfedstavuji vlastn& jednu realizaci ptistuptt C, D (sou-
visi s jednou reprezentaci algebry 2 v ). Zda dali reprezentace algebry U davaji
nové fyzikalni teorie a zda tedy fyzikalni obsah spo¢iva v reprezentaci algebry nebo
v samotné struktufe algebry, budeme diskutovat pozdé&ji.

AxioMm II v TEORII A, B

Fyzikalni stav se uréuje fadou méfeni v uréitém systému soufadnic, a proto obecné
zavisi na vybéru tohoto systému. Podle specialni teorie relativity fyzikaln€ ekviva-
lentni systémy jsou inercialni systémy a ty spolu souvisi Poincaréovymi transfor-
macemit). Zakladnim Wignerovym postfehem bylo, Ze také relativisticka kvantova
teorie je invariantni vii¢i 10parametrické grup& Poincaréovych transformaci ([10]).

*) Pfedpoklad, ¥e pozorovatelné tvoii algebru, znamend, Ze pozorovatelné mohou byt s¢i-
tany, nasobeny mezi sebou i nasobeny komplexnim ¢islem a Ze tyto algebraické tkony spliiuji
jisté zdkony.

**) Funkciondl ¢ pozorovatelné a je zobrazeni, které kazdé pozorovatelné a z A ptifazuje

redlné &islo g(a): a — o(a) = {a) a spliiuje:
linearitu: e(Aiay + Ayay) = Aq o(ay) + 1 o(ay), 4y, A, komplexni Cisla ,
pozitivitu:  kdyza = 0, pak ¢(a) =0,
normalizaci: ¢(1) =1.

***¥) Reprezentace algebry je (mnoho-jednoznacné, linearni, multiplikativni) zobrazeni prvki
algebry do mnoziny linedrnich omezenych operatorii na Hilbertové prostoru /.

1) Tedy transformacemi Lorentzovymi a translacemi v prostorocase.
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Pfitom invariance teorie vzhledem k této grupé znamena, Ze ke kazdému fyzikalnimu
piistroji v daném inercialnim systému existuje 10parametricka soustava ,,ekvivalent-
nich* pfistrojt, totiz piistrojit postavenych podle téhoZ stavebniho navodu, ale umi-
sté&nych v riiznych inercialnich systémech, a Ze mnoZiny p¥ipustnych stavd jsou pro
pozorovatele v riiznych inercidlnich systémech stejné. Dale uvaZujeme takto: je-li
fyzikalni stav pfipraveny pfistrojem P a je-li g transformace z Poincaréovy grupy,
pak existuje téz stav y,, ktery je pfipraven ,.ekvivalentnim* pfistrojem P, (pfistroj
P ,,posunuty* transformaci g). PoZadavek relativistické invariantnosti teorie pak
znamend, Ze pravdépodobnost piechodu fyzikalniho systému ze stavu ¢ do stavu ¢
nezavisi na vyb&ru inercialniho systému,

(. WI* = (25 ¥5)?

pro libovolnou dvojici stavii a libovolnou transformaci g z Poincaréovy grupy.
Wigner ukézal, 7e jedinym zplisobem*), jak vyhovét této podmince, je mit ke kazdé-
mu g unitarni operator U, v Hilbertové prostoru J# takovy, Ze

le = Ug‘// > UgUg’ = Uy

neboli U, je reprezentaci Poincaréovy grupy.

AxioM II v Teorn C, D

Jestlize byla pomoci Gelfandovy-Najmarkovy-Segalovy konstrukce sestrojena
reprezentace algebry U pomoci operatord v Hilbertové prostoru ##, pak se relati-
vistickd invariantnost vyjadii stejnym zpiisobem jako v teorii A, B. Operator T/(a)
odpovidajici v # pozorovatelné a se transformuje pfi Poincaréové transformaci g
podle vztahu

T(a) - T(a,) = U, T(a) U .

Je-livsak fyzikalnisystém popsan pomociabstraktnialgebry 2, musi byt relativisticka
invariantnost vyjadfena jinak. K tomu je vhodné dit algebfe U strukturu paralelni
struktufe prostorofasu. Ke kazdé koneéné oblasti O prostorocasu pfifadime lokalni
algebru 2(0) generovanou viemi pozorovatelnymi, které lze m&fit p¥istroji, jejichz
prostoroasové soufadnice leZi v O. (Lokalni algebry (0) jsou podalgebrami A
a jejich souhrn generuje A.) Pfi Poincaréové transformaci g necht oblast O piejde
na oblast O,. Relativisticka invariantnost je pak vlastnost algebry , Ze pfi transfor-
maci g viechny pozorovatelné a e U(0) pfechézeji jedno-jednoznaénym zobrazenim

*) Operator U, je uréer: az na libovolny fazovy faktor; jeho unitdrnost znamena (qua, Ugyp) =
= (@, v). V piipadé diskrétnich transformaci (napi. ¢asové inverze) pfisluiny operdtor T muze
byt téZ antiunitarni, (Te, Ty) = (o, w)*.
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7, na pozorovatelné a, € A(0,),
A(0) - A(0,) = 7,%(0),

(tj. Poincaréova grupa je grupou automorfismi ).

AxioM III v TEORII A, B

Princip lokality je nesjpecifi¢t&j§im pfedpokladem relativistické KTP. Je zaloZen
na relativistickém principu kauzality, podle n€hoZ fyzikalni jevy ve dvou oblastech
0, a 0, oddéglenych intervalem prostorového charakteru*) nemohou na sebe fyzikalng&
vzadjemné pusobit. Proto téZ mé&feni pozorovatelnych v O, neovlivni méfeni pozoro-
vatelnych v 0,, coZ matematicky vyjadfujeme tim, Ze pfisluiné pozorovatelné spolu
komutuji.

V teorii A, B zakladnimi veli¢inami jsou pole, kter4 nemusi byt pozorovatelnymi.
Proto jsou-li pole pozorovatelnymi (jako je tomu v pfipad& napf. nenabitych bosoni),
lokalita poZaduje jejich komutativnost

[o(x1), @(x2)] = 0(x1) o(x2) = @(x2) @(x;) = 0

pro interval mezi svétobody x,, x, prostorového charakteru, tj. (x, — x;)* =
= c*(t; — t,)* — (r; — ry)*> < 0. V piipad& poli, kterd jsou nepozorovatelnymi
(nap¥. nabita &i spinorova pole) nejsme nuceni poZadovat jejich komutativnost na
intervalech prostorového charakteru. V p¥ipad€ spinorového pole se napf. obvykle
poZaduje antikomutativnost, abychom dostali Fermiovu statistiku pro &astice
tohoto pole,

W) W(xa)} = Px1) Ylx2) + ¥(x2) Y(x1) = 0

[ 11

pro (x; — x,)* < 0. V nedavné dob& se studovaly i slozit&j§i komutaéni relace,
které odpovidaji tzv. para-polim.
Axiom III v Teornt C, D

Princip lokality mUZeme vyjadfit takto: Jsou-li O, a O, dvé oblasti oddélené
intervalem prostorového charakteru, pak pfislu$né podalgebry spolu komutuji,

[2(0,), %(0,)] = 0.
*) To znamen4, Ze Zaddny bod oblasti Oy nemlzZe byt spojen svételnym signalem s libovolnym

bodem oblasti 0,. Tedy (x; — x,)? = ¢*(t; — 1)* — (r; — r))*> <0, kde x; = (t,r) €0,
i =1, 2 a cjerychlost svétla ve vakuu.
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AXIOM IV v TEORII A, B

Stav jedné Castice nebo sousiavy &astic lze charakterizovat vlastnimi hodnotami
operatori relativistické energie a impulsu p = (E/c, p) (a dalSich operatort s nimi
komutujicich). Stav charakterizovany p = 0 je invariantni vii¢i libovolnym trans-
formacim Poincaréovy grupy a piedpoklada se, Ze odpovidd vakuu (prazdnému
prostoru bez fyzikalnich &astic). Spektralni podminka fika, Ze kromé& jediného vakua
se mohou fyzikaln& realizovat jen ty stavové vektory, pro které E > Oa p* = E[c? —
— p? = m?c? s m = my > 0, kde m, je nejmensi z klidovych hmot &astic vyskytuji-
cich se v teorii. To znamend, Ze neexistuji stavy s energii niz8i, nez ma vakuum,
vakuum je stabilni stav.

Ax1oM IV v teORII C, D

Stejnou formulaci lze dat axidmu spektralnosti v teorii C, D, kdyZ v ni stavy
charakterizujeme pomoci relativistické energie a impulsu.

AX16M V v TEORII A, B

Tento axiém poZaduje, aby pole uvazovana v teorii A, B tvofila Gplny systém
operatortt v s v nésledujicim smyslu: pisobime-li operatory pole postupné na
vakuovy vektor, obdrZime uplny systém linearn€ nezavislych stavovych vektor
v #, tj. libovolny stavovy vektor lze vyjadfit jako superpozici takto ziskanych vek-
tortt. Pak ovSem je teorie tiplné, nebot neni tfeba do ni pfidivat dalsi pole.

Tento axiom nema proté&jfek v teorii C, D.

SPLNEN{ CiLU AKTP

Soucasnou situaci, jak se axiomatici vypofadali s Wightmanovym programem
AKPT, miZeme struéné€ popsat asi takto:

1. HLEDANI OBSAHU, DOSAHU A BEZESPORNOSTI AXIOMU

Z 1. a I1. axiému vyplyva, Ze pole nemiize byt operatorovou funkci, nybrz zobecné-
nou funkci — distribuci. Jakou zobecnénou funkci by vSak pole mélo byt, axiomy
neurduji. Je vSak jisté, Ze vybér distribuci ovliviiuje moZnosti zmén definic lokality
(11]).

PGvodné se axiomatici domnivali, Ze axiomy AKTP jsou natolik obecné, Ze nalez-
nou celé t¥idy teorii, které jim vyhovuji. Dnes vétSina z nich zastdvd nadzor pravé
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opacny. Po marnych pokusech sestrojit alespoii jednu netrivialni teorii (tj. s matici S
riiznou od 1), ktera by spliiovala vSechny axiomy AKTP, povaZuji systém axiomu
za prili§ jemné sito. Ponévadz systém axidomill neobsahuje pohybové rovnice KTP,
je zfejmé, Ze modely je velmi obtizné viibec hledat. Na druhé stran&, bez znalosti
matematicky konzistentnich modeli, které by vyhovovaly viem axidmim, nemtiZzeme
asi poznat plny dosah jednotlivych axiomu. Néktefi axiomatici proto zacali budovat
novou, tzv. konstruktivni AKTP.

Stoupenci tohoto sméru vychazeji z konkrétnich modelti v Lagrangeové formalismu
a snaZi se jejich studiem nalézt ¢i spiSe uhodnout obecné platné zavéry. Pracuji pfitom
metodou, kterou muZeme charakterizovat Boltzmannovym ,.elegance se hodi pro
prostoroasech JaFrFea GLiMM ([12]) ukazali, Ze v Yukawov€ modelu*) a 1¢p*-modelu
lokalita, relativistickd invariance a poZadavek kladné energie jsou konzistentni
s netrivialni S-matici. Pokrok nastal i v ostatnich p¥istupech AKTP. RUELLE ukazal,
7e kazda lokalni teorie pole (splfiujici spektralnost) implikuje (jednozna&ng&) S-matici.
Ve Wightmanové pfistupu, ktery vychazi z polnich operatord, vidy tedy existuje
S-matice ([4]). Odpovédi na otazky, zda riizné KTP mohou vést na tutéZz S-matici
a jak tuto S-matici konstruovat, miZeme nalézt ve fundamentélnich pracich BORCHER-
seovycH ([13]). Ten ukazal, Ze lokalni pole se dé&li na t¥idy ekvivalentnich lokalnich
poli (Borchersovy tfidy) podle relativni lokality. Fyzikalni vyznam t&chto t¥id vyplyva
z dal§ich Borchersovych vysledkii: vSechna pole ze stejné tfidy ekvivalence vedou na
stejnou S-matici. Abychom tedy mohli sestrojit netrividlni S-matici, musime vyjit
za ramec jedné t¥idy ekvivalentnich lokalnich poli. PonévadzZ systém axiomu se zda
byt pFili§ omezujici, vznikaji i snahy oslabovat né€které axiomy. Prvni axiém si dove-
deme predstavit rizné€ pozménény, ale protoZe dosavadni formulace tohoto axiému
je v plné shod& s na$i zkuSenosti, jsou takové navrhy spiSe akademické povahy.
Nejvice se uvaZzuje o moZnosti zmény tfetiho axiému — lokality. (Mikro)lokalita tak,
jak se b&Zné definuje, muize byt totiz $patnou extrapolaci nasi makrolokalni zkuSe-
nosti. Faktem vSak zlstava, Ze teorii, kterd by byla makrolokalni, ale nikoli mikro-
lokalni, se nikomu nepodafilo sestrojit a Ze lokalita byla experimentalné provéfena
az do 107 '* cm. Je také ziejmé, Ze opusténi nasich definic mikrolokality by znamenalo
ztratu fady (experimentaln& ovefenych) cennych piedpov&di (existence antilastic,
souvislost spinu se statistikou apod.).

2. SROVNANI RUZNYCH FORMULACI AKTP
Pti diskusi hlavnich axiomi jsme si ukazali, v ¢em se 1i§i formulace axiomi v teo-

riich A, B a C, D. Rozebereme si jesté podrobnéji dtleZitou otdzku, jez souvisi
s prvnim axiémem, a to zda samotna algebraicka struktura poskytuje plnou fyzikalni

*) Model s interakci Aywo.
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informaci nebo zda riizné reprezentace algebry musi byt povaZovany za rizné
fyzikalni teorie.

Jestlize algebra pozorovatelnych ma pouze jednu (ireducibilni) reprezentaci (aZ
na ekvivalenci), pak algebraicka struktura sama obsahuje veSkeré informace a nic
se neziskd ani neztrati tim, Ze pouZijeme verze teorie s konkrétnim Hilbertovym
prostorem. Takova situace je v kvantové mechanice, teorii systémit s koneénym
podtem stupfitt volnosti. Jak ukézal voN NEUMANN ([8]), existuje pro takové systémy
(aZz na ekvivalenci) jedina reprezentace komutacnich relaci (ve Weylov& tvaru),
takZe vyjadfeni hamiltonianu rtznych systémt ve Schrodingerové tvaru neni na
ujmu obecnosti. Na druhé strané tato proslulda von Neumannova véta neplati pro
soustavy s nekoneénym poctem stupiitt volnosti (KTP). Vime, Ze existuje nekonecné
(dokonce nespoletng) mnoho (neekvivalentnich ireducibilnich) reprezentaci algebry
pozorovatelnych daného systému, a Ze tedy nase otazka je opravnéna. Poté&Sitelné;jsi
neZ opravnénost je vSak ta skuteCnost, Ze otdzka byla plné zodpovédéna. V r. 1964
HAAG a KastLER ([14]) ukézali, Ze charakteristiky, které odlisuji neekvivalentni
reprezentace algebry pozorovatelnych jsou pfili§ jemné, nez aby mély fyzikélni
nasledky. Jinymi slovy neekvivalentni reprezentace algebry jsou fyzikaln€ ekviva-
lentni. Proto kterakoliv vérna reprezentace algebry pozorovatelnych slouZi stejné
dobfe k odvozeni fyzikalnich pfedpovédi. To znamena, Ze samotna struktura algebry
jiZ obsahuje plnou fyzikalni informaci a Ze zdsadné neni vitbec potfeba reprezentace
algebry v Hilbertové prostoru.

AZ doposud jsme srovnavali skupiny A, B s C, D. Ke srovnani skupin A, Cs B, D
pouze poznamenejme, Ze obé skupiny odraZeji jista fyzikalni fakta. A, C to, Ze veske-
ra méfeni provadime v prostorocasu a B, D to, Ze v&tSinu naSich informaci ziskavame
ze srazkovych (rozptylovych) experimenti, a to ve formé& znalosti impulst &astic
atd. Existuji &etné prace, které velmi detailn& srovnavaji &tyfi piistupy AKTP (viz

napf. [3], [4]).

3. KLASIFIKACE TEORI{

ProtoZe nezname jedinou konkrétni teorii, ktera by spliiovala vSechny axiémy,
klasifikace je trividlni. Na druhé strang diléi klasifikace existuji. Napf. SYMANZIK
([15]) odvodil, Ze viechny KTP (s uplnym systémem asymptotickych stavi) tvofi
hierarchii podle poctu tzv. ireducibilnich vrcholl, jeZ obsahuji. Nebudeme &tenafe
seznamovat s definici ireducibilniho vrcholu; pouze poznamename, Ze teorie s konec-
nym poétem téchto vrcholi jsou obyéejné KTP s polynomialnimi lagrangiany.

4. FyzIKALNI PREDPOVEDI

Fyzikalnich pfedpovédi plynoucich z AKTP neni zatim mnoho, ale patfi k funda-
mentalnim.
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Pfevazné byly odvozeny z Wightmanovy formulace axiémii. Pat¥i k nim napf.
souvislost spinu se statistikou (LUDERS, ZUMINO a BURGOYNE)*). Dale PCT teorém
(Jost), ktery tvrdi, Ze kazda lokalni relativistickd polni teorie ma PCT symetrii, tj.
existuje v ni operator s jistymi vlastnostmi ([2]). Tento teorém ma za nasledek netri-
vialni experimentalni pfedpovédi. Napf. kazda &astice ma antiastici**) a pravdg-
podobnost procesu ¢; + ¢, + ... + ¢, > ¢y + ¢; + ... + ¢, kde ¢; je zkratka
pro impuls p; a sloZku spinu s; j-té Castice, je stejna jako pravdépodobnost procesu
¢y + ¢+ ..+ 8y 8 + G + ... + G, kde ¢; znamena j-tou anticastici s impul-
sem —p; a slozkou spinu —s;. ‘

Z AKTP byla odvozena ,,absolutni‘“ omezeni velikosti maticovych elementi
S-matice pro extrémni hodnoty celkové energie pii sraZce &astic (MARTIN, FROISSART).

Byly nalezeny téZ riizné analytické vlastnosti S-matice a ukazano, Ze napf. unitarita
S-matice plyne z aplnosti systému rozptylovych stavil, jeji jednoznaénost a existence
z lokality a spektralnosti. Nemusi byt, jak bylo ukazano, jedno-jednoznadné kores-
pondence mezi poli a stabilnimi asticemi (LEHMANN, Symanzik, ZIMMERMANN, Haag,
Ruelle, Hepp atd.).

Pro né&které fyzikalni procesy elementarnich ¢astic byly odvozeny tzv. disperzni
relace (Bogoljubov, MEDVEDEV, PoLIvANOV, OEHME, TAYLOR, Hepp), ze kterych
napf. vyplyva, Ze znalost maticovych elementl S-matice pro jisty proces davd moz-
nost ptfedpovédét pravdépodobnost realizace jiného procesu.

Koneen& byla odvozena fada zavéri pro kfiZovou (crossing) symetrii (EPSTEIN,
GLASER aj.).

Celkové Jost a SALAM charakterisovali KTP jako dim s vysokymi sténami, dim
bez oken a dvefi, takZe vlastn€ nevime, zda jde o dum ¢&i vézeni. Axiomaticky piis-
tup si pak miZeme pfedstavit jako snahu vyfeSit tuto otazku studiem sloZeni cihel
a zpusobu stavby. Zdroj pracovniho nadSeni axiomatikli v této naro€né Cinnosti
miZeme srovnat s Hilbertovou virou, Ze Ignorabimus, tj. nepoznatelné, neexistuje.

Literatura:

[1] ,,Problemy Gil’berta‘‘, Sbornik redigovany P. S. Alexandrovem, Nauka, Moskva, 1969,
str. 116.
[2] Mechanika:
— G. HAMEL, Die Axiome der Mechanik, str. 6 v Handbuch der Physik V., Springer-Verlag,
Berlin, 1927.
— Variacionnyje principy mechaniki, Sbornik redigovany L. S. PoLakEM, Fizmatgiz, Moskva
1959.

*) Bosony, tj. ¢astice Fidici se Einsteinovou-Boseovou statistikou maji celo¢iselny spin, zatimco
fermiony, ¢astice Fidici se Diracovou-Fermiovou statistikou, maji polo¢iselny spin.

**) Castice se v ptirodé vyskytuji bud ve dvojicich &astice —anti¢astice nebo v jednotlivych
kopiich, kdyz ¢astice je identicka s anticastici.

145



Termodynamika:
— C. CARATHEODORY, Math. Ann. 67 (1909), 355.
Teorie relativity:
— H. REICHENBACH, Axiomatik der relativistischen Raum-Zeit-Lehre, Vieweg, Braunschweig
1924.
Kvantova mechanika
— viz [8]
Kvantova teorie pole:
— R. F. STREATER, A.S. WIGHTMAN, PCT, Spin and Statistics, and all that, W. A. Benjamin,
New York 1964 (rus. pieklad, Nauka, Moskva 1966).
— téz [3], [4].
[3] R. Jost, The General Theory of Quantized Fields, American Mathematical Society, Providen-
ce, Rhode Island, 1965 (rus. pieklad, Mir, Moskva 1967, str. 13).
[4] N. N. BocorjuBov, A. A. Logunov, I. T. Toporov: Osnovy aksiomati¢eskovo podchoda
v kvantovoj teorii polja, Nauka, Moskva 1969, str. 9.
[5] W. HEISENBERG, Zeitschr. f. Physik 720 (1943), 513, 673; Zeitschr. f. Physik I (1946), 608.
[6] A. S. WIGHTMAN, Phys. Rev. 101 (1956), 860; Les problémes mathématiques de la théorie
quantique des champs, CNRS, Paris, 1959. )
[7] R. JosT, Proceedings of the Sienna International Conference on Elementary Particles, Vol. 11.
Societa Nationale di Fisica, Bologna 1963, str. 140.
[8] P. A. M. DIrRAC, The Principles of Quantum Mechanics, Oxford 1959.
J. voN NEUMANN, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik, Springer-Verlag, Berlin
1932;
G. W. MACKEY: The mathematical foundations of quantum mechanics, W. A. Benjamin, Inc.,
New York 1963.
[9] G. E. WIcK, A. S. WIGHTMAN, E. P. WIGNER, Phys. Rev. 88 (1952), 101.
[10] E. P. WIGNER, Ann. of Math., 40 (1939), 149.
[11] A. JAFrE, Strictly localizable fields, preprint ICTP 1969, IC/69/12, str. 41.
[12] A. JAFFE, J. GLiMM, Phys. Rev. Lett. 23 (1969), 1362;
A. JAFFE, Proceedings of XVth Internat. Conference on High Energy Physics, Kiev 1970,
str. 821.
[13] H. J. BorcHERS, Nuovo Cimento 15 (1960), 184.
[14] R. HAAG, D. KASTLER, J. Math. Phys. 5, (1964), 848.
[15] K. SyMANZIK, Many-particle Structure of Green’s Functions v knize Symposium on Theoret-

ical Physics, Vol. 3, p. 121, Plenum Press, New York 1967.
»

J. DILLER

Ve Skole se ml¢ky prechazi dilezZitd otazka:
jak se dostavaji ¢isla do geometrie? Na zdkladg
jakych zdkond geometrie pfifadime bodim
piimky ¢isla tak, abychom jimi vyjadfili geo-
metrickou skute¢nost? V axiémech elementarni
geometrie od Eukleida po Hilberta neni o Cis-
lech vibec te¢. Je vSak tfeba uvazovat o sou-
vislosti axiomi geometrie se s¢itdnim i nasobe-
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nim v algebre. Algebraizace axiomaticky dané
geometrie zdlezi v diikazu, Ze pfedméty a relace
geometrie Ize zcela definovat v ¢iselném oboru
(obecnéji algebraické strukture), ktery zkon-
struujeme z geometrie... Usp&$né probrani
latky potiebuje dobrou tiidu nebo krouzek
s nadprimérnym smyslem pro abstrakci a pro
formalni Usudky.
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