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K definici entropie
ve statistické mechanice

Martin Machdéek, OndFejov

1. Uvod

Statistickd entropie je pojitkem mezi dvéma uplné€ odliSnymi pojmy v odliSnych
oborech: mezi entropii v termodynamice (Clausius, 1865) a v matematice (Shannon,
1949, Kolmogorov, 1956). Zatimco v termodynamice je slovo entropie jednoznagné,
ve statistické fyzice i v matematice oznaduje jiZ soucasné n€kolik pojmi. Jak se zda, je to
pravé tato mnohoznadénost, ktera ¢ini z entropie snad nejméné srozumitelny pojem celé
klasické fyziky. Prispiva k tomu ovSem i mald nazornost termodynamické entropie
v porovnani napf. s pojmy teplota Ci energie a v neposledni fad¢€ i autofi u€ebnic statistic-
ké mechaniky; bude-li mit &tenaf Cas, at se pokusi srovnat spolu definice entropie
v pracich [1—5] a nalézt v nich spole¢né body.

Pokusim se zde oddélit od sebe nékteré vyznamy tohoto slova a nalézt vztahy mezi
nimi; ptijde pfitom vesmes o piehled zndmych (i kdyZ nékdy malo zném}'lch) skute¢nosti.
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Bezpochyby nejobecnéjsim vyznamem slova entropie je ¢iselné vyjadfeni mnoZstvi in-
formace, a hleddme-li jednotici hledisko, budeme nuceni v pfisti kapitole struéné zavést
nékolik pojmi z matematické teorie informace. V kapitole tieti pak rtzné fyzikalni

vyznamy entropie budeme interpretovat pravé jako nékterd ,,mnoZstvi informace*.

2. Entropie v matematice

2.1 Mnoistvi informace a entropie rozkladu

Mame pred sebou experiment s N moZnymi stejné pravdépodobnymi vysledky. Mnoz-
stvi informace obsaZené ve sdé€leni vysledku experimentu bude patrné jistou rostouci
funkci I(N); provedeme-li vzapéti dalii nezavisly experiment s M stejn& pravdépodobny-
mi vysledky, lze to celé chapat jako jeden experiment sloZeny s MN vysledky, ale oviem
&as a energie potfebné ke sdé€leni toho, jak takovy experiment dopadl, budou soudtem
¢ast a energii potfebnych ke sd€leni vysledkd dilkich, tedy I(MN) = I(M) + I(N).
Volime proto I(N) = log N = —log p, kde p = 1/N je pravdépodobnost kteréhokoliv
z vysledkl experimentu. Zaklad logaritmu uréuje jednotku. Je-li roven 2, nazyvame tuto
jednotku bit; v matematice obvykle pouZivame zékladu e a ve statistické fyzice zakladu
exp (1Jdeg™'/k), kde k je Boltzmannova konstanta, takZe je potom I(N) = kIn N.
Povsimné€me si, s jak velkym mnoZstvim informace pracujeme ve statistické fyzice:
N musi byt rovno zhruba exp (10'¢) ~ 10'°", abyI:= 1J deg™* (ve statistické mechanice
ma mnoZstvi informace tento 10zmér; stane se bezrozmérnym, budeme-li m&fit teplotu
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v jednotkéch energie). Pro obecny experiment, v némZ vysledek i nastane s pravdépodob-
nosti p;, definujeme mnoZstvi informace zobecnénim hofej§iho vztahu,

(1) = —Zi:Pi log p;

(klademe 0 log 0 = 0). Podobnosti o teorii informace najde &tenaf napf. v [6].

Hofejsi uvahy lze abstraktnéji formulovat takto. M&jme prostor M s mérou P takovou,
Ze P(M) = 1. Bud dale ¢ rozklad M na kone&ny nebo spoetny podet disjunktnich
mnoZin {4, A,, ...}. Takovy prostor je matematickym modelem experimentu z pied-
chézejiciho odstavce: umisti-li bohyn& nahody Tyché [7] do M bod w tak, aby do A4;
padl pravé s pravd&podobnosti p; = P(4;), bude to pro nas vyzva ke zji§téni, ,,ve které
z mnoZin A € £ bod w leZi?*‘ Entropii rozkladu £ nazveme potom vyraz

(2 H(¢) = —;P(A,-) log P(4)).

Rozdélime-1i kaZdé A; na dvé stejn€ velké podmnoZiny, bude entropie takto zjemn&lého
rozkladu vétsi o log 2, i mé smysl definovat entropii nespoéetného rozkladu jako neko-
ne¢nou. Ma-li prostor M spojitou miru, je jeho rozklad ¢ na jednotlivé body takovym
nespodetnym rozkladem, a tedy H(e) = co. Ma-li naopak soustfedénu miru P v diskrét-
nich bodech, bude ¢ nejvyse spocetny. Entropie rozkladu ¢ prostoru M na jeho jednotlivé
body se také nékdy nazyva entropii tohoto prostoru.

2.2 Fazovy prostor

Na tomto misté vstupuje do hry fyzika. Necht fyzikalni systém, o jehoZ entropii
chceme mluvit, ma fazovy prostor Q. Fazovy prostor je mnoZinou vsech stavi systému
(v dalsim textu pro zdérazn&ni budeme n&kdy uZivat i terminu mikrostav), a je tieba,
abychom trochu pfesné&ji popsali, co tim rozumime. Kromé& toho bude nutno zavést na
prostoru Q2 miru.

V kvantovém systému rozumime stavem vZdy to, co se pln€ nazyva ¢isty stav; ten je
charakterizovan zadanim hodnot vsech ¢lent uplného komutativniho souboru pozoro-
vatelnych veli¢in. Na tomto prostoru zavedeme miru u tak, Ze kaZzdému stavu ptifadime
stejnou vahu, napf. 1 (tato mira samoziejmé neni pravdépodobnostni, normovanou
mérou). DileZité je, Ze kazd4 omezena podmnozZina fazového prostoru ma — je-li cely
systém prostorové omezen — konelny pocet stavil a Ze proto entropie rozkladu této
podmnoZiny na jednotlivé body je také koneéna. Tak napf. mnoZina stavii harmonické-
ho oscilatoru s energii men3i neZ n&jaké E (a vZdy miZeme udat n&jakou apriorni horni
hranici energie) obsahuje pouze E/hw prvki.

V klasické mechanice naopak i nejjednodussi systémy budou mit nespocetny fazovy
prostor se spojitou mérou, kterou bude ovSiem obvykld Lebesgueova mira. Entropie
rozkladu na body bude tedy pro kteroukoliv mnoZinu s nenulovou mérou nekonecna.
Abychom zadali absolutn& pfesné& hodnoty soufadnic a impulsi takového systému, musi-
me skute¢n& zadat nekone&né& pfesna &isla, tedy nekoneéné dlouhé fetézce cifer; finanéni,
energetické i &asové naklady s tim spojené jsou rovnéZ nekoneéné. Je pravdépodobné,
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Ze s timto druhem omezeni bychom se setkali nejdfive, ale i jinak bychom se dfive
nebo pozdé&ji dostali k omezenim kladenym kvantovymi relacemi neurcitosti. Abychom
tedy formalismem nezavadéli zbyte¢n& nekoneéna tam, kde k nim v praxi nemiiZe dojit,
dohodneme se, Ze za rozklad ¢ fazového prostoru na jednotlivé stavy v klasickém pfipa-
d& budeme povaZovat ne jeho rozklad na jednotlivé body, ale rozklad na buiiky o veli-
kosti tak malé, Ze jsou pod hranici na3i skutedné rozliSovaci schopnosti. Obvykle se voli
jejich velikost podle relaci neurditosti, takZe pro 6N-rozmérny fazovy prostor bude objem
jedné buiiky (2n#)Y, a poet ,,mikrostavi* v podmnoZin& A fazového prostoru bude tedy

(3) w(4) = (2nh)~" J‘AdN pdYq.

Pokud hodlame ztstat na pdé klasické mechaniky, je zde vyskyt Planckovy konstanty
nahodny. Uvidime, Ze pfi definici statistické entropie ma volba objemu elementarni
butiky pouze vyznam volby pocatku stupnice.

2.3 Makroskopické prom¥nné a makrostavy

Jak zndmo, rozumime makroskopickou veli¢inou realnou funkci na fazovém prosto-
ru. Zfejm& ma smysl ztotoZnit spolu ty makroskopické veli€iny, které se od sebe lisi
jen kalibraci méficiho pfistroje nebo volbou jednotek. Tyto transformace ponechavaji
beze zmény rozklad fazového prostoru na mnoZiny, na nichZ je makroskopicka veli¢ina
konstantni, a diileZit&j$i neZ samy funkce bude tedy tento rozklad.

V praxi Ize kaZdou makroskopickou veli¢inu méfit jen s uréitou omezenou pfesnosti.

Z obr. 1 vidime, Ze rozklad £, prostoru Q odpovidajici urCité makroskopické veli€in€ g

Eastice 2
<7
DY

Obr. 1. Rozklad prostoru na ma- h(w) =d+2¢
krostavy; jeden makrostav je vy- h(w) =d+ €
znaden S$rafovanim. Je vidét, Ze
sestava z N! stejnych komponent, h(w) =d
které v sebe prechazeji pfi per-
mutacich &astic. édSﬁC@ 1



bude tedy rozkladem na koneény nebo spodéetny systém mnoZin kladné miry. Volba
této nepfesnosti neni jednoznaénd. Zménime-li v§ak tuto nepiesnost r-krat, zméni se
r-kiat také mira kazdé z mnoZin rozkladu &,, a za chvili uvidime, Ze na definici entropie
ma tato nepfesnost vliv pouze skrze nepodstatnou aditivni konstantu.

Mikrostav jsme popsali uréitym uplnym souborem veli¢in. Je pfirozené makrostav
definovat jako mnoZinu vSech bodi fazového prostoru, na nichZ maji uréité makrosko-
pické veli€iny uréité hodnoty (obr. 1). Makrostav je tedy podmnoZinou fdzového prostoru
a mikrostav je specialnim pfipadem makrostavu (jednobodovd mnoZina). Zadéni sou-
boru makroskopickych veli¢in tedy uréuje rozklad & fazového prostoru na makrostavy.

3. Entropie ve statistické mechanice

3.1 Boltzmannova entropie

Na Boltzmannové nahrobku ve Vidni lze ¢ist
4) S = klogW.

Rovnici (4) v této form& napsal aZ Planck [8]; Boltzmann v3ak jako prvni poukazal
na umérnost mezi entropii makrostavu alogaritmem jeho pravdépodobnosti. PouZijeme
nyni aparatu vybudovaného v pfedchozi kapitole k tomu, abychom formuli (4) vysvétlili
a interpretovali.

M¢jme tedy zadany soubor makroskopickych veli¢in, a tim podle odst. 2.3 i rozklad
¢ fazového prostoru na makrostavy. Kazdy tento makrostav obsahuje urity podet
mikrostavil, v pfipad€ klasického systému ovSem elementarnich bunék. Ve vztahu (4)
potom je S = S(A) entropie daného makrostavu A € &, W = p(A) je potet mikrostavi,
které se v tomto makrostavu nachazeji. Pisme tedy (4) ve tvaru

(%) S(4) = k1n p(4).

Drive nez odvodime alternativni tvary této definice, uvedeme dv€ poznamky. Predea
v3im p(A) zévisi, jak jsme vid&li, na nepfesnosti, s niz méfime makroskopické veli€iny,
a v klasickém pfipadé i na velikosti elementarni buiiky (objemové jednotky ve fazovém
prostoru). Je zfejmé, Ze zménime-li kterykoliv z t€chto dvou parametrii r-krat, zménime
tim entropii o k In r. Provadime-li tyto zmény v celém fazovém prostoru stejné, zméni se
sice polatek odé&itdni entropie, ale rozdily entropie mezi jednotlivymi makrostavy
zistavaji beze zmény.

Za druhé, sklada-li se systém z N identickych &astic, pak ve fazovém prostoru pfi-
fadime kazdé &astici jistych 6 soufadnicovych os. Zadnou permutaci téchto prifazeni
nedojde ov§em k pozorovatelné zméné€. Proto makroskopické veli¢iny musi byt symetric-
ké vudi kazdé takové permutaci Castic a kazdy makrostav bude mit ve fazovém prostoru
uréitou oblast N!-krat opakovanou (obr. 1). I toto N!-nasobné zvétSeni miry makrostavu
se projevuje jako aditivni konstanta; nemuseli bychom mu vénovat pozornost, kdyby
zistavalo stejné. Jestlize vSak dva systémy, jeden z M a druhy z N identickych (a v obou
stejn;?ch) Gastic zaCneme povaZovat za jeden, zméni se nasobnost oblasti makrostavu
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zM!N!na (M + N)!, pocatek odcitani entropie se skokem zméni, a entropie by tak ne-
byla aditivni veli¢inou — té€zko by mohla korespondovat s termodynamickou entropii,
ktera aditivni je. Abychom tento Gibbsiv paradox odstranili, odeCteme pfislusnou
aditivni konstantu k In N! jiZ v definici. Jednoduseji Ize téZ fici, Ze za W bereme objem
jen jedné z N! kopii daného makrostavu.

Vratme se ke vztahu (5). Jazykem kapitoly 2 miiZeme nyni Fici: Entropie makrostavu
je mnoZstvi informace, které je ndm tfeba dodat, jestliZe jiZ vime, ve kterém makrostavu
se systém (né§ ,,bod cu“) nachazi, a chceme-li védét, ve kterém je mikrostavu. Je tedy

S(A) = H(e,)

neboli statistickd entropie makrostavu A je matematickou entropii rozkladu tohoto
makrostavu na jednotlivé mikrostavy (porovnejme to s definici na konci odst. 2.1).
Provedeme-li v definici H(e,) tentyZ krok jako pfi odvozeni vztahu (1), dostavame jests
jiny zapis této entropie,
(6) S(4) = —k ). poInp,,
weA

kde p,, = 1/u(A) je pravdépodobnost kaZdého z mikrostavii w leZicich uvnitf makrosta-
vu A. Jednou z nejéastéjSich pfi¢in nedorozumeéni pfi definici entropie je skutenost, Ze
jak W = p(A), tak p, = 1/u(A) se v uebnicich v&tsinou nazyva ,,pravd€podobnosti‘.
Je tfeba si uv€domit pfesny vyznam tohoto slova: prvni znamena relativni pravdé-
podobnost vyskytu makrostavu A vici jinym makrostaviim pfi a priori stejné pravdé-
podobnosti obsazeni viech mikrostavii v celém fazovém prostoru (nebo aspofi v jeho
velké omezené podmnoZing), zatimco druhé znamend podminénou pravdépodobnost
vyskytu mikrostavu w € A, jestliZe jiZ vime, Ze se systém nachazi v makrostavu A.

Entropii definovanou v tomto odstavci budeme nadale nazyvat Boltzmannovou
entropii a oznacovat Sp.

3.2 Gibbsova entropie

Vime-li, Ze se systém nachazi v makrostavu A, ale nevime-li o0 ném jiZ nic bliZsiho,
Ize nas$i informovanost popsat touto hustotou ¢ ve fazovém prostoru:

(7 o(w) = const = p,, = 1/u(4) pfi wed,
—0 jinak.

Boltzmannovu entropii pak podle (6) miZeme zapsat jako

(®) Sp(4) = —k.[ o(w) In g(w) du = Sg[e] .

Vztahem (8) s obecnou fazovou hustotou ¢ potom definujeme veli¢inu, kterou budeme
nazyvat Gibbsovou entropii. Z hlediska teorie informace je (podle (2)) Ss[e] mnoZstvi
informace, kterého je nam tfeba ke zjiSténi mikrostavu, v némZ se systém nachazi,
jestliZe jiZ zname pravdépodobnostni rozloZeni, s nimZ se vyskytuje ve fazovém prosto-
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ru — fazovou hustotu g. Pov§imn&me si, Ze jak Sg, tak S; charakterizuji mnoZstvi in-
formace, které nemdme k tomu, abychom ur¢ili detailni stav systému, a je tedy opravnéné
mluvit ponékud voln&o tom, Ze ,,entropie je mirou nasi neznalosti*“. Jsme-li jiZ u popular-
nich vyznama entropie, vezméme jest€ jeden, ktery pravi, Ze ,,entropie je mirou ne-
potadku‘‘. Jestlize fazovy prostor skfin€ na Saty rozdélime na dva makrostavy, ,,pofa-
dek* a ,,neporadek®, je zcela pfirozené, Ze druhy z nich bude realizovan v mnohem
vét§im podtu mikrostavil neZ prvni, a jeho entropie Sy bude tedy vyssi.

Napsal jsem ,,obecna fazova hustota®, a musim to trochu upfesnit. I v obecném
pfipadé po fazové hustoté poZadujeme aby byla konstantni na kaZdém makrostavu
(matematicky, aby byla méfitelna vzhledem k algebfe makrostavil). Jednotlivé mikro-
stavy uvnitf makrostavu jsou experimentalné nerozlisitelné, a proto jim musime a priori
pfiznavat stejnou pravdépodobnost. Hustota ¢ udéava tedy jen rozdé€leni souboru do
makrostavil, a miZeme psat

Py = j e du = o(w) u(4),

4

takZe o(w) = p4/u(A), kde p, je pravdépodobnost, Ze systém bude leZet v makrostavu A.
Gibbsova entropie tohoto souboru bude pak

6)) Sele] = -k Z Z o(w)In go(w)=—k Y pAwEA ,T(I) (A)_

=k ;pA In p(4) ~k ZAPA Inp, = ;pASB(A) + H(E,),

kde prvni sumace je pfes vSechny makrostavy, druha pfes v§echny mikrostavy v daném
makrostavu (pfipomeiime, Ze té&h je pravé u(A)); &, je rozklad celého fazového prostoru
na makrostavy, ptifemZ kazdému z t€chto makrostavit pfifadime jako miru jeho p,
(ne tedy jiZz u(A), p, je normovana, pravdépodobnostni mira, kdeZto u(A4) neni). Vzorec
(9) interpretujeme takto: Informace o tom, v jakém mikrostavu se nachazi systém nédhod-
né vybrany ze souboru popsaného hustotou se sklada z toho, v jakém makrostavu se
systém nachazi (mnoZstvi této informace je H(&,)), a dale z informace o tom, v jakém
mikrostavu je systém; vime-li jiZ, Ze je v makrostavu A (kaZd4 tato informace je Sy(A),
pak vezmeme jejich stfedni hodnotu). Je vidét, Ze je vidy Sg[e] = [o(w) Sp(w) du.
V praxi v§ak byva rozdil mezi S; a stfedni hodnotou Sy zanedbatelny. Upfesnime jesté
definici S; pro klasicky pfipad: obdobné jako u S zvolime za objemovou jednotku
(2nh)", a abychom se vyhnuli Gibbsovu paradoxu, integiujeme vZdy pfes jednu N!-tinu
fazového prostoru (nebo spiSe kaZdy integral pfes cely prostor vyd&lime N!). Pak je
normovaci faktor u g, a tedy aditivni konstanta u S, jednoznacné€ uréen vztahem

J?( )du=1.

11
N! (2nh)"

Nyni se tedy dostavame k vlastnostem Gibbsovy entropie. Za to, 7e je pojmem
obecnéj§im neZ Sg, musi platit n€kolika vlastnostmi, které u entropie pokladime za ne-
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pfijemné. Piedevsim neni nutn€ nezdporni. Bude-li ¢ hodné€ ostra funkce s nosiCem
mensim, neZ je objem elementarni buiiky, bude diky normalizaci ¢ > 1 na tomto nosiéi,
a tedy Sg[e] < 0. Odpovidé to tomu, Ze jiZ v samotném g je vice informace, nez kolik
poZadujeme (chceme urdit mikrostav jen s pfesnosti na elementarni buﬁku), a tedy
informadni rozdil je zaporny. K takové situaci vSak jist€ nedojde, jestlize jsme zvolili
(a to jsme u&inili) velikost elementérni bufiky (2r4)" podle kvantovych relaci neuréitosti.

Druhy nedostatek je zdvaZné&jsi. Ponechidme-li systém vyvijet se v ase podle pohybo-
vych rovnic, bude jeho reprezentativni bod w ve fazovém prostoru @ probihat urcitou
trajektorii a)(t) = T,co(O). Nebudou-li mu v tom branit néjaké zakony zachovani, stravi
v makrostavu s vét§im objemem, a tedy s vétSi Boltzmannovou entropii, vice ¢asu neZ
v makrostavu s entropii niZ§i. Rozhodn€ nemame diivodu ocekavat, Ze by Sy mélo zlsta-
vat neménné v &ase, a pfedpokladame spise, Ze bude riist. Ne tak Sg. Podle Liouvilleovy
véty transformace T, zachovava miru y, takZe substituci T- ,w — w dostdvame (pi§eme
pro jednoduchost r{w, 1) = —ke(w, t) In ¢(w, 1))

Se[e(i)] = Lr(w, 1) du(w) = Lr(T_,w, 0) du(w) = L(w, 0) du(@) = S[e(0)] -

Pivod tohoto jevu miiZeme nalézt, vezmeme-li za ¢ na chvili skokovou funkei (7) (viz
obr. 2). Potom Sg(w(0)) = Ss[e(0)] je, jak jiZ bylo feeno, mnoZstvi informace o mikro-
stavu v &ase 0, vime-li jiZ, Ze makrostavem v &ase 0 je 4. Dale Sy(w(t)) je mnoZstvi in-
formace o mikrostavu v Case t, vime-li, Ze systém je v case t v urCitém makrostavu,
do kterého se dostal (ktery makrostav to bude, to bez znalosti «(0) nelze obecn& urcit),
zatimco Sg[o(t)] je mnoZstvi informace o mikrostavu v ¢ase t, vime-li, Ze systém by]

A,

w(t)=Tyw(0) Tt A
w(0) s

(a) (b) (c)

Obr. 2.

(a) Silné€ je ohranicen ma-
krostav 4, v n€m je bod
®(0) a jeho trajektorie aZ
do casu t. Ziejm&
Sg  ((0)) =k In pu(4y),
Sg (w(t)) = k In p(A,).Pro-
toZe w(t) s nejvétsi pravdé-
podobnosti padne do velké-
ho makrostavu 4,, jeho Sy
pravdépodobné vzroste.

(b) MnoZina bodu, které
v Case O tvorily makrostav
Aj, tvori v Case ¢ tuto mno-
Zinu T,A;. Objem u(T,A4,)
se podle Liouvilleovy véty
s Casem neméni; mnoZstvi
informace obsaZené v zada-
ni této mnoZiny je tedy
stejné ve vSech Casech,
a Gibbsova entropie proto
zustava konstantni.

(¢) V kazdém makrostavu
rozptylime rovnomérné ty
body mnoZiny T,A4,, které
do né&j padly; tim ztratime
urditou informaci. Gibbso-
va entropie sestrojena z tak-
to ustfedn€né hustoty je
vZdy v&tSi neZ entropie pu-
vodni.
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v ¢ase 0 v makrostavu A. Fyzikalné je pfijatelny pouze prvni zpiisob, nebot pfi ném je
entropie funkci makrostavu v daném okamziku, bez odvolavky na minulé stavy systému.
Ze je ve druhém piipadé néco v nepofadku je vidét i z toho, Ze obecng o(t) neni funkci
méfitelnou viugéi algebfe makrostavil, tedy neni na kaZzdém makrostavu konstantni.,
Tim vS§ak mame danu i cestu k feSeni problému: udélame z ¢ takovou méfitelnou funkci,
vystfedujeme ji pfes kazdy makrostav,

o(w, 1) = o (w, 1)= T;)J‘Ag(w’, )du(w’) pii wed.

Ani tim se ovSem &asovy vyvoj Sp a S; nestane stejnym. Zatimco Sy neni v budouc-
nosti jednozna¢né urceno poCateCnim makrostavem, a v fidkych p¥ipadech muze i po-
klesnout, S; se timto ustfednénim uréi jednoznaéné&, vzroste nebo alespoii neklesne,
a opé&t bude v&tsi neZ nebo rovno stiedni hodnot& Sy(T,w) vzaté pies viechna w € 4.

Hustota ¢., a entropie S¢lo.,] se nazyvaji hrubozrnnd hustota (coarse-grained
density), resp. entropie. Co pomohlo pfi specidlnim pfipadé skokové hustoty, pomiZe
i pfi obecném g. Obvyklym nedostatkem vykladu v tomto misté je skutenost, Ze se
nespecifikuje, pfes které mnoZiny (,,hruba zrna“) se provadi stfedovéni. Z hotejsi analyzy
vyplynulo, Ze je tfeba, aby tyto mnoZiny byly rovny makrostaviim; na rozdil od {ivah
napf. o nepfesnosti méfeni makroskopickych veli€in, v tomto pfipad€ na velikosti zrn
opravdu zaleZi. To jiZ nahlédneme, kdyZ si uvédomime, pro¢ entropie pfi hrubém zrnéni
roste: sttedovanim se ztraci informace o mikrostavu systému a ¢im v&tsi zrna, tim vétsi
ztrata informace, tim vétsi i pfirGstek entropie. Obdobné zaleZi i na tom, jak &asto
stftedujeme. Tato otazka je sloZitéjsi a souvisi s tim, do jaké miry Ize obecné nahodné
procesy aproximovat markovskymi. Nebudu na tomto misté zabihat do podrobnosti
a uvedu jen to, Ze se rozhodné nedopustime chyby, bude-li interval mezi jednotlivymi
ustfednénimi co nejdelsi, zatimco v opa¢ném piipadé bychom se chyby dopustit mohli.
Kritériem zde bude srovnani s relaxa¢ni dobou souboru, tedy s ¢asem, po jehoZ uplynuti
z fazové hustoty souboru nemuiZeme jiZ rekonstruovat jeho fazovou hustotu pocate¢ni.

Jestlize Sy je funkci stavu (mikrostavu nebo makrostavu), S;; je funkcionalem fazové
hustoty. Existuje jistd vzajemna korespondence mezi makrostavem a fazovou hustotou,
nebof ke ka’dému makrostavu existuje vZdy skokova hustota (7). Naopak, jsou-li
g1 ---» g makroskopické veli€iny, lze vypoditat jejich stfedni hodnoty {g,> = [eg, du
atd. a mluvit o makrostavu charakterizovaném souborem té&chto hodnot,

A ={0eQ|g (o) =<g1), ..., gu(®) = <gn)} -
NapiSeme-li vSak
(10) S(4) ~ Sg[e]

bude to mit dva nedostatky. Pfedné je vySe uvedena procedura zavisla na kalibraci
funkci g, a je-li néktera z g skokovou funkci, miZeme dostat hodnotu {g), které g samo
viibec nenabyva. Za druhé, pfiblizna rovnost (10) plati jen tehdy, mé-li ¢ pfibliZzn& tvar
skokové funkce (7). Pies tyto teoretické vyhrady je pro realistické fazové hustoty,
zejména pro kanonické rozdé&leni, (10) velmi dobfe spln&no; projdeme-li pozorné zave-
deni entropie v [4], uvidime, Ze tam se obdobného vztahu uziva jiZ pfi definici.
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4. Korespondence s termodynamikou

4.1. Specialni entropie a sméfovani k rovnovize

Budeme se nyni zabyvat korespondenci entropie ve statistické mechanice a v termo-
dynamice. Je zfejmé, Ze jedinym kandidatem na tuto korespondenci na strané statistické
mechaniky je Sg, nebot jen ta je funkci stavu. V definici Sy jsme v§ak dosud ponechali
otevienou otazku ktery soubor makroskopickych veli¢in pouZijeme. Entropie v termo-
dynamice (TMD) je aZ na aditivni konstantu jednozna&ng uréena veli¢ina, kter nemiize
zaviset na tom, jaké veli¢iny jsme pravé ochotni nebo schopni méfit. Prostudujme tuto
otazku nejprve na jednoduchém piipadé.

V pfipadé idealniho plynu v nddobé rozdélené na dv€ poloviny mame pro jednoduchost
dvé makroskopické proménné: hustotu v jedné z ¢asti nadoby a teplotu, o niZ pfedpokla-
dame, Ze je v obou &astech stejnd. Celkové mnoZstvi plynu je konstantni, takZe hustota
v druhé polovici nadoby je jiZ zavislou veli¢inou. Vime, Ze TMD entropie plynu je funkci
pouze objemu a teploty. Jak bude vypadat makrostav (jako podmnoZina fazového pro-
storu) odpovidajici tomu, Ze viechen plyn je uzavien v levé poloving nddoby? Snadno
nahlédneme, Ze je to jedna z N + 1 oddélenych komponent energetické nadplochy
{(p, q) | H(p, q) = E} (obr. 3). Poviimn&me si, jakou roli zde hraje objem. Neni to
makroskopicka veli¢ina v tom smyslu, jak jsme je definovali vySe, totiZ neni to funkce
definovana na fizovém prostoru. Objem je vlastnosti hamiltoniinu (je vymezen piiso-
benim vné&jgich sil na &astice), a jeho vliv se projevuje pravé tim, Ze rozklada energetickou
nadplochu na mnoZstvi spolu nesouvisejicich komponent. Rekneme-li, ¢ TMD entropie
plynu v rovnovaze zavisi jen na jeho energii a objemu, je tomu tfeba rozumét takto:
objemem zadavdme komponentu, energii ,list“ v této komponent¥ leZici (obr. 3).
Tento list je makrostavem systému a jeho Boltzmannova entropie je pravé statistickym
vyjadienim entropie termodynamické. — Zatim jsem ovSem ukazal jen to, Ze toto
tvrzeni je pfijatelné; Gplny dikaz se v pfipad€ tohoto jednoduchého systému provede
prosté vycislenim Sy jako funkce argumenti E a V.

Obr. 3. Fazovy prostor ,,plynu‘ zjedné &as- p
tice v nadob& rozdélené sténou. Silna ara

vyznaduje dv& oddélené komponenty energe- f
tické nadplochy, v levé &asti je znazornéno /
n&kolik lista jinych energetickych nadploch.

q

Je tedy pfi daném objemu rozklad na makrostavy pro vypodet speciilni Boltzmannovy
entropie uren jedinou makroskopickou veli¢inou, energii. Otevieme-li nyni kohout
mezi ob€éma polovinami nddoby, vytvofime most mezi dv€ma dosud nesouvisejicimi
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komponentami energetické nadplochy. AZ se tlaky v obou polovinach vyrovnaji, dojde
k situaci analogické té, kterou jsme pravé popsali; proto nas bude zajimat stav v mezidobi.
Jsme v pokuseni Fici, Ze celkova energie plynu neni v tom okamZiku jedinou makrosko-
pickou veli¢inou, nebot makroskopicky stav systému je popisovan i tlakem v jedné
Gasti nadoby. Z hlediska entropie S je takova volba dokonce rozumna; ¢im jsou si oba
tlaky bliZe, tim v&t3i bude fazovy objem makrostavu (E, p), a tim v&t3i tedy jeho entropie
Sp. Ale pozor: termodynamicka entropie je ve striktnim smyslu definovana pouze pro
systémy v termodynamické rovnovaze, takZe b&hem rozpindni plynu o ni nemtiZeme
mluvit. (Obecngji je definovéna i pro systémy sloZené z n&kolika makroskopickych
podsystémii, z nichZ kazdy sdm o sob€ je v TMD rovnovaze, jako soudet jejich entropii;
o tom pohovofime v néasledujicm odstavci.)

Zda se tedy, Ze pfece jen jedinou makroskopickou veli¢inou, kterou miiZzeme pouZit pfi
definici Sg, abychom dostali protéjsek TMD entropie, je energie. Abychom to nahlédli
obecnéji, formulujme nejprve vlastnosti, o nichZ ze zkuSenosti vime, Ze charakterizuji
realné TMD systémy:

(a) Tyto systémy maji pouze 7 jednoznacnych nezavislych integrali pohybu, totiz
energii, sloZky hybnosti P a momentu hybnosti M. Pohyb reprezentaniho bodu systému
po nadplose uréené témito integraly je pfitom takovy, Ze jeho trajektorie chaoticky a rov-
nomérné probiha celou tuto nadplochu.

Poznamky k tomuto bodu: Toto tvrzeni je, jak zndmo, podstatou ergodické hypotézy.
Ac&koliv matematicky byla tato vlastnost prokézana zatim jen u ,,plynu z kuleénikovych
kouli“ [10], zku3enost sv&d&i o tom, Ze ji Ize piijmout jako pracovni pfedpoklad. Zadny
jiny obecny jednoznaény a nezavisly integrdl pohybu se dosud nenaSel; kdyby se nasel,
zaujal by ovSem misto vedle energie v souboru makroskopickych veli¢in pro definici
entropie.

(b) Na této nadplose jakykoliv rozklad uréeny skute¢né méfitelnymi makroskopickymi
veli¢inami je takovy, Ze do néj patfi jedna mnoZina mnohem a mnohem vétsi neZ v§echny
ostatni. Makrostav odpovidajici této mnoZin€ nazveme rovnovdZnym makrostavem.

Poznamky: Uréeni,,mnohem a mnohem je tfeba brat ve smyslu ¢isel jako je on&ch
101°" z odstavce 2.1; tato &isla nelze nazvat ani astronomickymi. (Pro srovnani: pramér
pozorovatelného vesmiru m&feny v angstrémech je jen asi 10°°.) Jako piiklad vezméme
kilomol plynu s 2n = 1027 &4sticemi v nddobé rozdélené na poloviny sténou s otvorem.
Makroskopickou veli¢inou necht je m takové, Ze v jedné Casti je n— m a ve druhé

- - < . , ey 2n
n + m Castic. Relativni pravdépodobnost nalezeni daného m je zfemé (n ml

~ exp(—m?[n), takZe jiz pfi extrémn& vysoké piesnosti Am/n =~ 107'° dostavame
objem makrostavu |m| < 1071° n asi 10'°’krat v&t3i, neZ je objem makrostavu soused-
niho.

Z vlastnosti (a) plyne, Ze po jisté dob& (kterou nazveme relaxacni cas systému) nebu-
deme o mikrostavu systému v€dét nic vice nez to, Ze se nachazi nékde na energetické
nadploSe, a jsme proto nuceni mu po celé této nadplose pfiznat rovhomérnou apriorni
hustotu pravdépodobnosti. Z vlastnosti druhé pak plyne, Ze aZ na naprosto zanedbatelné
vyjimky bude pfi jakékoliv volb& makroskopickych proménnych systém v rovnovazném
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makrostavu a Ze objem tohoto makrostavu (resp. jeho entropie) bude prakticky stejny
jako objem (resp. entropie) celé energetické nadplochy. Dospéli jsme tedy opravdu k za-
véru, Ze termodynamické entropii lze pFifadit statistickou entropii Sg, pFi jejiZ definici
pouZijeme jako jediné makroskopické veliciny energie.

4.2, Entropie nerovnoviznych systému

Zbyva probrat piipad uvedeny vyse: systém je sloZen z nékolika navzijem slabé in-
teragujicich podsystémil, které jsou samy v TMD rovnovaze. Podle toho, co bylo feGeno
vyse, bude TMD entropii kaZdého z t&hto podsystémii odpovidat entropie Sy(E;),
kde E,; je energie i-tého podsystému. ProtoZe spolu tyto podsystémy interaguji jen velmi
slab&, budou jejich stavy prakticky statisticky nezavislé, a makiostav celého systému
bude kartézskym soudinem makrostavii jednotlivych podsystémil, tedy jakymsi kvadrem
ve fazovém prostoru. To je netrividlni tvrzeni. Kdyby spolu podsystémy interagovaly
siln&, byly by jejich mikrostavy statisticky zavislé, a makrostav celého systému by mohl
byt napf. kouli; kouli v§ak nelze napsat jako kartézsky soucin jakychkoliv mnoZin ve
fazovém prostoru. (K tomuto vysledku bychom se dostali napf. tehdy, kdybychom za
podsystémy povaZovali jednotlivé Castice; makrostav celého systému z nich sloZeného
je totiZ pravé takovou kouli.) Jak je vidét, obvykly poZadavek makroskopiénosti pod-
systémil lze vyjadrit presnéji a jednoduseji jako poZadavek na statistickou nezavislost
t&chto podsystémil. Postadujici podminkou pro tuto nezavislost v pfipadé realnych systé-
mu je slaba vzajemna interakce, a postacujici podminkou k takové slabosti je makro-
skopi¢nost: podsystémy spolu interaguji prakticky vZdy jen na svém povrchu a relativni
velikost povrchu s rostoucim rozsahem podsystému klesa.

Fazovy objem takového kartézského souéinu je roven soudinu objemi jeho Ciniteld,
takZe jeho logaritmus, Boltzmannova entropie makrostavu systému, je rovna soudtu
entropii makrostavi podsystémil. RovnéZ termodynamicka entropie takového sloZzeného
systému je rovna souttu TMD entropii podsystémi*). Lze proto fici,Ze souborem
makroskopickych proménnych které pouzZivdime k definici Sz v tomto obecnéjSim pfi-
padé, je pravé soubor energii jednotlivych podsystémii.

5. Zavérem citat z R. Emdena

,,Jako student jsem si s prospéchem precetl kniZecku F. Walda nazvanou Viddkyné
svéta a jeji stin. Tim byla minéna energie a entropie. Jak jsem si roz$ifoval znalosti,
zalalo se mi zdat, Ze si ty dvé vyménily mista. V obrovské tovarn& pfirodnich procest
hraje princip entropie roli feditele, nebot ur€uje zptisoby a metody prace, zatimco princip
energie pouze uttuje, vyvaZuje aktiva a pasiva.* [10]

*) Zatimco v3ak statistickd nezévislost postadovala k tomu, aby Sp systému byla rovna souctu Sp
podsystému, je k existenci TMD entropie podsystému jiZ nutno, aby byly makroskopické.
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Synchrotronové zareni

Jaromir Hrdy, Praha

1. Uvod

Synchrotronové zafeni je zafeni, které vznika pfi pohybu relativistické nabité Castice
po zakfivené draze. Jeho nézev je odvozen od toho, Ze bylo prvné pozorovano na urych-
lovadich synchrotronového typu. Ackoliv prvni pozorovani synchrotronového zéfeni
se datuje do r. 1947 (na General Electric 70 MeV synchrotionu), sahaji po&atky teoretic-
kych praci aZ do roku 1898, kdy Liénard a pozdé&ji Schott ukéazali, Ze elektron pohybujici
se po kruhové draze miZe byt zdrojem intenzivniho elektromagnetického zafeni [1].
Ivanénko a Pomerancuk v r. 1944 zjistili, Ze ztraty energie elektronti zafenim maji pod-
statny vliv na &innost urychlovaéi. Podrobnou teorii synchrotronového zafeni podal
v 1. 1946 Schwinger [2], ktera byla jim a daliimi autory pozd&ji déle rozpracovéana.
Po prvnim pozorovani synchrotronového zareni v r. 1947 byly vlastnosti tohoto zafeni
experimentalné studovany a byl prokdzan souhlas s teorii. V Sedesatych letech zapocala
éra vyuZivani synchrotronového zafeni k védeckym ucelim. Abychom pochopili,
v ¢em spocivaji vynikajici vlastnosti tohoto zafeni, nastinime v dal$im alespoii kvalita-
tivng jeho teorii. (Vzhledem k tomu, Ze ztrata energie &astice vyzafenim za jeden ob&h
je nepfimo umérné ¢tvrté mocniné jeji hmoty, je zafeni t&€Z8ich ¢astic jako napf. protonit
zanedbateln€ malé ve srovnani se zdfenim elektronti. V dal§im jiZ proto budeme hovofit
jen o elektronech.)
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