Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Petr Hajek
Syntaktické metody matematické logiky

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 11 (1966), No. 1, 22--31

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/138085

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematikt a fyzikt, 1966

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/138085
http://project.dml.cz

tou existujici zcela mimo naSe smyslové organy. Vime nyni, Ze hrubych modeld nelze
pouZit k popisu takovéto reality. MiZeme si jenom pfat, abychom vZdy konstruovali
takové matematické a jiné modely, které by byly dostateéné vieobecnymi, aby zahr-
nuly jevy pokud moZno z nej$ir§i oblasti. Tyto nové metody jsou zfejmym pokrokem
ve smyslu mé pracovni definice, pokud je extrapolace pfipustnd ve velmi malych
rozmérech. Soudasn¥ pak ukazuji na slabad mista v naSich znalostech, kterd vyZaduji
dalsi zkoumani. Nechtél jsem oviem Fici, Ze naSe matematické modely jsou dokonalé.
Domnivam se pouze, Ze pfedstavuji obrovsky pokrok ve srovnani s mechanistickymi
modely pouZivanymi pfed padesiti lety.

PreloZili a upravili Petr Repa a Libor Paty

SYNTAKTICKE METODY MATEMATICKE LOGIKY
PeTR HAJEK, Praha

Tento &lanek byl napsdn ze dvou divodd. Za prvé ma dat Stenafi informativni
pfestavu o pfedmétu matematické logiky — aspoii v jednom jeho vyznamném aspek-
tu. Tento divod by viak sdm o sob& nestadil, nebof &tenaf ma k dispozici napf.
pfehledny ¢lanek Riegriiv [8]*), ktery je tfeba zdjemciim viele doporudit; ve srovnani
s prvni polovinou mého &lanku dovédi se v Riegrové ¢lanku vice o zdsadnim pojeti
matematické logiky (nejen o jejich syntaktickych aspektech), ale mén& o konkrétnim
apardtu matematické logiky, jehoZ minimalni znalost Rieger pfedpoklada. V tomto
¢lanku jsem viak chtél za druhé vyzdvihnout (snad subjektivng) finitn€ syntakticky
aspekt matematické logiky (viz nadpis) a referovat o prici i vysledcich praZské
matematickologické $koly, zaloZené zesnulym doc. L. RIEGREM a vedené nyni doc.
P. VoprENkou, kterd v aplikaci syntaktickych metod na metamatematické problémy
teorie mnoZin dosdhla vyznamnych vysledki (alespoii pokud jde o jmenované pie-
stavitele). Prvni &ast &lanku informuje o pfedmé&tu matematické logiky, aniZ pfed-
poklada speciélni znalos’i. V druhé &asti, kde se referuje o metamatematické proble-
matice teorie mnoZin, se od &tenafe vyZaduje jista orientace v teorii mnoZin, napf.
v rozsahu pfehledného ¢lanku akad. KoRiNkA [7].

Pfedmétem matematické logiky je podle Riegra [8] studium obecnych zakonitosti
vztahu dbsledku mezi matematickymi v&tami. Toto studium ma dvé &asti: 1. forma-
lizaci vztahu disledku, tj. konstrukci formalnich jazykd (logistickych systémii),
2. vlastni studium takto zkonstruovanych systémd.

*) A také &lanek J. Hofejse [5]; jeho prispévek mi nebyl zndm pfi psani tohoto &l4nku. Ctendf
poznd, Ze Hofejsliv ¢ldnek je zaméfen ponékud jinym smérem neZ mé pojednani (najde v ném
napf. zevrubné pouceni o vyrokovém poctu, o némz se v tomto ¢ldnku vibec nezmitiuji). Nékteré
myslenky, které lze najit jak v HofejSové ¢lanku, tak zde, byly zde ponechany, aby &tendf, ktery
se zajimd o vysledky praZské $koly, mé&l k prostudovini co nejméné pripravnych partii, tj. aby
vystalil s ¢ldnkem, ktery ma prévé v ruce.
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K osvétleni mySlenek formalizace matematické (obecnéji, védecké) Fedi jakoZto
fragmentu pfirozené fedi pouZijeme jisté (zjednoduSené) pfedstavy badatele*). Naj
badatel ma (pozoruje) n&jaky systém objektd, které maji n&jaké vlastnosti a mezi
nimiZ jsou né&jaké vztahy. Badatel formuluje véty, ve kterych konstatuje vlastnosti
objektd a vztahy mezi nimi a podle jistych pravidel dedukuje dal§i z4vislosti mezi
nimi. Uvedme pfiklady. 1. Objekty mohou byt pacienti nemocnice, ,,vlastnostmi*¢
rizné choroby, fakt, zda jim byly podavany uréité 1éky atd., vztahem je pokrevni
pfibuznost atd. 2. (Hao Wang [10]) Jsou pravé tii objekty, Cang, Li a Jang; tyto
osoby sedi u kulatého stolu. Mame jediny vztah ,,sedét vpravo od“. 3. Objekty jsou
pfirozena &isla, dvé &isla jsou ve vztahu S, jestliZe prvni je naslednikem druhého (tj.
je o jedniCku vétsi). 4. Objekty jsou prvky grupy,**) vySetfuje se vlastnost ,,byt
prvkem grupy* a tfi¢lenny (ternarni) vztah ,,... je souéinem ... a ...*“. (ProtoZe
uvedenou vlastnost maji viechny objekty, je jist& zbytedné ji vyslovné uvadét; bude
se mi viak v daliim hodit.)

Pokusme se podat formalni (gramaticky) popis v&t, které vypovidaji o podobnych
systémech objektd a které maji, fekn&éme, smysl (vyrazu smysl zde pouZivim bez
jakékoli precizace). Vyskytuji se v nich jakasi vlastni jména (v $irokém vyznamu toho
slova), oznadujici jednotlivé objekty zkoumaného systému, dale slovesa (ve tfeti
osob& a v pfitomném &ase). Z vlastnich jmen a sloves se skladaji nejjednodussi véty,
v nichZ jsou vlastni jména podméty, resp. pfedméty, slovesa pfisudky. Napf. ,,Novak
je nachlazen*, ,,Li sedi vpravo od Janga* (chipejme ,,sed&t vpravo od‘ jako nedgli-
telné sloveso), ,,Ctytka je nédslednikem trojky* atd. Z takovychto nejjednodusfich
(&asto holych) vét se tvofi sloZit&jsi véty (souvéti) spojovanim spojkami ,,a*, ,,nebo*,
,.jestlize — pak®, ,,pravé tehdy, kdyZ“, dale se tvofi nové véty negovanim (,,Novak
neni nachlazen*). Kone&né& chce na§ badatel vyjadfit fakt, Ze n&jakou vlastnost maji
viechny pozorované objekty nebo Ze ji ma aspoii jeden objekt. Pokud je zkoumanych
objekti koneény podet, miZe prvni fakt vyjadfit tak, Ze viechny objekty vyjmenuje:
,»Novék je nachlazen a Rii¥i¢ka je nachlazen a. . .*. (To je véta pravé popsaného tva-
ru.) Nebo pouZije &islovky ,,kazdy* (,,v8ichni‘), za niZ pfipoji misto vlastnfho jména
oznadeni pro libovolny objekt systému, jakési proménné nebo obecné jméno, napf.
,,pacient*. Podobné miZe pomoci &islovky ,,aspoii jeden‘‘ a obecného jména vyjadrit
fakt, Ze mezi objekty je aspoii jeden, ktery ma jakousi vlastnost.

Kdybychom pouze nahradili vlastni jméno obecnym, nedostali bychom vétu, kterd
ma piesny smysl: Pacient je nachlazen — ale ktery? (Ze souvislosti miZe byt jasno,
zda tento, pravé jmenovany, kaXdy atd., ale k tomu nepfihliZejme.) Vé&ta jako ,,Pa-
cient je nachlazen‘ ma spi§ lohu schématu vét, které vzniknou, nahradime-li obecné
jméno opét n&kterym jménem vlastnim. KdyZ viak po nahrazeni vlastniho jména

*) Srv. zacétek knihy [1].

**) Pokud &tendf nevi, co to je grupa, stadi, bude-li si pamatovat, Ze je to mnoZina (systém
objektl), na niZ je jistym zpuisobem zaddno nasobeni (tj. pro kazdé dva prvky systému je defino-
véan jejich soucin a tento soudin je opét né&jaky prvek systému), a to tak, Ze jsou splné&ny jisté ptiro-
zené poZadavky.
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obecnym pfipojime éislovku ,,kaZdy* nebo ,,aspoii jeden®, ztraci obecné, & jak jsme
téZ fekli, proménné jméno svou proménnost, naopak, dosadime-li nyni za pro-
ménné jméno jméno vlastni, ztrati véta smysl. Rekneme, Y¢ prom&nné jméno je
vazano pfipojenou &islovkou.

Viimnéme si, Ze miZeme zapomenout vse, co jsme fikali 0 smyslu vét a zbude naAm
néivod, jak ze jmen a sloves tvofit (za pomoci uvedenych spojek a &islovek) véty, aniZ
bychom pfihliZeli k vyznamu jmen a sloves, jen kdyZ je din seznam jmen a seznam
sloves (s udaji, kolik podmé&tt a pfedméti které sloveso vyZaduje). Pfitom nabudeme
postupné plného pfesvédleni, Ze kaZda véta, kterou na§ badatel vyslovi, bude tohoto
gramatického tvaru nebo pijde lehko pfevést do takového tvaru (badatel totiZ
uZivd fady moZnosti pfirozeného jazyka, jako je kontext, rizné jazykové zkratky
a obmény, aby se vyjadfil krat&eji a elegantngji). A nejen to: vyslovime-li libovolnou
vétu uvedeného gramatického tvaru sestavenou ze seznamu vychozich jmen a sloves,
bude badatele zajimat, zda je pravdiva &i nepravdiva v systému, ktery zkouma.

Podobné jde odpozorovat formalni pravidla dokazovani tak, Ze bychom byli
schopni o kaZdé badatelov& tivaze rozhodnout, zda je (klasickym) logickym ditkazem,
aniZ bychom rozuméli smyslu toho, co ¥ik4, a zase obracené: kaZdy sled vét sestaveny
tak, Ze jeho struktura odpovid témto formalnim pravidlim, uzna badatel za dikaz
(i kdyZ tfeba nezajimavy). Tak napf. z vyroku ,,Novak neni nachlazen* logicky vyply-
va vyrok ,,Existuje pacient, ktery neni nachlazen* (jinymi slovy, ,,Aspoii jeden pacient
neni nachlazen*), pravé tak jako z vyroku ,,Nula neni naslednikem* vyplyva ,,Existu-
je &islo, které neni naslednikem*.

Pojem vé&ty jazyka naSeho badatele a logického dikazu véty z jinych vét jsme tedy
schopni popsat syntakticky, tj. pravidly o tvaru seskupeni slov a vét bez ohledu na
jejich vyznamy. To ma zasadni dileZitost pro matematickou formalizaci. Mame-li
budovat formalizovany jazyk, snaZime se tiplné vybudovat jeho syntax bez ohledu
na sémantiku (vSe, co souvisi s vyznamem, pravdivosti), coZ ma (viz [2], Uvod)
tyto divody: 1. odpovidé to tradiénimu principu, Ze spravnost tsudku zivisi na jeho
formé, nikoli na obsahu, 2. odpovida to snaze o matematickou exaktnost, 3. je to
nadéjné, nebof pracujeme s miniméalnimi pfedpoklady. (Poznamenejme, Ze i sémanti-
ku formalizovaného jazyka lze matematicky studovat, ale se siln&j§imi pfedpoklady;
o tom v tomto ¢lanku neni fe&.)

Viimnéme si na tomto misté&, Ze pravidla logistického systému, tj. formalniho jazy-
ka, formulujeme v jazyce neformalizovaném (nemame ani jinou moZnost), v tzv.
metajazyce. (V naSem pfipad€ je metajazykem &eStina.) Pfitom se snaZime vymezit,
které pojmy a pfedstavy pokladame za znimé, a to tak, Ze se snaZime, aby jich bylo
co nejméné. ProtoZe v&tami (formulemi) formalizovaného jazyka budou kone&né
posloupnosti jistych znakid, bude jako vychodisko nezbytny né&jaky intuitivai pojem
koneéné posloupnosti. V metafe¢i budeme tedy poklddat za znadmou intuitivai
aritmetiku pfirozenych &isel (pojeti tzv. intuicionistd se zde zda byt zcela adekvétni,
sr. [4]) a pracujeme pomoci ni s koneénymi posloupnostmi znaki. Jinak Fe€eno:
smluvime se na n&jakych symbolech (mohla by to byt napf. pismena psaciho stroje)
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a dohodneme se, Z¢ mame stejnou pfedstavu o tom, co je to konedné posloupnost
téchto symbold, a dile, e pozname pro kaZdé dv& takové posloupnosti napf. nésle-
dujici v&ci: (i) zda jsou stejné (tj. zda jsou to dva exemplafe téhoZ napisu), (ii) zda
prvni posloupnost je obsaZena v druhé jako jeji &ast, (iii) zda je prvni posloupnost
napsina bezprostfedn& pfed druhou ([3]). Takovému omezeni fikime omezeni na
finitni prostfedky (nepfipousti se tvahy o libovolnych nekonednych ,,mnoZinach*
formuli atd.).

Po téchto dohodach definujeme pojem formule (véty) jazyka, ktery je formalizaci
jazyka naseho badatele. (Tento formalni jazyk se nazyva predikdtovy podet.)

Pfedpoklddejme, Ze symboly naseho jazyka jsou rozdéleny na symboly ndsledujicich
druht: .

konstanty a, b, ...

proménné x, y, ...

predikéty P, Q, ... (ke ka?dému predikdtu pfislui jednozna¢n& nenulové pfirozené
&islo, jeho &etnost)

logické spojky &, v, =, =, 71 ¥)

kvantifik4tory Vv, 3

Konstanty odpovidaji vlastnim jméntim, promé&nné obecnym jménim, predikdty
slovesiim, pfitom &etnost odpovidd udaji, kolik ,,podmé&td* a ,,pfedméti* predikdt
vyZzaduje, logické spojky se nazyvaji po fad& et (a), vel (nebo), implikace (jestliZe-pak),
ekvivalence (prdv& tehdy, kdyZ), negace (ne, zdpor). Kvantifikdtory se nazyvaji
obecny neboli velky (odpovidd &islovee ,,kaZdy*) a existen&ni neboli maly (,,aspot
jeden®).

Formule se sestavuji z uvedenych symbold podle ndsledujicich pravidel: (1) Je-li P
n-drni (tj. undrni, bindrni, . . .) predikét g jsou-li ay, ..., a, konstanty (jedna, dvg, .. .),
je P(ay, ..., a,) formule.

(2) Je-li @ formule a ¥ formule, jsou

(@& P), (v P),(®— ¥),(¢=¥), 10
formule.

(3) Je-li x prom&nnd a @ formule, ve které se vyskytuje konstanta a, pak ndsledu-
jicim zplisobem vznikne z ¢ formule: misto viech vyskytd konstanty a ve & napiSeme
x a pted takto vzniklou posloupnost napiSeme budto (Vx), nebo (3x).

Definice: Formule je kazd4 posloupnost, kterd vznikne kone¢nym poétem apli-
kaci pravidel (1), (2), (3).

Tak napt. jsou-li C, L, J konstanty, x, y prom&nné, R bindrni predik4t, je posloup-
nost 1(3x) R(x, x) formule, nebot (napf.) R(L, L) je formule (podle (1)), (3x) R(x, x)
je formule (podle (3)), ~1(3x) R(x, x) je formule (podle (2)). Také posloupnost

*) V ¢&ldnku [5] se uZivd pon&kud odli¥nd symbolika. Bude dobfe, obezndmi-li se &tenaf
s ob&ma nejéastéji uzivanymi symbolikami.
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(¥x) 3y) R(x, y) je formule, nebot R(L, J) je formule (podle (1)), (3y) R(L, y) je
formule (podle (3)), (¥x) (3y) R(x, y) je formule (podle (3)).

Reknu-li ted, ¢ C znamend Cang, L Li, J Jang, prom&nné znamenaji ,.jeden ze
t¥i Cifland sedicich kolem stolu*, feknéme tedy ,,besednik** a predikdt R znamend
,»--- sedi napravo od...“, nebude t&7ké ,,ptedist” formuli 1(3x) R(x, x) jako ,,ne-
existuje besednik, ktery sedi napravo od téhoZ besednika‘ (tj. napravo od sama
sebe) a formuli (Vx) (3y) R(x, y) jako ,,pro kazdého besednika existuje (jiny) besed-
nik, ktery sedi napravo od ného*.

Je jasné, Ze definice formule je syntaktickd. (Obydejn& se formule predik4tového
podtu nedefinuji pfesné tak, jak jsme to udélali, ale pro nase tiéely je to vhodné a tato
definice by byla naprosto moZnd.) Podobn& lze udat syntaktickd pravidla urdujici,
které formule (tj. formule kterého tvaru) jsou logické axiémy (trividlni vyroky).
Nebudeme tato pravidla formulovat. Napf. jedno takové pravidlo je: Jestlize &(a)
je n&jakd formule obsahujici konstantu a a jestliZe (3x) &(x) je formule, kterd vznikne
z &(a) aplikaci pravidla (3), pak formule &(a) - (3x) &(x) je axiém.

Didle l1ze udat syntaktickd pravidla uréujici, kdy formule bezprostiedn& vyplyvd
z jinych. Napf. jedno takové pravidlo (zvané modus ponens) Fik4: o

Z formule & a z formule & — ¥ bezprostfedng vyplyvd V.

Logicky diikaz se syntakticky definuje jako kone&nd posloupnost formuli, z nich
kaZd4 je budto logicky axiém, nebo bezprostfedn¥ vyplyvd z pfedchozich. (MiZeme
si pfedstavovat, Ze n€kdo pred¢itd takovy dikaz: kazdd formule je jedna véta,
pfechod od jedné formule k ndsledujici je logicky krok — elementdrni dsudek.)
Posledni formule v ditkazu je vysledek diikazu. Formule je dokazatelnd, existuje-li
dikaz, jehoZ je vysledkem.

Zadat axiomatickou teorii zna¢i zadat koneény polet formuli, které nejsou logic-
kymi axiémy. Témto formulim ¥ikdme axiémy axiomatické teorie. Predikdty a kon-
stanty, které se vyskytuji v axiémech, se nazyvaji zdkladni predikdty a zdkladnif
konstanty teorie. Dikazem v axiomatické teorii je libovolnd posloupnost formuli,
ve které kaZdd formule je budto logicky axiém, nebo axiém teorie, nebo bezprostfedné
vyplyva z ptredchozich.

Jako pfiklad formalizujeme teorii tfi besednikidl. Pracujeme s tfemi konstantami
C, L, J a dvéma bindrnimi predikdty R (mdZeme &ist ,,. .. sedi vpravo od...*), =
(misto = (x, y) pi¥eme x =y, jako je zvykem; &teme ,,x je tentyZ, kdo je y*).
NapiSeme axiomy.

(A1) Wx)x=Cvx=Lvx=1J)

(KaZdy besednik je budto totoZny s Cangem, nebo s Liem, nebo s Jangem, tj. jsou
pravé tfi besednici.)

(A2) 71(3x) R(x, x)
(A3) (vx) (V) (V2) (R(x, y) & R(x, z)) > y = 2)
(Pro kazdého besednika x, besednika y a besednika z, jestlize x sedi vpravo od y
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a zdroveii vpravo od z, pak je y totoZny se z, tj. ka¥dy m4 nejvySe jednoho levého
souseda.)

(A4) (vx) (¥y) (¥2) (R(y» x) & R(z, x)) y - = 2)
(Ka2dy m4 nejvy3e jednoho pravého souseda.)

(A3) (vx) 3y) R(x, y)

(AS6) R(C, L)

(Cang sedi vpravo od Lia.)

Rekneme-li, ¢ R znamend ,,... sedi vpravo od...“, = znamend ,,. .. je totoZ-
ny s...“ C znamend ,,Cang”, L, Li* a J ,,Jang*, udali jsme tim interpretaci (vy-
znam) na¥i axiomatické teorie. Tato interpretace ndim napovidala formulaci axiémi;
jakmile jsou viak axiémy napsdny a studujeme teorii syntakticky, musime na tuto
interpretaci zapomenout a pracovat s formulemi jen jako s posloupnostmi symbolil.
MuZeme napf. tvrdit, Ze formule (3y) R(C, y) je dokazatelnd. Nebot ndsledujici
(t¥itlennd) posloupnost formuli je dikaz:

R(C, L) (to je axiém AS6),

R(C, L) - (3y) R(C, y) (to je logicky axiém, specidlni pfipad axiému uvedeného
vyse jako pfiklad),

{(3y) R(C, y) (vyplyvd z pfedchozich formuli podle pravidla modus ponens).

Dokdzali jsme tedy formuli, kterd v uvedené interpretaci znamend ,,Existuje
besednik sedici vlevo od Canga*. (Pi‘esné: » Existuje besednik, od n€hoZ vpravo sedi
Cang*.)

Nase teorie je pozoruhodnd jest& tim, Ze je bezespornd, tj. at je & libovolnd formule,
nikdy neni v na§i teorii soutasn& dokazatelné ¢ i 1P (nestane se, Ze by bylo doka-
zatelné n&jaké tvrzeni a zdroveii byla dokazatelnd jeho negace), a 1iplnd, tj. pro libo-
volnou formuli & (rozumi se: vytvofenou pouze ze zdkladnich predikétd a konstant
teorie pomoci promé&nnych a logickych znaZek) je budto dokazatelné &, nebo je do-
kazatelné ~1¥. Na zdklad& vlastnosti formdlniho pojmu dikazu lze pojem beze-
spornosti teorie charakterizovat je$t& jinak: teorie je spornd prdvé tehdy, kdyZz
existuje takovd formule @, Ze formule (® & ~1®) je dokazatelnd.

Tvrzeni o bezespornosti a tiplnosti nasi teorie t¥i Cifiant 1ze demonstrovat syntak-
ticky nalimi finitnimi prostfedky. (Rikdm demonstrovat (srv. [6]), nebot slovo di-
kaz, dokdzat si ponechdvdm pro formdlni diikazy v logistickych systémech.) BohuZel
viak umime o této teorii dokdzat takovd silnd tvrzeni jen proto, Ze je (jak fikd Hao
Wang) velmi elementdrni. SloZit&j¥i teorie jsou v&tiinou neuplné (tj. existuji formule,
které jsou nedokazatelné, pfi¢em? i jejich negace jsou nedokazatelné) a jejich beze-
spornost neumime dokdzat, i kdyZ v ni véfime, nebof p¥estoZe jsou intenzivné& rozvi-
jeny, nebyl v nich spor nalezen (to se tyk4 napf. teorie mnoZin nebo aritmetiky).

Otdzky, zda dand teorie je bezespornd nebo tplnd jsou typické problémy, které
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patfi do druhé &4sti programu matematické logiky — studia (uZ zformalizovanych)
axiomatickych teorii — a pfitom jsou to problémy (jak jsme vid&li) svou povahou
syntaktické, tj. problémy, zda formule jistého tvaru jsou dokazatelné. Omezeni na
finitni (efektivni) prostfedky pfi demonstracich tvrzeni o axiomatickych teoriich
md zde — kromé& snahy po maximdlni jistot& sprdvnosti — jesté jeden diivod, ktery
zdleZi v tom,; z jakych aspekti a za jakym u¢elem konstruujeme a studujeme logistické
systémy. Matematicky logik nerozviji pfedeviim matematiku jako konkrétni v&dni
obor, ale matematika (tj. axiomatické matematické teorie) se stdvd pfedmétem jeho
studia jakoZto lidmi tvofeny vyvijejici se fenomén, jakoZto souhrn praci, které byly
a v budoucnu budou napsdny (mohou & nemohou byt napsdny); matematicky logik
studuje tedy po¢indni matematiki a jeho moZnosti. Tak se pfedmétem logikova studia
stdvd vlastng — feteno s Heytingem ([4]) — jedna z nejzdkladn¥jsich schopnosti
lidského rozumu. Omezeni na finitni prostfedky zarucuje, Ze napf. demonstrace
metamatematického tvrzeni ,,jestlize ¢ je dokazatelné v teorii T;, pak ¥ je doka-
zatelné v T,* vidy uddvd efektivni metodu, jak ditkkaz formule ¢ v T, pfepracovat
na dikaz formule ¥ v teorii T,. Tvrzeni ,,existuje ditkaz* znamend tedy nejen, Ze
predpoklad neexistence takového dikazu vede k jakémusi metamatematickému sporu,
ale znamend ,,vim, jak napsat dikaz*, tedy ,,matematici mohou dokdzat*.

Zde je nutno vyjasnit jeit€ jednu vé&c. Konstrukce logistickych systémi je, jak
jsme vidgli, podobnd napf. pravidlim 3achu. Rozvijeni axiomatické teorie vypadd
jako hra, jejimZ cilem je hledat nedekané dikazy a feSit podobné problémy, jako zda
1ze a jak 1ze dokdzat danou formuli. Pfitom matematicky logik tvrdi, Ze studuje moz-
nosti matematikd; jaky je vztah konkrétnich matematickych praci a dikazd v nich
obsaZenych k posloupnostem formuli v logistickém systému? Na to jsem uZ vlastn&
odpovédél vyse: KaZzdodenni zkuenost pfesvédéuje, Ze viechny axiomatické teorie
klasické matematiky lze formalizovat a Ze matematici uznaji diikkaz za exaktni pfesn&
tehdy, kdyZ jej 1ze formalizovat (vyjddfit jako formdlni dokaz). Re¥eni problémd
na$§i hry s posloupnostmi nenf tedy cilem, ale prostfedkem k studiu matematickych
teorii a jejich mozZnosti, tedy s Riegrem feceno, k studiu zdkonitosti vztahu disledku.

Pfipomnéli jsme otdzky bezespornosti a uplnosti axiomatickych teorii jako typické
otdzky formulovatelné a n€kdy FeSitelné syntakticky. Uvedeme je¥t& podobné otdzky.
Rekli jsme, e demonstraci bezespornosti fady teorii (a to prdvé dileZitych a zaji-
mavych) ,,z ni¢eho* neumime podat a dokonce, jsou-li tyto teorie skutein& beze-
sporné, pak demonstrace jistého druhu (kromé& kterych si jiné t&ko dovedeme pfed-
stavit) prost¥ neexistuji. (Tento fakt Ize syntakticky demonstrovat, viz [6]). Také jsme
viak fekli, Ze v bezespornost n&kterych teorii, nap¥. dosti slabé teorie mnoZin, prost&
véfime. Naskytd se tedy otdzka: Je-li jistd ,,spolehlivd‘‘ teorie bezespornd, je také
jakdsi jind ,,podezfeld* teorie bezespornd? To je otdzka tzv. relativni bezespornosti
a lze ji v mnoha ptipadech fesit syntakticky. PopiSeme jistou obecnou metodu dikazu
relativni bezespornosti, tzv. metodu syntaktickych modeli. Diive viak uvedeme
jesté dva typy problémi, které lze pfevést na problém relativni bezespornosti. Pfedné
specidlné miZeme za ,,podezielou* teorii vzit onu ,,spolehlivou®, k jejimZ axiémim
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ptiddme n&jaky ,,podezfely* axiém. (V p¥ipad¥ teorie mnoZin jako spolehlivé tfeba
axiém vyb&ru.) Tedy: Je-li T bezespornd, zistane bezespornou, kdy? k axiémim
pfiddm &? Tento problém se nazyvd problém konzistence ,,podezfelého** axiému
s teorii. Je-li axiém @ konzistentni s teorii T, znamend to, Ze (pokud je T bezespornd)
negace axiému &, tj. formule 19 neni dokazatelnd v T. (Kdyby byla, byla by doka-
zatelnd i v teorii T obohacené o axiém &, nebot diikazy v slabii teorii jsou — podle
definice diikkazu — dikazy i v kaZdé siln&j3i teorii, tj. obohacend teorie by byla spor-
nd.) Druhy problém je, zda za p¥edpokladu bezespornosti teorie T jak &, tak &
je nedokazatelné v T, &ili, jak fikdme, zda & je nez4vislé na axiémech teorie T (axi6émy
neumoZnf rozhodnout, zda plati &, & 1 di). Tento problém nenf nic jiného neZ pro-
blém, zda jak 19, tak @ je konzistentni s T, a tedy je to problém relativni bez-
spornosti.

Pro uvedenou skupinu problémi je metoda syntaktickych modell patrn& jedinou
nad&jnou metodou feleni. Mezi syntakticky formulované a syntakticky (%asto) Fesi-
telné problémy patii jest& jind dileZitd skupina problémil, o které viak nebudu po-
drobné referovat. Jsou to otdzky efektivnosti, tj. otdzky, zda k dané teorii existuje
predpis (algoritmus), ktery umoZiiuje (pro viechny formule nebo pro formule uréitého
tvaru) rozhodnout, zda je dand formule dokazatelnd, a je-li, napsat jeji diikaz. Ctend¥
se nebude divit, dozvi-li se, Ze v&tSina zajimavych teorii je nerozhodnutelnd, tj. takovy
algoritmus neexistuje (viz [9]).

Nyni vyloZime pojem syntaktického modelu. Nejprve piiklad: Teorie grup md
dva vychozi predikdty: G (undrni, ,,... je prvkem grupy*) a (terndrni, ,,. .. je sou-
gnem ... a ...*“). Pfedpoklddejme, ¢ mdme n&akou axiomatiku redlnych &isel.
Prohldsime-li za prvky grupy v novém smyslu kladnd redlnd ¢isla a za grupové nd-
sobeni v novém smyslu ndsobeni redlnych &isel, jsou spln&ny (tj. z axiémi redlnych
gisel dokazatelné) axiémy teorie grup. Kdybychom umdli dokdzat spor v teorii
grup, mohli bychom hned dokdzat spor v teorii redinych &isel tak, Ze bychom v dika-
zu sporu v teorii grup slova ,,prvek grupy‘ nahradili slovy ,,kladné redlné &islo*
aslova ,,prvek. . . je soutinem (grupovym) prvkd ... a ...* nahradili slovy ,islo. . .
je souinem (ve smyslu ndsobenf redlnych &isel) &jsel ... a ...*. Pfitom — upozor-
néme na &asté nedorozuméni — jsme nepfifadili prvkim abstraktni grupy redlnd
&sla (takové ,,pfifazeni“ nemd ani dobry smysl), ale pfifadili jsme pojmim teorie
grup jisté pojmy teorie redlnych &isel. Na zdklad€ tohoto pfifazeni umime dikazim
v teorii grup pfifazovat ditkazy v teorii redlnych &isel, a to tak, Ze diikaz sporu pfejde
v dikaz sporu.

Pfistupme k presné definici.

Definice: Syntakticky model teorie T, v teorii T, je pfedpis (syntakticky, efektiv-
ni), jak formulim teorie T; ptifazovat jisté formule teorie T, a to tak, Ze

1. libovolné formuli (& & 1) teorie T; je pifazena formule (& & ~19)* teorie
T, ze které v T, vyplyvd spor (to je spln¥no napf. tehdy, kdyZ (& & ~19) prejde
v ((#*) & 1(®*)), co? je spornd formule v T;). .

2. je-li posloupnost formuli &, @, ..., P, dikazem v Ty, je posloupnost pfifa-
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zenych formuli &%, @3, ..., &} (poptipad¥ dopln¥nd podle pfedem daného ndvodu
o dal¥i formule) ditkazem v T,.

Tvrzeni: Existuje-li model teorie T, v teorii T, a je-li teorie T, bezespornd, je
i T; bezespornd.

Demonstrace: Chceme ukdzat, Ze nemiiZe existovat dikaz sporné formule v T;.
Skute¢n&, kdyby byla posloupnost ®,, ®,, ..., ®,_;, (P & 71®) dikazem sporné
formule v Ty, §lo by doplnit posloupnost &%, &3, ..., ®;_,, (¥ & 719)* na posloup-
nost, kterd je ditkazem v T,, tedy formule (® & “1®)* by byla dokazatelnd v T,.
Z (¢ & 19)* umime viak podle pfedpokladu 1. dokdzat v T, spor. Kdyby tedy
(¢ & 1) byla dokazatelnd v T;, byla by T, spornd. Je-li T, bezespornd, je i T,
bezespornd, quod erat demonstrandum.

V dal$im se omezime na teorie, v jejichZ axidmech se nevyskytuji Zddné konstanty
(tj. které nemaji Zddné zdkladni konstanty; srv. napf. axiomy (A1) —(AS) z teorie
tH Ciﬁanﬁ). V takovém pfipadé hraji konstanty jen pomocnou ulohu (a mohou byt
zcela eliminovény). Podotknéme, Ze viibec kaZzdou axiomatickou teorii Ize modifiko-
vat tak, Ze jeji axiomy neobsahuji konstanty a pfitom je modifikovand teorie v jistém
smyslu tdZ jako nemodifikovand.

Jak vysvitd z ptikladu s teorii grup, 1ze efektivni pfedpis, o kterém je fe¢ v definici
modelu, udat (pro teorie, na které jsme se omezili) tak, Ze definujeme zdkladni pre-
dikdty teorie T; né&jakym zplsobem v teorii T, pak z kaZdé formule teorie T; vznikne
formule teorie T, tak, Ze misto predikdtd teorie T, piSeme jejich definice z T,. To je
zfejmé Cisté syntaktickd zdleZitost, takovd definice predikdtu je prostg jistd formule
teorie T,; od konkrétniho vykladu vSak upoustim, protoZe by pro &tendfe informativ-
niho &dnku nebyl piehledny. Aby byly splnény podminky 1. a 2. zdefinice modelu,
staci, kdyZ jsou predikdty teorie T, lefinovdny v T, tak, Ze axiémy teorie T, pfechd-
zeji v dokazatelné formule teorie T, (pti pfifazeni, které bylo prdvé popsdno). (Jednu
doplitujici podminku zde &tend¥i zaml&uji.)

Shriime dosavadni poznatky: Zavedli jsme syntakticky pojem formule, axiomatické
teorie, jejich axiémi a jejich zdkladnich predikdtd. Zavedli jsme pojem bezesporné
teorie. Kone&n& jsme zavedli syntakticky pojem (syntaktického) modelu jedné teorie
v druhé. Vime, Ze k zaddni modelu sta&i zadat (formdini) definice zékladnich predi-
kdtd jedné teorie v druhé. Vime déle, Ze je-li ddn model teorie T; v T, je tim ddna
efektivni metoda, jak z ditkazu sporu v teorii T; udé&lat dikaz sporu v T,. Je tedy
zaddnim modelu demonstrovdna relativni bezespornost teorie modelované viici
teorii, v niZ se modeluje.

V dalgi &4sti aplikujeme tyto poznatky na metamatematické studium axiomatické
teorie mnoZin.
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Klidnd hladina tekutiny neni dokonale rovni,

nybrZ je zakfivena podle tvaru geoidu. Kdyby se srovndvala s dokonale rovnou plochou
optickym zplsobem, projevilo by se to jednim interferen¥nim prouzkem asi na 12 metrii. V ame-

rickém dfadu mér a vah (NBS) se podatfilo zhotovit plochu asi dvakrat rovinné&;si.
Sk

Nejen vyzkum vesmiru

by mél zajimat velké americké elektronické koncerny. Vojenské zakdzky v tomto oboru,
ztracené nasledkem uspornych opatteni Pentagonu, je moZno nahradit praci na fefeni pozemstéj-
$ich problému, jako jsou napt. Fizeni méstské dopravy, zvy$eni irovn& vyu€ovéani pfi nedostatku
uditeld, zjednoduseni administrativy na viech stupnich ¥izeni, zdokonaleni preventivni zdravotni
pée, ndhrada lidskych orgdni umé&lymi. Ukold je dost, i penize na jejich ¥eSenf jsou pry k dispo-
zici, jen spole&nosti, které by se na né chtély pfeorientovat, je stdle méalo. Prohlésil to v &ervnu
1965 D. Rockefeller, president velké newyorské banky.

Sk

J6dova ¥grovka netrpi rozprafovinim vidkna

Malé mnozZstvi j6du se pfiddva k obvyklé nédplni z nete¢ného plynu. Na sténich baiiky se slu-
Cuje j6d s vypafenym wolframem na plynny jodid, ktery cirkuluje v bafice a na rozZzhaveném
vldkné pfi teploté nad 1500°C se opét rozkladd a uvolnény wolfram usazuje zp&t na vldkné&.
Proto si vidkno Z4rovky uchovava po cely Zivot svou svitivost a baiika svou &irost. To méd vyznam
napf. u projek&nich pfistrojii. Kromé& toho se prodluZuje i Zivot Zirovky asi na dvojnidsobek.
Podminkou sprdvné &innosti chemického procesu je pomérné vysokd teplota batiky — nad
250°C. Konstruktéti tomuto poZadavku radi vyhovuji zmenSenim rozmérii batiky a vyloutenim
chladicich otvorid v lampové sk¥ini. J6dov4 Zarovka pro 24 V, 150 W md primér 12,5 mm a délku
50 mm. Zarovka pro 220 V, 2 kW m4 primér 12 mm, délku 333 mm, Zivotnost 2000 hod. a G&in-
nost 20 Im/W.

Sk

PouZité samolinné politate

se hodné prodévaji v Anglii a USA; cena pfistroje, ktery byl 2—3 roky v pouZivéni, se rovna
15—20 % potizovaci ceny.
Sk
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