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Historicka perspektiva kone¢né matematiky

Jaroslav NeSetFil, Praha

Uvodem

V soutasné dob& jsme svédky intenzivniho rozvoje mnoha matematickych disciplin.
Domnivdm se, Ze zvld$tni misto v tomto vyvoji zaujimd oblast matematiky zabyvajici se
koneénymi mnoZinami. Dalo by se Fici, Ze jsme svédky neocekdvaného vpddu konecné
matematiky do tradi¢niho svéta matematiky. Pojmy jako kone€nd geometrie, graf,
polytop, kombinatorickd hra, kombinatoricky algoritmus, které byly dfive na okraji
zdjmu nebo nebyly vilbec zndmy, se dnes staly b&Znymi nebo vstupuji do povédomi
matematiki.

P&kné to vystihl Walter Feit v komentdfi ke knize o koneénych jednoduchych gru-
pach [7]: ,,Padesdtd léta byla obdobim prosperity abstrakce v matematice, dominovala
zvld§té abstraktni algebra. Po témé¥ celé stoleti bylo hlavnim cilem matematik poro-
zumét nekonefnu a naucit se ho pouzivat. V padesdtych letech nejdiileZit&jsi Cinnosti
mnoha matematikli bylo vybudovat obecné teorie a nekoneéné konstrukce. ... Mnozi
matematikové byli tehdy toho ndzoru, Ze otdzky tykajici se konecnych objektil nejsou
ani zajimavé ani dulezité.*

V poslednich desetiletich doslo vSak k vyrazné zméné€. Lze spekulovat, pro€ k tomuto
,,vpadu‘‘ doslo. KaZzdého samoziejmé napadne rozvoj pocitaci. Ale diivodli bude vice
a nekteré podnéty pfisly napiiklad z biologie a psychologie. Zda se, Ze je pfedasné
tyto trendy hodnotit. Moznd, Ze vSak lze sndze pochopit a popsat poCdtky tohoto
vyvoje. O to se pokusim v této pfedndsce.

Kone¢nd matematika, feknéme hlavné kombinatorika, byla vZdy soucdsti matema-
tickych znalosti. Jako disciplina je vSak stard (nebo mladd) zhruba 50 let. P¥irozeng
i pfedtim se matematikové zabyvali otdzkami kombinatorického charakteru, ale pova-
Zovali je vice za hadanky, hficky, tedy za okrajové zdleZitosti. Kdybychom si chtéli
pomoci paralelou, tak tomu bylo asi podobnég, jako kdyZ v pocdtcich teorie pravdépo-
dobnosti byly jednou z hlavnich motivaci hazardni hry.

To, Ze matematici povaZovali otdzky kone¢né matematiky za h¥icky, bylo zptiisobeno
hlavné povahou té€chto otdzek: §lo o elementdrni problémy, které neumoziiovaly vyuZiti
nebo rozvinuti ,,vysich* teorii, které jsou vlastni matematické metodg. (Tim minim
napfiiklad zavedeni novych organickych pojmi, nalezeni elegantnich diikazii a vyty&eni
novych souvislosti plynoucich z dosaZené abstrakce.)

Domnivdm se, Ze prvni problémy a véty z konecné matematiky, které vzbudily Siroky
zdjem matematikil, vznikly ve 30. letech. A nebylo jich tak mnoho. Dnes lze Fici, Ze to
byly pfesné€ dva okruhy problému:

Rozsifeny text predna¥ky proslovené na sjezdech JCSMF a JSMF v Gottwaldové v Fijnu 1984,

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro&nik 37 (1986), &. 1 35



I. Komplikovand struktura rozkladi (velkych) kone¢nych mnoZin.

II. Problém geometricky reprezentovanych grafi.
V mém krdtkém c¢ase mi dovolte zminit se o obou téchto problémech. Popisi, jak se
vyvijely za poslednich 50 let.

I. Problém rozkladi

Zacneme piikladem: Predstavme si Sest lidi, tfeba na vecirku. Nékteré dvojice lidi
se navzdjem znaji a tuto situaci vyznaéme plnou ¢arou spojujici pfislusné krouzky (viz
obr. 1a), 1b)). Existuje velmi mnoho moZnosti (vice nez 1000), jak takovy vedirek mize
vypadat. Plati vSak podivnd skutefnost, Ze na kazdém z moZnych ve€irkll najdeme
bud trojici zndmych (jako v pfipad& grafu la) nebo trojici osob, které se navzdjem
neznaji (jako v ptipadg grafu 1b)).

To je pozoruhodné tim vice, Ze pro ve€irky sklddajici se z péti osob jiZ tato véta ne-
plati. Vidime to z pfikladu na obrdzku Ic).

Obr. la. Obr. 1b. Obr. lc.

V roce 1930 dokdzal anglicky matematik F. Ramsey vétu, kterd uvedenou h¥icku
zobeciiuje. Poznamenejme, Ze problém vecirku nebyl Ramseyovou motivaci, tou byla
matematickd logika, pfesnéji teorie modell. Formulace Ramseyovy véty neni zrovna
jednoduchd, ani dnes po vice neZ padesdti letech.

RAMSEYOVA VETA [18]

Pro jakdkoliv pfirozend cisla p, k, n existuje pFirozené ¢islo N s témito vlastnostmi:

JestliZe X je mnoZina s alespori N prvky, jestlie (}) oznacuje mnofinu vsech
p-bodovych podmnoZin v X a jestliZe o, U ... U &, je libovolny rozklad mnoZiny
(;‘), potom vZdy existuje podmnoZina Y mnozZiny X tak, Ze Y md alespori n prvki
a navic mnoZina (:) ndlezi jiZ nékteré tFidé o/ ; rozkladu.

Oznalme r(p, k, n) minimdlni &slo N, pro které plati tvizeni Ramseyovy v&ty.

Priklad vecirku, ktery jsem vySe uvedl, odpovidd pfipadu p = k=2,n =3, N = 6.
Souasné jsme ukdzali, Ze nemtZe platit r(2, 2, 3) < 6, a tedy (2,2, 3) = 6.

vy

Ramseyova véta vykazuje vlastnosti, které ji zfeteln€ odliSuji od hiicky a které plisobi
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pfijemné na abstraktné orientovanou mysl. U&ifime nékolik pozndmek, pro¢ tomu tak
je*)
a) SloZitost

Ani formulace ani dikaz véty neni jednoduchy. Tak naptiklad i dnes je mdlo knih,
vnichZ je véta uvedena i s dikazem (alkoliv ve v&t3in& kombinatorickych texti je uvedeno
alespoii jeji znéni). D4 se Fici, Ze formulace Ramseyovy v&ty musi byt nutné sloZitd,
protoZe jde o tvrzeni elementdrni. V této pozndmce je obsaZeno vic, nez se zdd na prvni
pohled. Kombinatorické algoritmy maji vétSinou krdtky zdpis, ale komplikovanou
vnitfni strukturu.**)

b) Obsah

Na druhé strané md uvedend véta intuitivni smysl a odrdZzi hlubokou strukturdlni
vlastnost kone¢nych struktur. Kofeny tvrzeni sahaji aZ k Dirichletovu pfihrddkovému
principu, coZ je ptipad p = 1. V tom pfipad& oviem r(1, k, n) = k(n — 1) + 1.***)

Ramseyova véta md charakter kombinatorického principu; s trochou nadsdzky by
se dalo dokonce Fici ,,pfirodniho zdkona*‘. V mnoha aplikacich se véta vyskytuje v této
formé&: Kazdy velky systém musi obsahovat jistou pravidelnost. Jak vystizn¢ fekl
Theodore Motzkin: Uplny nepofddek je nemoZny.

c) Souvislosti, aplikace )

Véta vznikla v netrividlnich souvislostech a viastné okamZit& nasla zajimavé aplikace.
Souviseji s ni i dal$i zndmé véty, hlavné€ z kombinatorické teorie ¢isel. Jmenujme alespoii
vétu Schurovu (1916) a zndmou vétu Van der Waerdenovou (1927) o aritmetickych
posloupnostech. Nejstarsi podobny vysledek (odhlédneme-li od Dirichletova principu)
ndleZi Hilbertovi (1892)****). Tyto souvislosti a aplikace pokracuji aZz do dneini doby
a zasahuji do mnoha oblasti. Nékteré netradi¢ni aplikace jsou uvedeny v ¢ldnku [14].

d) Neefektivnost
Ramseyova véta pfind§i mnoho daldich problémi. Tak napiiklad ¢&isla r(p, k, n),

*) Ramseyova véta nikdy nebyla pokladana za h¥i¢ku a nalezla zahy aplikace. Dokladem toho
jsou &asové bezprostfedné navazujici prace Erdose a Szekerese (1935) a Skolema (1935).

**) Kombinatorickym algoritmium je vé€novdna kniha L. Ku&ery: Kombinatorické algortimy,
SNTL 1983.

**¥) Je snadné nahlédnout, Ze plati r(p, k, n) = n pro kaZd4 kladnd celd &isla p, k a n, kde n < p.
Kromé téchto snadnych pfipadl jsou zndmy pro p = 2 pouze t¥i netrividlni hodnoty, a to jiZ zmin&na
r2,2,3)=6,r(2,3,3)= 17 a r(2,2,4) == 18. Podrobnosti lze nalézt v knize autora Teorie grafi,
SNTL 1979.

***¥) Uvedené véty se tykaji rozklad pfirozenych &isel. Pro pfedstavu &tenafe formulujme prvni
dva vysledky:

VETA SCHUROVA: Pro kazdé pfirozené ¢&islo & existuje pfirozené &islo Ny takové, Ze pro libovolny
rozklad &, U ... U &, mnoZiny {1,2,...,N1} jedna ze ttid rozkladu obsahuje alespoii jednu
trojici ¢isel tvaru x, y, x + .

VETA VAN DER WAERDENOVA: Pro kaZdé k a kaZdé n existuje p¥irozené &islo N, takové, ze
pro libovolny rozklad & U ... U &, mnoZiny {1,2, ...,Nz} jedna ze tfid rozkladu obsahuje
aritmetickou posloupnost délky #.

Tyto véty maji kombinatorické pozadi. Je vyjddieno vysledkem uvedenym v praci A. HALES,

.R. 1. JEWETT: Regularity and Positional Games, Trans. Amer. Math. Soc. 106 (1963), 222—229.
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jejichZ existenci véta zaruCuje, neni snadné uréit a ani k jejich odhadu neni moZno
pfistupovat naivnim zptisobem. Napf. plati tento klasicky vysledek Erdose (1947)

r(2,2,n) 2 22
a obecné je zndm odhad

’('P,2,n) = 22 }P =1

pro vhodnou konstantu ¢ > 0.

Tyto a podobné odhady ukazuji na znanou neefektivnost Ramseyovy véty a nazna-
Cuji, Ze pfi jejim studiu je tfeba postupovat dimysln€. Na tom neni dosti. Neddvno
Paris a Harrington (viz [17]) modifikovali definici ¢isel r(p, k, n) tak, Ze pfislusnd novd
gisla, kterd oznadili r*(p, k, n), rostou asymptoticky rychleji nez jakdkoliv rekurzivni
funkce N — N.*) To ukazuje, Ze Ramseyova vé&fa je na pomezi dokazatelnosti v teorii
kone¢nych mnoZin. Podrobnosti se lze do&ist v knize [8].

e) Obecnd teorie — Ramseyovy tfidy

Ramseyova vé€ta se stala pocdtkem intenzivniho vyzkumu, ktery je Zivy dodnes.
Svédectvi o tom podédvd kniha [8] (ale i ona je v mnohém jiZ ,klasickd*, srv. [15]).
Pokud jde o vysledky z posledni doby, uvedme, Ze se naptiklad podafilo charakterizovat

NIy

v podstaté vSechna strukturdlni rozsifeni Ramseyovy véty.**)

I1. Problém geometricky reprezentovanych grafii

Domnivdm se, Ze nefeSené problémy, tj. oteviené otdzky, pfedstavuji do znacné miry
matematikiv svét. Problémy piejimaji v matematice v jistém smyslu roli experimentu

124

ve fyzice a jsou momentem, kdy matematik konfrontuje svilj um s vnéj§im svétem.
Rik4 se, ze problémy jsou kofenim matematiky a pékné problémy nepochybné uréuji
vyvoj celych oblasti.

*) Paris a Harrington definovali symbol r*(p, k, n) jako minimalni p¥irozené &islo N s touto
vlastnosti:

Pro libovolny rozklad &/ U ... U &/, mnozZiny viech p-prvkovych podmnoZin mnoZiny {1 2,0, N}
existuje mnozina ¥ < {1,..., N} a index i tak, Ze (g) S &;, Y ma alespoii n prvkil a navic podet
prvkl Y je vétsi nebo roven minimalnimu prvku mnoziny Y.

Existenci ¢isel r*(p, k, n) je mozno snadno dokazat ze spoéetné analogie Ramseyovy véty pomoci
principu kompaktnosti. Na druhé strané tuto existenci nelze dokazat v teorii kone¢nych mnozin,
To plyne naptiklad z asymptotického chovani &isel r*(p, k, n) zminéného v textu.

**) Necht K je tiida né&jakych objektd, v niZje definovan pojem podobjektu. Pro A, B € K oznaéme
(A) mnozinu podobjektit objektu B, které jsou izomorfni s 4. Reknéme, Ze ttida K ma A-Ram-
seyovskou vlastnost, jestliZze pro kazdy objekt B € K a ptirozené Cislo k existuje objekt C € K s nasle-
dujici vlastnosti: Pro libovolny rozklad &, W ... U &/, mnoZiny (ﬁ) existuje objekt B’ e(g) tak,
Ze (ﬁ') C &; pro n€které i € {1, 2,..., k}.

Ramseyovsky problém je vyfeSen v uplnosti pro tfidy relaénich systému daného typu v [1S]a v J.
NESETRIL, V. RODL: Ramsey classes of set systems, Journal of Combinatorial Theory A, 34 (1983),
183—201.
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Neni pochyby, Ze vyvoj kombinatoriky v tomto stoleti byl ovlivné jednim dil¢im
problémem — vlastné hfickou — problémem &tyf barev. Tento problém je vieobecné
zndmy, v posledni dobé€ vyvolalo pozornost jeho nestandardni vyfeSeni pomoci pocitace
[1]%)

Vrafme se viak do 30. let.

Problém &tyf barev byl v té dobé jiz zhruba 80 let stary a pfesto nebyl zaznamendn
74dny v&tsi pokrok v jeho feSeni (viz [2] pokud jde o historii a p¥istupy k problému).
Byla to dostate¢né dlouhd doba, aby hfi¢ka vzbudila pozornost mnoha matematikd,
mezi nimiZ jiZ byla nékterd prominentni jména, jako Birkhoff a Minkowski.

Nebyl to v§ak sdm problém Ctyf barev, ktery vyvolal nejvétsi pozornost a mél nej-
v&tsi vyznam pro dalii vyvoj. Slo spise o dil&i problém, o tzv. problém charakteristiky
rovinnych grafii. Dovolte mi k tomu krdtky Gvod.

Graf je konend mnoZina prvki (vrcholi grafu) spolu s jistou mnozinou E dvoubo-
dovych podmnoZin mnoZiny V (hran grafu). Kazdy graf je moZno geometricky zndzornit
v roving nebo na né&jaké plose (af jiZ orientovatelné nebo neorientovatelné, napf. na
anuloidu). Je to moZné provést tak, Ze vrcholy odpovidaji bodim plochy a hrany
obloukiim na ploe. Graf nazveme rovinny (vnofitelny do plochy P), jestliZe existuje
jeho zndzorné&ni takové, Ze oblouky odpovidajici hrandm se nekfizi (mohou se pouze
dotykat). Tak napf. graf G s mnoZinou vrchold {1, 2,3,4,5} a s 9 hranami {1, 2},
{1,3}, {1,4}, {1,5}, {2, 3}, {2,4}, {3,4}, {3,5}, {4, 5} 1ze zndzornit, jak je uvedeno
na obr. 2a, a pfesto je rovinny, nebof jej 1ze zndzornit rovnéZ zpiisobem uvedenym
na obrdzku 2b.

1 2

Obr. 2a. A 3 Obr. 2b. 3

Problém Ctyf barev je otdzka, zda vrcholky libovolného rovinného grafu lze obarvit
Gtyfmi barvami tak, Ze Zddnd hrana nemd své koncové vrcholy obarveny stejnou
barvou.

Ve 30. letech napadlo n€kolik matematikli najednou a nezdvisle na sobg, Ze problém
je moZna proto tak obtiZny, Ze vlastn€ nevime, jakych objektl (grafﬁ) se tykd.

Uvédomme si, Ze definice rovinného grafu neposkytuje ani teoreticky ndvod, jak roz-
hodnout, zda graf je rovinny, ¢i nikoliv. Dnes vime, Ze je to otdzka dilleZitd i z praktického
hlediska — vzpomefime napf. problematiku ti§t€énych spoji — a studiem konkrétnich
geometrickych objektd se zabyvd celd rychle rostouci oblast poéitatové geometrie.

Ve 30. letech byla otdzka méné technicky formulovdna: Existuje kombinatorickd
(tj. negeometrickd) charakteristika rovinnych grafi?

Takovou charakteristiku nalezli hned tfi matematici: Kuratovski, Whitney a Mac
Lane, a to zcela rozdilnymi zptisoby. Charakteristika Mac Lanea (viz [12]) byla ve stylu

*) Viz rovnéz ¢lanek J. BosAkA: Ako bol vyrieseny problém é&tyroch farieb, PMFA 24, 1979,
181—201.
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homologické algebry a neuvddim ji. Charakteristika Whitneyho byla dimysIn&jsi
a historicky zdvaznéj§i. Whitney definoval novy pojem, pojem matroidu M a ukdzal,
Ze tento pojem pripousti dudlni definici. Dudlni matroid oznadil M*. Ddle ukdzal, Ze
kazdému grafu G lze pfifadit jisty matroid M(G). Kone&n& Whitney dokdzal, Ze graf G
je rovinny, pravé kdyZ dudlni matroid M*(G) jemu pfifazeného matroidu M(G) je op&t
matroidem néjakého grafu. Idea matroidu, kterd leZi na pomezi mezi algebrou, geo-
metrii a kombinatorikou, se ukdzala byt neobyCejn€ plodnd. Dnes je tento pojem
centrdlnim pojmem kombinatorické optimalizace — viz [20]. MozZno dokonce fici,
Ze je to jeden z hlavnich pojmovych pfinosii kone¢né matematiky.*)

Tento pojem mél od pocdtku Siroké souvislosti a je zajimavé pfipomenout, Ze byl
anticipovdn Van der Waerdenem a jesté€ diive O. Bortivkou, ktery nékteré jeho vlast-
nosti izoloval pfi feSeni problému ndvrhu minim4lni sit& [3].

Ovsem v jistém smyslu nejlepSi a také nejpfirozenéjsi charakteristiku podal Kura-
tovski. Predstavme si, Ze chceme charakterizovat rovinné grafy. UvaZujme: JestliZze
graf (V, E) je rovinny, potom pouZitim Eulerova vzorce dostdvdme, Ze nemiize mit
mnoho hran, pfesndji |E| < 3|V| — 6. To znamend, Ze velky uplny graf neni rovinny,
napiiklad jiz graf K5, uvedeny na obr. 3, neni rovinny.

Je zfejmé, Ze kazdy podgraf rovinného grafu je opét grafem rovinnym. Ddle operace
déleni hrany, kterou jsem naznacil na obrdzku 4, zachovdvd vlastnost byt, resp. nebyt
rovinnym grafem. (Graf, ktery vznikne z jiného grafu n&kolika takovymi operacemi,
nazveme délenim pivodniho grafu).

Tedy zddné dé€leni uplného grafu s 5 vrcholy neni podgrafem rovinného grafu. Tento
graf v8ak neni jedinym zlym trpaslikem pfekdZejicim rovinnosti. Pfi troSe cviku lze
najit dalsi ptiklad, a to graf K 3, viz obr. 5.

Existujf jest& n&jaci dalsi zli trpaslici? Odpovéd dévd Kuratovského véta (1930) [11].

Graf G je rovinny, prdvé kdyz neobsahuje Zddné déleni grafu Ks nebo K ;.

<> <P | XK
Obr. 3. Obr. 4. Obr. 5.

*) Pro pohodli ¢étendte uvedme jednu z moznych definic matroidu: Matroid na kone&né mnoziné
X je uréen celo¢iselnou funkci ry, definovanou na potenéni mnoziné 2(X) mnoziny X, kterd ma tyto
tfi vlastnosti:

i ryg(Y) =ry(Y) kdykoliv Y €Y< X,

ii. rp(Y U {x}) =ry(Y)+ 1 pro libovolnou podmnoZinu Y mnoZiny X,
iii. (YU Z)+ ry(Y N Z) = ry(Y) + ry(Z) pro libovolné podmnoZiny Y, Z mnoZiny X.
Funkce ry, se nazyvd poifddkové funkce matroidu M. Je-li 4 matice s ¥adky ry, ..., r,, potom lze
definovat matroid M na mnoziné {1 32y ians m} pfedpisem rj,(I) = hodnost matice’uréené mnozinou
fadku {ri;i € I}. Timto ptikladem byl motivovdn nazev pojmu. Ne kazdy matroid si viak lze pred-
stavit timto zptisobem. Dudlni matroid M* definujeme pomoci potadkové funkce ryo(¥Y) = |Y| —
— ry(Y) + ry(X — Y). Zde je tfeba ovéfit podminky i., ii., iii.
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Je to krdsnd v&ta s nelehkym ditkazem.*)

Navic je tato véta jednim z historicky prvnich pfipadt tzv. dobré charakteristiky
[5], pojmu, ktery sehrél v 60. letech kli€ovou roli pfi analyze pojmu sloZitosti algorit-
mu, viz [4].*%*)

O desetileti pozdgji byla Kuratovského véta modifikovdna vyhodnéj§im zplisobem.
Tato modifikace je zaloZena na téchto vlastnostech rovinnych grafi:

— podgraf rovinného grafu je rovinny,
— kontrakce hrany pfevddi rovinny graf na rovinny graf.
Kontrakci hrany pfitom rozumime operaci zndzornénou na obrdzku 6.

4

Obr. 6. y 5. 3 xsy
5

Z fyzikdlni pfedstavy o stahovdni hrany do bodu je zfejmé, Ze rovinnost grafu se kon-
trakci jeho hrany neporusi.

Tato pozorovdni vedla k definici minoru (Tutte [19]): Graf H nazveme minorem
grafu G, jestliZe v G existuje podgraf G’, ktery lze postupnym kontrahovdnim hran
prevést na graf H.

Tato podivnd definice, definice geometricko-topologickd a navic samodudlni,***) se
ukdzala jako velmi $tastnd, jak uvidime z dal§iho.
Pfedeviim je moZno modifikovat Kuratovského vétu takto:

Graf G je rovinny, prdvé kdyZ Zddny z grafit Ks a K5 3 neni minorem grafu G.

Jinak feleno, t¥idu rovinnych grafii je moZno vyjéddfit pomoci kone¢n& mnoha (totiz
dvou) zakdzanych minord.

Takovou vétu nazyvdme v&tou o konecné bdzi.

Kuratovského véta byla v této podob& zobeciiovdna a mnoho dalfich zkuSenosti
bylo ziskdno pfi studiu matroidd.

Dalsj vyznamné véty o kone¢né bazi byly dokdzdny v 50. letech Tuttem a v 70. letech
Seymourem.****) Na druhé strané jiZ pro n¢které jednoduse definované t¥idy nebylo
zndmo, zda maji koneCnou bdzi, ¢i nikoliv. Zndmymi problémy se stala hypotéza

Vdszonyiho a posléze nejobecnéj§i hypotéza Wagnerova, kterd aZ udivuje svou smé-
losti (Wagner cca 1940):

*) Nejjednodussi dikaz podal nedidvno C. Thomassen.” Je uveden napf. ve skriptech autora:
Kombinatorika I. — grafy, SPN 1983.

**) Viz rovnéz &ldnek autora: Kombinatorické konstrukce, jejich sloZitost a prakticky vyznam,
PMFA 1, XXIII (1978), 16—27.

**#) Pojem minoru je moZno analogicky definovat pro matroidy. Plati, Ze matroid M je minorem
matroidu N, prdvé kdyZ dudlni matroid M* je minorem dudlniho matroidu N*.

**##) Prehled o tomto sméru vyzkumu nalezne &tendf v knize L. KUCERY a autora: Algebraické
metody diskrétni matematiky, SNTL (19867).
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Necht A je tfida grafi, kterd je uzaviena vzhledem k minorim. (Tim minime toto:
jestlize G € A" a H je minorem G, potom rovnéz H e A~ ) Potom A" md konecnou bdzi.

Na prvni pohled by se zddlo, Ze tuto domné&nku Ize snadno vyvritit. Je to v§ak uZasny
problém.

Uvédomme si napriklad, ze tfida grafi vnofitelnych bez kfiZeni do dané plochy je
uzaviend vzhledem k minoréim (viz opét fyzikdlni smysl kontrakce). Kdyby hypotéza
byla pravdivéd, potom by pro kaZzdou plochu P existoval koneény seznam trpaslikii
Gy, ..., Gy, znemoZitujicich vnofitelnost bez kiiZzeni daného grafu do plochy P.

Jak jsme vidéli, pro rovinu existuji dva zli trpaslici. Pro projektivni rovinu jich uz
existuje pfiblizng sto.*) A pro anuloid ani nebylo doneddvna zndmo, zdali jich existuje
konecné nebo nekone¢né¢ mnoho.

Pro studium téchto otdzek byla vyvinuta technika tzv. dobfe kvaziuspofddanych
mnoZin (WQO). Zde kvaziuspofddand mnoZina je dobfe kvaziuspofddand, nemd-li
nekoneény klesajici feté€zec a je-li kazdd mnoZina vzdjemné neporovnatelnych prvki
konecnd.

Teorie WQO byla kultivovdna od 50. let a md v kone¢né kombinatorice podobné
prominentni misto jako teorie rozkladovych vét. NaSly se dokonce spojovaci ¢linky
mezi obéma teoriemi.

Bylo ukdzdno, Ze mnoho pfirozené definovanych tfid a relaci md vlastnost WQO.
Plati to napfiklad pro t¥idu viech slov nad kone&nou abecedou (Higman [9]) nebo
pro tfidu viech stromd (Kruskal [10], Nash-Williams [13]).**)

Ale pres vSechnu snahu a dil¢i vysledky staré problémy odoldvaly. Vlastné nikdo
ani neoCekdval, Ze se v Uplnosti vyfesi.

Neddvno se metody teorie WQO podafilo obohatit o n€¢které myslenky, analogické
metoddm teorie matroidd (op&t!) a moZno Fici, Ze byla vytvofena novd obecnd teorie
vytvédfeni grafovych struktur.

RovnéZ na kombinatorickém semindfi feSime uvedenou problematiku jiZ né&kolik
let.***) Jsem velmi rdd, Ze se ndm podatilo usp&$né se zapojit do tohoto mezindrodniho
vyzkumu. Tim spiSe, Ze tento trend vyvrcholil v tomto roce dikkazem spravnosti Wagne-
rovy hypotézy (Robertson, Seymour 1984):

T¥ida vSech konecnych grafil je dobre kvaziusporfddand vzhledem k relaci ,,byt mi-
norem*.

Odtud plyne (a je to v podstaté v&ta ekvivalentni):

KaZdd téida grafii uzavfend vzhledem k minoriim md koneénou bdzi.

Dikaz je opravdu velmi sloZity a bude asi rozdélen do vice praci, které uz zacaly

*) Viz H. GLOVER, P. HUNEKE, C. S. WANG: 103 graphs that are irreducible for the projective
plane, J. Comb. Th. B 27 (1979), 332—370.

**) Zde tfida kone¢nych slov je uspoiddana relaci,,byt podslovem* a tfida stromu je uspofdddna
relaci ,,obsahovat déleni‘‘.

***) Viz napf., praci R. THoOMAS: Graphs without K, and Well quasi-ordering, vyjde J. Comb. Th. B.
Price obsahuje nejsilngj§i zndmou vétu tykajici se dobfe kvaziuspofddanych mnozZin nekone¢nych
grafi.
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vychdzet. Tedy pro kaZdou plochu existuje véta Kuratovského typu. Je to velky uspéch
— domnivdm se, Ze celé matematiky.

Rdd bych uved] jest& n€kolik pozndmek na zdvér.

Popsali jsme dva problémy a sledovali jsme jejich vyvoj aZz do dnesni doby. Pfi-
poustim, Ze jsem vybral pfiklady zv14st€ krdsné a vlastné tak trochu netypické. Kombi-
natorika vSak dnes obsahuje mnoho piikladii, které tfebaZe nesahaji do 30. let, jsou
podobné hluboké a matematicky zajimavé. Pro mnoho lidi je konetnd matematika
probirdnim jednotlivych pfipadii a nanejvy$ poCitinim s kombinaénimi ¢&isly. Chtél
jsem nastinit, jakd je dnes doopravdy.

Dovolte mi je§té¢ jednu pozndmku k vypocetni technice. Z hlediska kombinatoriky
jsou poditace poZehndnim. Prakticky vse, co bylo vybudovdno od 30. let, co se dlouho
pfipravovalo, naslo uplatnéni at jiZ v teorii nebo v praxi poditaci.

Kombinatorika se stala teorii mnoZin pro pocitace.
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