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Nadrealna disla

Povidka o tom, jak dva byvali studenti
matematiky skrze matematiku ke $tésti dosli

Donald E. Knuth, Stanford, California, USA*)
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ZOTAVENI

Zapomnéli jsme na obg&d, Bille.
(chodi okolo) Vazné€? J4 se snad z toho problému zbldzaim.

Takhle se nikam nedostaneme. Nech ty papiry, udélame si pfestavku. Nechces§ se
trochu najist?

'
Novou myslenku potfebujeme, Alice, nipad ... néaky napad.

. (zacina jist): No, vzpomeii si, jak jsme to délali dfiv. KdyZ jsme se dostali do kruhu,

cesta ven vedla bud pouZitim indukce, tedy tak, Ze diikaz jednoho pfipadu zavisel
na pravdivosti pfedchoziho pfipadu a ten zase zavisel na pfedchozim pfipadu a tak
dal, aZ cely tenhle fetézec nékde skonéil.

. Tfeba jako na§ dikaz pomoci soudtu dni.
. Ano. A druhy zpusob jak z kruhu ven byl ten, Ze jsme dokazali vic, neZ se nim

na zadatku zdalo, Ze potfebujeme. Museli jsme totiZ dokazovat nékolik véci najednou,
aby nam cel4 indukce béhala.

Jako napfiklad, kdyZ jsi spojila (T13) a (T14). Tak ano, po obéd€ si k tomu sednu
a sepiu celkovy stav véci, zapiSu viechno, co potfebujeme dokéazat a tieba jesté
néco navic. A aZ viechno sepi§u, tak se to pokusim dokazat pomoci indukce v§echno
najednou. Jestli mi nepomuiZe tenhle osvédéeny zpisob, tak mi uZ nepomuZe viibec
nic.

. Zni to sice dost tvrdg, ale asi to tak bude nejlepsi. Tady jsou placky, vezmi si.

Tak, uZ to vSechno mam. Potfebovali bychom dokazat pro naSe &isla tfi véci, které,
jak se zd4, na sobé& navzajem zavisi:

I. x + yje dislo;
II. jestliZex < y,pakx+z=Zy+ z
III. jestlizex + z <y + z, pak x < y.

*) Dokondeni piekladu knizky D. E. KNUTHA Surreal Numbers, kterd vysla v roce 1974 v nakla-

datelstvi Addison-Wesley. Prvni tfi &4sti piekladu vysly v &islech 2, 3 a 4 tohoto ro&niku. Pielozila
HELENA NESETRILOVA.

Copyright © 1974 by Addison-Wesley Publishing Company, Inc.
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Jestli se nemylim, tak diikaz I(x, y) dostaneme, kdyZ nejdtiv dokéZeme
I(XL’ y) H I(x3 YL) ’ I(XP’ y) ’ I(xs YP) s
III(XPs XLa y) ’
III(xa XL) J’) > II(y’ YP, x) ’
III(y’ YL’ x) ’ II(x: XP: y) ’
(Y p, Yy, %) .

Diikaz I(x, y) napfiklad vyZaduje nerovnost X; + y < ¥p + x. Jinymi slovy, pro
viechna x; z X; a yp z Y, mame ovéfit, Ze x; + y < yp + x. Aviak z ITI(x, x,, »)
a (T3) se ukaZze, Ze x, + y < x + y a z II(y, yp, X) se ukaZe, Ze y + x < yp + X.
Je to tak?

. Zda se, Ze je to dobfe, ale nechapu, pro¢ jsi do toho zahrnul tu prvni &tvefici od
I(X,, y) aZ k I(x, Yp). Vadilo by nim, kdyby x, + y nebylo &islo? Vzdyt my jenom
potfebujeme védét, Ze x, a y jsou Cisla. Vztahy < a < jsou pfece definovany i pro
pseudotisla a tranzitivni zikon pro ng plati také.

. Tentokrat nema§ pravdu. Vzpomei si, Ze pravidlo (1) poZaduje, aby prvky levé
dasti jako x; + y byly &isla. A vlastng to ani nevadi, protoZe kdyZz dokazujeme
I(x, y), miZeme pfedpokladat I(x,, y) atd. celkem libovoln&, protoZe o to se nim
postara indukce.

. Je to sice komplikované, ale pokraduj. Vypada to dost slibné.

. Alice, tahle metoda musi fungovat, jinak jsme v koncich. Poslouchej dal, dikaz
II(x, y, 2), tedy (T13), dostaneme, kdyZ dokéZeme

I(y, Xy, 2),

II(x’ Y ZL), III(Z, ZL1 y) ’
1KY, x, 2), :

II(x, y, Zp), II(Z5, z, x) .

To je zvlastni, viibec se tady nepotfebuje I(x, y). Jak jsme na to vlastné pfisli, Ze
k dikazu (T13) potfebujeme v&dét, Ze soucet dvou ¢isel je Cislo?
. Napadlo nés to jest& pfed tim, neZ jsme se dozvéd€li néco o pseudodislech. Podivej,
jak takova fixni idea zablokuje ¢love€ku mozek. Vzpometi si, napfed jsme si mysleli,
7e diikaz ,,x + y je &islo* bude obtiZny proto, Ze na tomhle pfedpokladu zivisi
platnost (T13). Pozdgji jsme sice zjistili, Ze tranzitivni zékon plati i pro pseudodisla,
ale zapomnéli jsme se znova vratit k piivodnimu zdroji komplikaci.
. Vidi§, pfeci jen nAm pomohlo, Ze jsme to vSechno sepsali. KdyZ nic jiného, tak to
aspoii pomiiZe uspofadat myslenky. Opét bodujeme a jedeme dal. Dikaz ITI(x, y, z)
zavisi na platnosti

(XL, y,2),

I(x, Yp, 2) .
. Vidi3, I(x, y) zase nepotfebujeme. TakZe prosté dokaZeme (T13) a (T14) a nebudeme
se starat, jestli x + y je Cislo nebo ne.
. Aha a pozd¥ji se ukaZe, Ze x + y je &islo, protoZe plati (T13) a (T14). To je senzace.
. Dal, tvrzeni II a III jsou na sob& zavisla, daji se tedy spojit do jediného tvrzeni,
to uZ jsme taky jednou udélali.
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. Dobfe, spojeni tvrzeni II(x, y, z) a III(x, y, z) si ozna&ime IV(x, y, z). Podle mého

seznamu IV(x, y, z) z4visi na:

IV(y, XL’ Z) ’ IV(x, Y, ZL) ’ IV(Z, ZL’ y) 1
IV(Yp, x, 2), IV(x, 5, Zp), IV(Zp z, %),
IV(Xp,y,2), IV(x, Yp 2). :

To byl ale napad, znatit tvrzeni jako I(x, y) a tak dal. VSechno je to hned piehled-
n&j$i a jasn&jsi. UZ ndm tedy zbyva jenom jedind véc: vymyslet vhodny ziisob, jak
formulovat induk&ni pfedpoklad, ktery by nas od t&h osmi v&ci dovedl k IV(x, y, z).
Takhle to asi nepiijde. Podivej, IV(x, y, z) zavisi na IV(z, z;, y) a to zavisi na
IV(yp y, z) a to zase zavisi na IV(z, z;, y) a uZ jsme zase v pasti. To je ten samy
problém, na ktery uZ jsme jednou narazili, jenomZe ted je situace kriticka.

(kope do zemé&) K &ertu! ... NeZ to definitivng vzdam, tak zkusim je¥t& jednu véc.

-----

V. JestlizZex <x' ay<y,
pak x +y < x" +y'.

V ditkazech jsme totiZ pouZivali pravé tohle a s (T13) jsme vZdycky provadéli ditkaz
ve dvou krocich. Navic, je to symetrické, to by nim taky mohlo pomoct.

. A jeSté by se ndim hodilo opa¢né tvrzeni, které by zobeciiovalo (T14).

Pfipadd mi, Ze potfebujeme tohle:

VI Jestlize x + y2x"+y ay=y,
pak x = x'.

. Bille, tvoje znadeni uZ vypada tipIné profesionalné.

(se soustfedi) Diky. TakZe diikaz V(x, x', y, y') zavisi ted na

VI(XL’ xl’ Vs J") ’
VI(YLa y’, X, x') >
VI(x, X3, 3,5'),
VI(y, Yp, x, x') .

No vidi§, vZdyt je to vlastné jednodussi neZ pfed tim; symetrie tomu hodné pomohla.
Co tedy potfebujeme k ditkazu VI(x, x’, y, y')..., to je nervék, ja uZ viibec nedokézu
pfemyslet... :

V(x, X1, 5,5, V(Xp, X', 3, ¥) .

(vysko&i) Podivej, ted pouZijeme trik se soudtem dndl na kombinaci V a VI a tim
bude indukce hotova.

. (ji k sobg pfitiskne) Vyhrali jsme!
. VZdyt tenhle na§ dikaz plati vlastné taky pro viechna pseudoéisla x, x’, y, y, to je

skoro k neuvéfeni.

. PaneboZe, to byla prace, ale pfizndvam se, Ze pfesto neznam nic krasnéjsiho.
. Kolik nis to stalo energie, neZ jsme dokazali to, o ¢em jsme si v&era mysleli, Ze plati.

Zajimalo by mé, jestli Conway na to mél néjakou jednodussi metodu.
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At m&l nebo nemél, mng se libi ta nase, vzdyf to byla diikladna lekce o technice
diikazu.

B. Tak mé, Alice, napadé, Ze dneska jsme vlastng m&li d€lat nisobeni.

A. S tim uZ radSi nebudeme zadinat, nebo se nim zase bude Spatng spat. Misto toho
mlZeme odpoledne zkusit dok4zat, Ze je-li x &slo, pak je taky — x &slo.

B. To je dobry népad, ale uZ by to nemél byt ZAdny velky problém.

Poslouchej, dalo by se je$t€ n&co dokizat o tom, jak se p¥i tvofeni ziporu chovaji
pseudogdisla.

14. Vesmir

B. (se protahuje) Dobré jitro, mila&ku, tak co mi povi¥ dneska, nasla jsi pfes noc n&ja-
kou dalgi chybu?

A. Ne, a co ty?

B. Dobfe vi3, Ze j4 nikdy nehleddm chyby. Pfesto mé zarazila jedna véc: mé&li bychom
mit k dispozici pravidla pro tvofeni viech &isel, ale kam se podgla 4 ? Jestli si vzpomi-
nas, Cekal jsem, Ze ji dostaneme &tvrty den. Pak jsme ale zjistili, Ze to &slo byla %.
Tak jsem si pomyslel, ta 4 si sice davé na das, ale dfiv nebo pozd¥ji se ur&ité objevi.
Ted uZ jsme prozkoumali viechna &isla, ale 4 pofad nikde, a to mé& zarazilo.

A. Vsechna &isla, ktera takhle tvofime, maji koneénou binarni reprezentaci. Napfiklad
3% se da zapsat binirng jako 11.101. Naopak zase plati, Ze kazdé ¢islo, které ma ko-
neénou binarni reprezentaci, bude dfive nebo pozdé&ji stvofeno. Napfiklad 3§ bylo
stvofeno ... osmy den.

B. Pokud vim, binarni &isla se pouZivaji v poéitatich. MoZna, Ze Conway skute&ng
tvofil pocitacovy svét.

Jaka je vlastn& binarni reprezentace 4?

A. Nevim, ale urgité né€jakou mit bude.

B. J4 se pamatuju, Ze se pofad n&jak déli, ale dvojkou, ne desitkou. Zkusme to ... vy-
chazi mi, Ze

1 = .0101010101....
a tak dal do nekoneéna. Tahle fada nikde nekondi, proto nebyla 4 stvofena.

A. ,,Do nekoneéna.*“ Pfipominid mi to posledni ¢4st ndpisu. Mas n&jakou piedstavu
o tom, co se na desce mysli N dnem a tak?

B. Pfipad4 mi to jako n&jaka metafyzickd nebo naboZenska chvala &selného systému,
ktera je pfece typicka pro staré rukopisy. Zas mi ale pfipad podivné, Ze po neko-
ne¢né mnoha dnech Conway je$té pofad existoval a mluvil...

,,aZ do konce vieho &asu*, vzdyf &as je§té pofad neskonil.

A. Ty jsi dneska ve formé.

B. J4 bych fekl, e po nekone&n& mnoha dnech Conway pohléd! na viechna ta binarni
&sla, ktera stvofil a ... PaneboZe! Vsadim se, Ze nepfestal.

A. M35 pravdu, e mé to dfiv nenapadlo, vZdyt kimen jako by fikal, Ze hned zase po-

kragoval dal. A ... no samozfejm&, dostane daldi Cisla, protoZe za X, a Xp uZ miiZe
taky poprvé zvolit nekonedné mnoZiny.
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. MoZna, Ze ¢as neplyne konstantni rychlosti. Nam se tfeba zda, Ze dny jsou pofad

stejné dlouhé, ale Conwayovi miiZe pfipadat, kdyZ se divad do naSeho vesmiru, Ze
tady dny b&Zi pofad rychleji a rychleji vzhledem k né&jakému absolutnimu super-
nebeskému Casovému méfitku. Tfeba prvni pozemsky den trva jeden nebesky den,
druhy pozemsky den trva jenom polovinu nebeského dne, dalsi den ¢tvrtinu a tak
dal. TakZe po dvou nebeskych dnech, hop, na Zemi ub&hlo nekoneéné mnoho dni
a muZeme pokracovat.

. Tohle mé nikdy nenapadlo, ale celkem to mé4 smysl. My jsme jistym zplisobem

pravé v té samé situaci jako Conway; po uplynuti nekoneéné mnoha pozemskych
dnii, zname vSechno, co se udalo aZ do N dne.

(gestikuluje) To je dalsi plus pro matematiku: Nase koneéné mozky mohou obséh-
nout nekonecno.

. Alespoii spoéetné nekonecno.

Ale redlna &isla nejsou piece spodetna a taky je dokdZeme pochopit.

. Asi ano, vzdyf kazdé redlné &islo je pfece jenom nekoneény desitkovy rozvoj.

Nebo taky binarni rozvoj.

. Bille, ja uZ vim, co se stalo X dne! Byla pfece stvofena vSechna realna &isla!

(vali o&i) No ano, asi ma§ pravdu.

. Urgitg, § dostaneme, kdyZ za X; vezmeme, tfeba v bindrnim znaceni

{.01, .0101, .010101, .01010101, ...}
a v X, budou disla, ktera se ptiblizuji § seshora, jako
{.1, .011, .01011, .0101011, .010101011, ...} .

A disla jako 7 by se tvofila zhruba stejné. Bindrni reprezentaci m sice neznam, ale
feknéme, Ze je to takhle

n = 11.00100100001111 ...,

II, dostaneme, kdyZ se postupné zarazime u kazdé ,,1%,
I1, = {11.001, 11.001001, 11.00100100001, ...}
a IT,, kdyZ se postupné zastavime u kazdé ,,0* a pfidame 1,

I, = {11.1, 11.01, 11.0011, 11.00101, ...} .

. Za II; a TI, se da vzit je§t€ mnoho dalSich mnoZin; takovych mnoZin je vlastné ne-

koneéné mnoho, ale vSechny budou vytvafet &isla ekvivalentni IT, protoie II je

wvr wr

nejstarsi &islo, které je vét§i neZ IT, a mensi neZ IT,.

. (ji znovu objima) Tohle tedy mysli Conway, kdyZ na desku napsal, Ze ¥ dne byl

stvofen vesmir: ten vesmir jsou realni <&isla. UZ jsi nékdy slySela o kosmologické
teorii ,,bing bang*? To je pfesné ono, X dne: Bum!

. (neposlouch4) N dne bylo stvofeno jedts jedno &islo, Bille. Cislo, které mezi realni

&isla nepatfi. Necht je X, prazdnd a
X, ={1,2,3,4,56,17,..}.

Tohle &islo je v&tsi neZ viechna ostatni.
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Nekone&no! Nedohledno!

. Asi ho oznaéim feckym w, méla jsem tohle pismeno vZdycky rada. DAl bylo stvofeno

taky — o, chci fict minus nekone&no.

. X den byl moc rusny den,
. A dalsiho dne. ...

¥ v

. Chces fict, Ze ¥ neby! jesté konec?
. Ale ne, pro¢ by mél Conway skonc¢it zrovna tady? Mam takové tuseni, Ze byl sotva

na zalatku. Tenhle proces se nikdy nezastavi, vZdycky si mlZze§ vzit Xp prdzdnou
a za X; mnoZinu viech &isel, ktera byla pravé do toho okamzZiku stvofena.

. Ale po X dni neni uZ moc co délat, readlna Cisla jsou pfece vedle sebe naskladana

stra§né& husté. Nekoneéna Cast vesmiru je uZ hotova, protoZe mezi dvé ,,sousedni*

wr o

realna ¢isla se uZ Zadna dalsi &isla nevejdou.

. Nema$ pravdu, Bille, i kdyZ jsem si to myslela aZ do chvile, kdys to fekl. Asi to

znamena, Ze se s tebou rada hadim. Vezmisi X; = {0} a Xp = {1,4,4,4,,...}. To
je Cislo v&tsi neZ nula a mensi neZ viechna kladna realné &isla.
MuZeme mu fikat e.

. (omdliva) Uf ... uZ je to v pofadku. Je toho na m& trochu moc. N&kde to snad

proboha musi mit konec.

A nejvic mé udivuje, Ze to tvoje ¢islo ¢ bylo vlastn& stvofeno X dne a ne aZ dalsi den,
protoZe sis mohla vzit za X, = {1,4,4, },7%, ...} 2 navic je tu spousta dalSich
blaznivych &isel, tfeba

({1}’ {1'}’ 1%, 1%: 1'1'135 }) >

kterd jsou jenom o chloupek vétsi nez 1.
Myslim si, Ze takovéhle Cislo je vedle kaZdého &isla, jako « ... ale ne, to nejde ...

. Takové &islo vétsi nez w, se dostane aZ dalsi den po N, jenom &isla s kone¢nou bi-

narni reprezentaci dostanou svého nekoneéné blizkého souseda uz N dne.
Dalsi den po N dostaneme taky &islo mezi O a e. A ty mysli§, Ze Conway sotva zadal.

. Vi§, co je na tom nejlepsi? Dostaneme nejenom vSechna redlna ¢isla, nekoneéno

a viechna tahle mezicisla, ale zname dokonce pravidla, podle kterych se da fict,
které ze dvou Cisel je vétsi, a navic miizeme vSechna isla s¢itat a odditat.

. To je fakt. A to jsme si mysleli, Ze vime, co dokazujeme, kdyZ jsme viechna tahle

pravidla odvozovali. Brali jsme to jenom jako hru: ukolem bylo odvodit viechny
staré standardni aritmetické zékony jenom pomoci Conwayovych pravidel. Pravé
jsme ale zjistili, Ze se nafe dikazy daji taky pouZit na nekone¢né mnoho neslycha-
nych pripadii. Cisla jsou omezena jenom nasi predstavivosti, kdy? se nase védomi
rozpina ...

. Vi§, pro mne je to skoro jako jakasi naboZenskd zkuSenost, za¢inam si panaboha

vice vaZit. Jako, Ze panbtih je vSude ...
1 mezi realnymi Cisly.

. Ale jdi, myslim to vaZné.
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15. Nekoneéno

B.
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Zkou3el jsem s nekonetnem trochu potitat. Tieba pravidlo (3) ndm hned fika, Ze
o+1={w22345..1}0),
coZ se da zjednodusit na

o+ 1=({0},0).

. To bylo stvofeno den po N.

Ano, a
o+2=({o+1},0)

o den pozdgé&ji. Dal
o+ 1 = ({0}, {0 + 1}).

.Acow — 1?

® — 1? V Zivoté by m& nenapadlo od nekone¢na néco odéitat. Cislo mensi neZ ne-
koneéno by snad mélo byt konené. Ale pro¢ ne, udélame to pfesné podle vsech
pravidel, schvalné co se stane ... Podivejme se na to:

o-1=({1,234..1}{0}).

No jasné, tohle je prvni stvofené &islo, vétsi neZ vSechna celd &isla a mensi neZ ne-
konecno.

. Tohle je tedy to nekoneéné &islo, mensi neZ nekone¢no, o kterém se na desce mluvilo.

Dobra, mam pro tebe jesté néco, co je to w + ©?
Ale to je pfece hracka:

o+n=(0+I,0+I).

Tohle bylo stvofeno ... (2X) dne, souasné s w + ea w — e.

. Hm, ale pak musi existovat taky &islo 2. TotiZ w + .

No jo, to mame
vt+o=fo+lLo+2,0+30+4..}0).

Nasobeni sice je§té nemame, ale myslim, Ze tomu klidn& mZeme fikat 2w. Urcité
dokaZeme, Ze (x + y)z=xz + yz,atoznamend 2z = (1 + 1)z =z + z.

. Spravné. Potom

30 =({20 + 1,20 + 2,20 + 3,20 + 4, ...}, 0)

bude stvofeno (3N) dne a tak dal.

Jak fikdm, o nasobeni je$té€ pofad nic nevime, ale skoro bych se vsadil, Ze w krat
o bude '

- 0? = ({0, 20, 3o, 40, ...}, 9).
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. A bude stvofeno ¥? dne. Pfedstav si, co asi do té doby Conway provede se viemi
men§imi Cisly.

. Pfipomina mi to jednu hru, kterou jsme hravali jako déti. Vzdycky jednou za &as
jsme se sebrali a pokfikovali jsme po sob& nejvétsi &isla, jak4 kdo védél. Jedno z déti
brzo doma od téty zjistilo, Ze nejvétsi &islo je nekoneéno, ale mé se podafilo ho
pfesto trumfnout — vyk¥ikoval jsem ,,nekone€no plus jedna“. Hned dal$i den jsme
se samozfejmé dostali k ,,nekone&no plus nekoneno* a brzy to bylo ,,nekone&no
krat nekonecno®.

. A co bylo da1?

. Potom jsme nejdfiv kfigeli ,,nekoneénonekoneénonekoneéno ... tak dlouho, aZ
nam doSel dech a pak jsme tu hru v podstaté vzdali.

. To ale zbyla je$té spousta daliich &isel, tfeba

0° = ({0, @* 0, 0% ..}, 0)

a pofad jsme jenom na zaCatku.

. Chces fict, Ze existuje taky ©®*”, »®” a limita takovych vyrazi a tak dal. Tohle
mé mélo napadnout, kdyZ jsem byl maly kluk.

. Otevird nam to Upln€ nové obzory. Mam ale obavu, Ze pro tahle &isla naSe dikazy
neplati.

. CoZe, zas? Vidyt uZ jsme je jednou opravovali. Aha, uZ vidim, kde je zakopany pes:
soucet dnt.

. Pfesné tak, indukce podle soudtu dnfi se ted pouZit ned4, protoZe soudet miiZe byt
nekonedny.

. MoZn4, Ze na$e véty neplati ani pro nekone&né pfipady. Mné& by se samozfejmé libilo,
kdyby platily, mdm pocit obrovské sily, kdyZ dokazuju néco o dislech, o kterych se
mi v Zivoté& ani nesnilo.

. Na druhé stran€ jsme pfi pokusnych vypoctech s nekonenymi Cisly neméli Zadné
zvlastni potiZe. Potkej, zamyslim se nad tim ... Je to v pofadku. Myslim, Ze to
mame v suchu, my totiZ ,,souéet dnii* nepotfebujeme.

. Jak jsi na to pFi$la?

. Vzpometi si, jak jsme spolu poprvé pfemysleli o indukci ,,§patnych &isel. Tam jsme
museli ukazat, 7e kdyZ véta neplati, feknéme pro x, pak neplati taky pro n&jaké
x; z X, a pak taky neplati pro n&jaké x;, z X, atd. Je-li takova posloupnost ko-
neén4, tedy jestliZze v zavéru musime dospét k pfipadu s prdzdnou X;;...,, pak véta
nemohla neplatit v prvni fad€ pro x.

. (hvizdne) Aha, napfiklad pfi diikazu, Z¢ x + 0 = x, dostaneme x + 0 = (X, + 0,
Xp + 0). Pomoci indukce pfedpokladame, Ze x;, + O se rovna x, pro viechna x,,
z X;. Je-li tento pfedpoklad chybny, pak se o néjakém x;; prokazalo, Ze x;; + 0
se nerovna x;;; taky by nas vlastn& mohlo zlobit néjaké x,p. Libovolny protipfiklad
pak implikuje nekoneénou posloupnost protipfikladi.

. TakZe ndm uZ stadi jenom dokazat, Ze neexistuje Zadnid do minulosti klesajici ne-
kone&na posloupnost &isel x;, x,, X3, Xy, ... takova, Ze x;.4 je v Xjp U Xjp.

. To jsi formulovala p&kné.
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. A navic je to pravda, protoZe kaZdé &islo (dokonce kazdé pseudotislo) je utvofeno

ze star$ich. Kdykoliv tvofime nové &islo x, mohli bychom soudasn& dokazat, Ze
neexistuje Zadnd, do minulosti klesajici nekone¢na posloupnost, kterd zacina x; = x,
protoZe jsme uZ dfive dokazali, Ze neexistuje Zddn4 nekone€nd posloupnost, kterd
by pokradovala libovolnym ze vS§ech moZnych x, v X nebo X5.

To je logické a pékné ... ale zni to skoro tak, jako bychom dokazovali platnost
indukce pomoci indukce.

. Myslim, Ze mas§ pravdu. Svym zplisobem by to mél vlastné byt axiém, protoZe for-

malizuje intuitivni pojem ,,d¥ive vytvofeny*, ktery jsme rozbirali v pravidlu (1).
Ano, to je ono, pravidlo (1) dostane krasny zaklad, kdyZ to formulujeme timto
zplsobem.

To, co Fikas§, pokryva jenom piipad jedné proménné. Nase dikazy pomoci souétu
dnil pouZivali dvou, tfi a dokonce i &tyF prom&nnych tam, kde indukee pro (x, y, z)
zavisi na vé&cech jako (y, z, x,) a tak dal.

. Pfesné tak. Ale v kazdém p¥ipadé se indukce vracela zpét k n&jaké permutaci pro-

ménnych s tim, Ze alespoii jedna z nich dostala dodate¢né index L nebo P. To na-
Stésti znamend, Ze nemiiZe existovat nekoneény Fetézec takovy, Ze

(3 2) >z, x1) = (zps ¥, X1) = ..

a tak dal, protoZe kdyby existoval, alespoii jedna z proménnych by sama méla
do minulosti klesajici nekone&ny fetézec, coZ je ve sporu s pravidlem (1)

. (ji znova objimé) Alice, j4 t& miluju nekone¢n& mnoha zpisoby.
. (se sm&je) ,,Jak t& miluji? Dovol mi spo&itat zplisoby**)

WPeoe

1, o, ©?, 0%, »
s W H] 9

. Pofad se mi je§té€ zda, Ze jsme tu nekoneénou konstrukci obesli podivnym a pravdé-

podobné podezielym zpilisobem. Ackoliv v tom, co fikas, nevidim Zadnou chybu,
pfece se mi to n&jak nezda.

. JA mam dojem, Ze je rozdil mezi ditkazem a vypoétem. V koneénych pfipadech,

kdyZ jsme mluvili o &islech stvofenych pfed N dnem, nebyl Zadny podstatny rozdil.
Ale tady ted musime urcitym zpilsobem rozliSovat mezi diikkazem a schopnosti vy-
poctu. Neexistuji nekoneéné do minulosti klesajici posloupnosti, ale mohou byt
libovolné dlouhé, i kdyZ zaéinaji tim samym &islem. Napfiklad w,n,n — 1,..., 1,0
je posloupnost pfedkii w pro vSechna n.

. Ano. Prav& jsem pfemyslel o posloupnostech pfedkit pro w?. Samoziejmé jsou

viechny kone¢né, ale mohou byt tak dlouhé, Ze kone¢nost uZ neni viibec samoziejma.

. Tahle nekone¢nd konefnost znamend, Ze miZeme sestavovat platné dikazy, tfeba

Ze 2.1 = + m, ale pfitom nemusime nutné umét spoditat = + © v koneéném
poétu krokili. Vypo&ty mitZe dokongit jenom panbiih, ale my maZeme dokonéit pii-
slu$né dilkazy.

. Zkusme to: ® + © = (n + Il , © + IIp), coZ je ... aha, uZ to vidim, vypocet se §tépi

na nekoneéné mnoho vétvi, ale vechny konéi po koneén& mnoha krocich.

*) “How do I love thee? Let me count the ways*.
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16.

. Mné se libi, Ze u téhle indukce, kterou pouzivime, nemusime nikdy zv1ast vySetfovat

,»,vychozi pfipad*. Ja jsem se udila indukci tak, Ze se vidycky nejdfiv muselo dokazat
P(1). To se ndm n&jak podafilo obejit. ' '

Vi§, ja si myslim, Ze jsem ted poprvé skutené pochopil vyznam indukce. Dost té€Zko
se dokaZu vyrovnat s faktem, Ze naSe teorie plati jak pro nekone¢né velka, tak pro
nekonedn& malé &sla a navic jest& pro kone&na binarni &isla.

. Asi s vyjimkou (T8), kde se mluvi o ,,nejstar§im &isle* s uritou vlastnosti. Mé&li

bychom definovat pfesné, co to znameni ... myslim, 7¢ bychom kaZdému dni
mohli pfifadit &slo, feknéme nejvétsi &islo, které bylo ten den stvofeno, a timhle
zplisobem dny uspofadat ...

Podivej, jak to sleduju. V§iml jsem si, Ze v ur¢itém dni je nejvétsi to &islo, které ma

Xp prazdnou a X; obsahuje vSechna dfive stvofena ¢isla.

. Tohle moZné vysvétluje, pro€ byl N den a (R + 1) den, ale den (X — 1) nebyl.

Asi mas pravdu, ale na mne je to pfili§ hlubokomysIné. Ja jsem pfipraven pustit se
do nésobeni, co ty?

Nadsobeni

. Kdepak je ten papir, kam jsi zapsal Conwayovo pravidlo pro nasobeni. Pfece musi

existovat zpusob, jak to symbolicky zapsat ... no vidi§, uZ vime, co myslel ,,éastmi
stejného druhu®.

Alice, vZdyt je to hrozné tézké. Podivej, pfece se s tim nebudeme lustit. Zkusme najit
pro nasobeni vlastni pravidla. Pro¢ bychom to nemohli udglat stejng€ jako pro s¢itani?
Myslim to tak, Ze xy by mélo leZet mezi Xy u xY, a Xpy U xYp. Kdybychom
vyloudili zaporna d&isla, tak by tohle mélo platit.

. Vidyt by tahle definice byla identicka se s¢itdnim, takZe souin by byl totéZ jako

soucet.
No jo, mas§ pravdu ... tak dobfe, jsem ochoten uznat Conwayovo feSeni, prohléd-
néme si ten papir.

. Tak se nezlob, tviyj pfistup je uplné spravny. Pamatujes, jak jsme si fikali, Ze se véci

musi vZdycky napied zkusit?

. Ano, aspoii tohle jsme se taky naudili.
. Ja si z toho vieho dokaZu vybrat jenom to, Ze Conway za levou mnoZinu xy vezme

viechna d&isla tvaru
XLy + Xy, — Xpyr nebo  xpy + xyp — Xpyp
a prava mnoZina obsahuje v¥echna &isla tvaru

XLy + xyp — Xpyp 1nebo  Xpy + Xy — Xpyr .

Vidi§ to, levd mnoZina obsahuje &asti ,,stejného druhu“ a pravd mnoZina &Asti
»0paéného druhu“, M4 tahle definice n&jaky rozumny smysl?
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Pockej, Vypada to tajemné. Tedy xy ma byt v&tsi neZ leva &ast, plati skuteéné, Ze
xy > XLy + xyp — X1y ?
To je jako ..., to je ekvivalentni

(x=x)(»—-y)>0.

. To je ono, soudin kladnych &isel musi byt kladny. Dalsi tfi podminky pro to, aby xy

leZelo mezi svou levou a pravou mnoZinou, v podstaté ¥ikaji, Ze

(xp=x)(pp—»)>0",
(x=x)(pp—y)>0,
(xp=x)(y —y)>0.

Tak dobfe, definice vypada rozumnég, i kdyZ jsme zatim nic nedokazali.

Chtél bych si vyzkousSet n€kolik jednoduchych piipadi, jen tak abych se pfesvédéil,
neZ se pustime do dokazovani hlavnich vét pro nasobeni. Zkusme to

(T20) Xy = yx,

(T21) 0y=0,

(T22) ly=y.

Tohle bylo jednoduché.

. Dobfe, nula krat nekoneéno je nula. Dal$i jednoduchy vysledek je

(T23) —(xy) =(-x)y.

. Spravné. Podivej, uZ to zalina byt zabavné:

(T24) Ix=(3X, 0 (x— 1X), (x — 3X) U 1Xp).

. No vidi8, vZdycky mé& hrozné zajimalo, co je to polovina nekoneéna.
. Polovina nekoneéna ... uZ se na tom pracuje.

Io=({1,2,3,4,..},{o-Lo-2,0-30-4..1).

Neni to zajimavé umét dokazat, Ze 40 + 1w = w?
Podivej, tady je dalsi lahtidka:

ew=1.

NaSe nekonedn& malé &slo je pfevracena hodnota nekonedna.

. Zatimco jsi potital, probirala jsem nésobeni obecnd. Pro pseudodisla to vypada

trochu podivng ... nafla jsem pseudodislo p, pro které ({1}, 0) p neni totéZ jako
({0, 1}, 0) p, atkoliv jak ({1}, 0), tak ({0, 1}, 0) se ob& rovnaji 2. Navzdory t&mhle
potiZim jsem pouZila tvou metodu se sestavenim schématu a myslim, %e

(T25) x(y +z)=xy + xz
(T26) x(y2) = (w)z

256



se da dokazat pro libovolna pseudodisla a
(T27) jeli x>x a y>)y,
pak (x—-x)(y-»)>0
pro libovolna é&isla. Vyplyva to z toho, Ze kdykoliv x a y jsou &isla, pak xy je také
¢islo.
B. Pomoci véty (T27) se da ukézat, Ze
(T28) jelli x=y, pak xz=yz

pro viechna &isla. TakZe viechny vypodty, které jsme dglali, jsou tipIn& v pofadku.
Tak si myslim, Ze kromé mlhavé zminky o ,,fad4ch, podilech a kofenech* znime
vSechno, o ¢em se na desce mluvi.

A. No ... a co d&leni? Vsadim se s tebou, Ze pro x mezi 0 a 1 se di dok4zat, Ze

1
14+ x

1 —

=({x—-xAx—-x*+x*—x%..},
{r,x—x*+x% x—x* +x* —x*+x5,...}).

Pro x = 4 jsme tak alespoii dostali . Pomoci né&jaké podobné metody by se ndm
moZni podafilo dokazat, Ze kaZzdé nenulové &islo ma pfevracenou hodnotu.

B. Alice, podivej, to je skutedn4 pastva pro oéi ...

Jo = ({1, 2,3,4,..}, {% % —‘;3 -‘;—’})
Je= ({e, 2, 3, 4c, ...} {I’E’ = }‘})

A. Bille, vidyf kaZdy objev vede k dal§imu a dal§imu.

B. (se div4 na zapadajici slunce) Je3t& pofad je nekone&n& mnoho véci, které je tfeba
udélat ... a jen koneéné& mnoho ¢asu ...

Ctenat uz zfejmé usoudil, ?e tu nejde o skute&ny ptibh. ,,J. H. W. H. Conway* viak pfesto
existuje, je to profesor cambridZské univerzity John Horton Conway. Skuteény Conway odvodil pro
tato ,,mimofddnd‘* &isla celou fadu dalsich vysledkd kromé té€ch, o kterych zde byla fe€. Dokazal
napftiklad, Ze kaZdy polynom lichého stupné, jehoZ koeficienty jsou libovolna &isla, m4 kofen. Uk4zal
také, Ze kazdé pseudocislo p odpovidd né&jaké situaci ve hie, kterou spolu hraji dva hré¢i, levy a pravy,
pfi¢emz nésledujici &tyfi vztahy

p>0, p<0,
p=0, P"o

po fadé& odpovidaji témto &tyfem podminkdm

levy hra& vyhrava, pravy hra¢ vyhrévd,
hréa&, ktery hraje jako druhy, vyhrava, hrég, ktery hraje jako prvni, vyhréva,
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pfi vychozi situaci p. [Viz J. H. CONWAY, On Numbers and Games, Academic Press 1976.] Celd teo-
rie je v8ak dosud v plenkich, a ¢tendf ma tedy moZnost zamyslet se nad nékterymi dosud nepro-
zkoumanymi otdzkami: Co se d4 zjistit o logaritmech, o spojitosti, 0 multiplikativnich vlastnostech
pseudodisel, o zobecnélych diofantickych rovnicich atd.

Doplitujici problémy k jednotlivym kapitolim

Prva &ast piivodniho Knuthova doslovu k Nadrealnym &islim byla v tomto pfekladu
pouZita jako tvod (viz PMFA 2/1978). Druha &st doslovu, kterou otiskujeme nyni,
obsahuje doplitujici problémy k jednotlivym kapitolam a autoriiv metodologicky navod
pro uditele, ktefi budou s jeho textem pracovat. Autor navrhuje, aby uvedené problémy
byly pouZity ke kolektivni diskusi pfi praci v seminafich. (Pozn. pfekl.)

1.
2.

Po 3. kapitole: Co je to ,,abstrakce** a co je ,,zobecn&ni*?
Po 5. kapitole: Nechf g je funkce, kterd &islim pfifazuje &isla takova, Ze x <y
implikuje g(x) < g(y). Necht f(x) je definovana vztahem

F@x) = (f(xz) v {g(x)} , £(Xe)) -

Dokate, Ze f(x) < f(y) tehdy a jen tehdy, je-li x < y. Ve specialnim p¥ipadg, kdy
g(x) je identicky rovno 0, vy&islete hodnotu f(x) pro co moZné nejvétsi podet &isel.
[Pozn.: Po 12. kapitole m4 tato iloha smysl, i kdyz se ,,¢isla‘ nahradi ,,pseudodisly*.]

. Po 5. kapitole: Nechf x, y jsou &isla, jejichZ levé a pravé &asti jsou jedna, ,,jako*

druh4, ale nejsou identické. Formaln€ necht:

o Xy =YL, fpiXp—> Yp,

gL Y= X1, 9p: Yp—> Xp
jsou takové funkee, Ze fy(xz) = X1, fo(xp) = Xps 9(V1) = ¥1, 9p(yp) = yp. Dokalite,
Ze x = y. [Alice a Bill si neuvédomili, Ze toto lemma bylo diileZité pro nékteré
tvahy a pfedpokladali je bez ditkazu. Lemma plati také pro pseudodisla.]

. Po 6. kapitole: Jsme pfi rozvijeni teorie Conwayovych &isel z n€kolika uvedenych

axiémb opravnni pouZivat v ditkazech vlastnosti &isel, které uZ ,,zname*? (Napf.
pouZivani indexil jako i — 1aj — 1 atd.)

[Upozornéni: Tato otazka miiZe vést k diskusi o metamatematice, na kterou by se
vyuéujici mél pfipravit pfedem.]

. Po 9. kapitole: Provedte uplny formalni dtikaz obecného pfedpisu pro &isla po n

dnech. [Jde o instruktivni cviéeni na volbu vhodného znadeni. Studenti by se méli
snaZit vybrat ze vSech moZnosti tu, ktera je pfi pfesném diikazu nejsrozumitelné;si,
ta v tomto smyslu odpovidd intuitivnimu neformélnimu diikazu, ktery provedli
Alice a Bill.]

. Po 9. kapitole: Existuje jednoduchy pfedpis, ktery by udaval pro dané binarni &islo,

kterého dne bude toto &islo stvofeno?

. Po 10. kapitole: DokaZte, Ze ze vztahu x = y vyplyva —x = —y.
. Po 12. kapitole: Zjistéte hodnotu x @ y pro co moZna nejvice ¢isel x a y.
. Po 12. kapitole: Zmé&iite pravidla (1) a (2) tak, Ze na viech tfech mistech % nahra-
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10.

11.

12.

13.

14,

le.

dite < a pfipojte k nim nové pravidlo:
x <y tehdyajentehdy,je-li x<y a y£x.

Pomoci téchto definic odvodte znovu teorii Conwayovych &sel. [Takto lze dobie
zrekapitulovat material z prvnich kapitol. Diikazy musi byt na n&kolika mistech
zménény. Nejt€Zsi bude dokéazat, Ze pro viechna &isla plati x < x. Existuje velice
kratky diikaz tohoto tvrzeni, ale neni snadné na ngj pfijit a ja ho rad&ji neprozradim.
SnaZte se, aby studenti sami zjistili, Ze pro pseudog&isla neni novy vztah < identicky
s Conwayovym vztahem (i kdyZ pro &isla oba pojmy samoziejms splyvaji). PouZije-
me-li nové pravidla, x £ x vZdycky neplati; je-li

x = ({({0}, {0})}, 9),

pak x = 1, zatimco podle Conwayovych pravidel je x = 0. Conwayova definice
ma4 lepsi vlastnosti, ale zavedeni tohoto nového vztahu je pou¢né.]

Po 13. kapitole: UkaZte, Ze Alicin a Billiiv kruhovy problém se da vyfesit i jinak,
totiZ tak, Ze se z poZadavkd pro diikaz II(x, y, z) vyloudi Il(z, Z,, y) a IlI(Z,, z, x).
Jinak feéeno, dokazte pfimo, Ze pro zadné z, nemiiZe platit

z+ysSzp+y.

Po 14. kapitole: Uréete ,,nejbliZsi okoli* kazdého redlného ¢isla b€hem nékolika
prvnich dnl po dnu N.

Po 15. kapitole: Zkonstruujte nejvétsi nekoneéné velka ¢isla a nejmensi kladna ne-
koneéné& mala Cisla, ktera si dokaZete pfedstavit.

Po 15. kapitole: Staéi omezit X; a X na spocetné mnoZiny? [Je to t&zka otazka, ale
mutZe vést k zajimavé diskusi. Uditel by se mél pfedem pfipravit na zminku o ordi-
nalnich &islech.]

Témé&F kdekoliv: Jaké vlastnosti ma takto definovand operace:

x«:y = (XL('\ YL,XPO YP)?
[Studenti by mé&li zjistit, Ze to neni min (x, y)]. Je zajimavé zkoumat i mnoho dalsich
operaci, napf. je-li x o y definovano jako
(XLO YL’ Xp v YP)
nebo (X, 0y Uxo Yy, XpU Yp)
atd.

. Po 16. kapitole: Ukaizte, Ze je-li X mnoZina vech &isel, pak (X g 0) neni ekvivalentni

74dnému &slu. [Teorie mnoZin v sob& skryva pfi neopatrném zachazeni riizné para-
doxy. Tfida vSech mnoZin neni pfesné€ vzato mnoZina. Odtud paradoxy typu ,,mno-
Zina v8ech mnoZin“.]

Po 16. kapitole: x nazveme zobecnélé celé Cislo, jestliZe

x=({x-1}{x+1}).

UkaZte, Ze zobecnél cela &isla tvofi systém uzavieny na s&itini, od¢itani a nasobeni-
Tento systém obsahuje obydejna cela Cisla n, déle &isla jako w + n, 1w, atd. [Tuto
tlohu navrhl SIMON NORTON.]

259



17.

18.

19.

20.

21.

22.

Po 16. kapitole: x nazveme rediné éislo, jestlize —n < x < n a jestlize

x=({x-Lx-4x-%. L {x+Lx+4x+4,.}).

DokaZte, Ze tato realna &isla jsou uzaviena vzhledem ke s¢itini, odéitani a nisobeni
a Ze jsou izomorfni s mnoZinou redlnych &isel zavedenou néjakym tradi¢n&j$im
zplisobem. [Tuto ulohu a néasledujici Glohy navrhl John Conway.]

Po 16. kapitole: Zméiite pravidlo (1) takto: (X, Xj) je &islo jen tehdy, kdyZ X, %
X a je-li splnéna nasledujici podminka:

X, mi nejvétsi prvek nebo je nula tehdy a jen tehdy, ma-li
Xp nejmensi prvek nebo je nula.

Ukaite, Ze timto zpiisobem dostaneme viechna realné &isla (a Zadna jina).

Po 16. kapitole: Najdéte pseudoiislo p takové, Ze p + p = ({0}, {0}). Je to p¥ekva-
pivé obtiZn4 tloha a vede k zajimavym diléim problémiim.]

Po 15. nebo 16. kapitole: Pseudogislo ({0}, {({0}, {0})}) je > 0 a <x pro viechna
kladna &sla x. Je skutedn® infinitezimalni! Cislo ({0}, {({0}, {—1})}) je dokonce
jesté mensi. A libovolné pseudogislo p > 0 je >({0}, {({0}, {—=x})}) pro vhodng&
velké x.

Po 16. kapitole: Pro libovolné ¢islo x definujte:

o* = ({0} u nco”‘|xLeXL, n=123..1},
{$n0*P| xpeXpn=123,..}).

Dokaite, Ze o™ . 0’ = o**7.
Po 16. kapitole: Zkoumejte vlastnosti symetrickych pseudodisel S takovych, Ze

(PL, Pp) € S tehdy a jen tehdy, je-li P, = Pp < S.

Jinak feGeno, prvky S maji identické levé a pravé mnoZiny a stejnou vlastnost maji
i prvky jejich levych a pravych mnoZin. UkaZte, Ze S je uzaviené na séitani, od&itani
a nésobeni. Zkoumejte dale vlastnosti S (napf. kolik prvki S, které nejsou jeden
»»jako* druhy, je kaZdy den stvofeno; je na jejich aritmetice néco zajimavého?)
[Tento problém s otevienym koncem je pravdépodobné nejlepsi z celého seznamu,
protoZe se za nim skryvi neobycejné bohata teorie.] Uéiteliim, ktefi m& o to poza-
daji dopisem na stanfordskou univerzitu, po§lu nivody k feSeni tloh 9, 19 a 22.

Zavérem bych rad uvedl n€kolik poznimek adresovanych pfedevsim uditelim, ktefi
povedou semindfe vychazejici z této knihy. VSichni ostatni pfestaiite, prosim, &st
a knizku okamZité zavfete.

Mily uditeli, v povidce je mnoho implicitnich namétt pro kolektivni diskusi. N&kolik
prvnich kapitol vim nezabere mnoho &asu, ale brzy se vim miZe stat, Ze za hodinu
nestacite projit ani jednu celou kapitolu. Bylo by moZné dobré, aby si kaZzdy na zagatku
zb&Zn€ prosel celou knihu, protoZe vzhledem k vyvoji udalosti na konci se stane zatatek
knihy zajimavy. Stile je tfeba klast diiraz na to, aby studenti oddélovali diileZité zi-
kladni principy obou postav, tedy modus operandi. Pro¢ pfistupuji k problému pravé
tak, jak to délaji, co je na jejich pfistupu dobré, co $patné? Jak se od sebe li§i Alicina
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a Billova ,,moudrost“? (Jejich povahy jsou zcela odli§né.) Daliim z4sadnim pravidlem
by mélo byt, Ze studenti kontroluji matematické detaily, které jsou Casto jenom nazna-
&eny; je to totiZ jediny zpilisob, jak mohou skuteéné zjistit, o vlastné v knize jde. Bylo
by nejlépe, kdyby se vidycky nejprve sami pokusili vyfe§it naznafeny problém, neZ
budou pokradovat ve &teni. Objevi-li se nékde uvozovky ,,...“ — znamené to vét§inou,
Ze postavy uvaZuji, a étenaf by mél udélat totéz.

Myslim, Ze dobrym pravidlem pfi kolektivni diskusi o uvedenych cvicenich je zpilisob,
pfi némZ kazdy dostane jen omezeny podet moZnosti, aby do diskuse zasahl. Zamezite
tim tomu, aby hovorn&jsi lidé ovladli pole a znigili celou diskusi.

Dale bych doporuéoval, aby byl cely kurs zakonéen tfitydennim nebo &tyftydennim
obdobim, b&hem kterého by studenti zpracovali zavére¢nou pisemnou praci na néjaké
téma, které neni v knize explicitn® rozebriano. Napfiklad cvieni s otevfenym koncem
z vy$e uvedeného seznamu piedstavuji nékolik moZnych naméta. Toto téma by studenti
mohli zpracovavat po dvojicich. Studenti by také méli byt upozornéni na to, Ze budou
hodnoceni jak za stylistickou stranku, tak za matematicky obsah, feknéme v poméru
1: 1. Je tfeba jim fici, Ze tato zavéretna prace nema vypadat jako typické domaci cvi-
Ceni. Zatimco domaci kol je vétSinou jenom sniiskou piehledné sefazenych faktii bez
motivace atd., ve kterych vidi zndmkujici diikaz, tato zAvéreénd prace by méla byt na-
psana ve stylu matematické uCebnice.

Dalsi zptisob, jak dat studentim moZnost, aby ziskali zkuSenosti se psanim, je uloZit
jim, aby se stfidali v sestavovani resumé z toho, co se odehrivalo na seminafi. To je
dobré také k tomu, Ze v§ichni studenti budou mit pisemné zaznamy z diskusi a nebudou
se muset rozptylovat tim, Ze si délaji vlastni pozndmky. To jsou podle mého nazoru
totiZ dvé hlavni slabiny souasného zpisobu matematického vzdélavani — nedostateéna
priprava pro tvofivou praci a nedostateéna praxe v sepisovani vysledki.

Doufam, Ze tato kniZe€¢ka pomtiZe k odstranéni zminénych nedostatkd.

Stanford, California D.E. K.
Kvéten 1974.

DOSLOV REDAKTORA

Nakonec by snad byla na misté aspori jedna pozndmka. Nékteri étendfi by mohli z celého
Sldnku ziskat dojem, Ze idedlnim prostredim pro vznik dobré matematické teorie je pusty
ostrov. Myslim, Ze samotné dilo D. E. Knutha a J. H. Conwaye jako pFednich odborniki
v aplikované matematice tuto domnénku vyvraci. Jsem proto presvédcen, Ze jedinym divo-
dem, pro¢ autor umistil své hrdiny na pusty ostrov, je, aby Alice a Bill nebyli pFi prdci
ruSeni premirou urfadovdni. 0. Kowalski
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