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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE, ROCNIK XXII (1977) CISLO 3

Supravodivost a kvantovani
magnetického toku*)

Victor F. Weisskopf, Cambridge (Mass.)

Uvod

V tomto &lanku predkladdme nékteré zakladni mySlenky, které pomahaji pochopit
jev supravodivosti. Cldnek neobsahuje n&jaké nové nebo originilni myslenky, naopak,
pouZiva pfedstav vyslovenych LoNDONEM [1] jiZ davno. Tyto pfedstavy pfipravily lo-
gickou strukturu nedavné teorie BARDEENA, COOPERA a SCHRIEFFERA [2]. Byla to prace
téchto autort, kterd poprvé podala teoretické vysvétleni supravodivosti na zdkladé
vzajemné interakce mezi elektrony. ,

V nasem ¢lanku budeme tuto interakci chapat pouze fenomenologicky, tj. asi stejné,
jako bychom chapali mezimolekularni interakci molekul v kapaling, kdyZ bychom chtéli
hovofit o n€kterych zvlastnostech kapalného stavu.

Nasim cilem je objasnit hlavné€ rozdil mezi supravodivym proudem a normdlnim
proudem a vztah supravodivého proudu k magnetickému poli. UkaZe se pak zcela pfi-
rozeng, Ze hodnota magnetického toku pronikajiciho plochou obemknutou supravodi-
vym prstencem musi byt celistvym nasobkem veli¢iny hc/2e**), a Ze stabilita proudu
v supravodivém prstenci je velmi uzce spojena s timto kvantovanim magnetického toku.

I. Vedeni proudu v kovech

Kov je charakterizovan volnym pohybem vodivostnich elektroni uvnitf svého objemu.
To je také diivod, pro¢ mnoho elektrickych jevi v kovech miiZe byt dobfe vysvétleno
extrémnim pfedpokladem, Ze vodivostni elektrony uvnit¥ kovu tvofi plyn volnych &astic.
Tento plyn je vysoce degenerovan pfi teplotach, za nichZ existuji pevné kovy. Energe-
tické rozdéleni elektroni ma charakteristicky tvar Fermiho rozdéleni: pfi nulové abso-

*) Pfekladem ¢ldnku Super-conductivity and the quantization of magnetic flux, ktery vySel jako
publikace CERN 62—30, Geneva 1962, chce redakce pfipomenout, Ze pfed dvaceti lety byla odha-
lena fyzikalni podstata supravodivosti. Pfeklad pofidil MILAN ODEHNAL.

**) Pfedkladané uvahy jsou zna&né& zjednodusené pfedstavy poprvé uvetejnéné v praci [3].
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lutni teploté elektrony obsazuji kompaktné (hust&)*) v§echny energetické hladiny dovole-
né pro volné Castice aZ do maximalni energie Ep, tzv. Fermiho energie; pfi ponékud
vy$8i teploté je obsazeni kompaktni pouze pro energetické hladiny, jejichZ energie je
mensi neZ Er o mnohem vice neZ je energie k7. Rozdé&leni je ,,neostré* kolem Fermiho
energie v oblasti energii f4dov€ rovnych energii kT

Vzhledem k velkym elektrickym silam, jimiZ pasobi na elektrony ionty kovu, se viak
zd4 byt volny pohyb elektronti uvnitf kovu jevem spiSe paradoxnim. Ale v kvantové
mechanice je pohyb &astice v potencidlu s dokonalou periodicitou témér identicky s po-
hybem ve vakuu kromé pfipadu, kdy vinové délka spliiuje Braggovu podminku, coZ neni
pfipad vodivostnich elektronti v kovu. Aby se elektrony mohly pohybovat volng, musi
tedy byt mfiZka idealni. Tepelny pohyb mfiZky a neéistoty v miiZce narusuji tuto ideal-
nost a jsou zdrojem rozptylu elektronid. VloZime-li kov do elektrického pole, nebudou
elektrony urychlovany neomezené, jako by tomu bylo v ideidlnim pfipadé jejich volného
pohybu. Rozptyl elektronii plisobi na pohyb elektroni jako tfeni, coZ objasiiuje elektricky
odpor kovii. Jeden jev vSak ziistava nevysvétlen: jev supravodivosti pfi velmi nizkych
teplotach.

Vysvétleni supravodivosti bylo nalezeno zcela nedivno Bardeenem, Cooperem
a Schriefferem, ackoliv mnoho ze zvla$tnosti tohoto jevu bylo analyzovano jiZ mnohem
dfive. Zatimco normalni elektricky odpor kovu je zpisoben interakci elektroni s ionty,
je supravodivost spojena se vzdjemnou interakci elektrond mezi sebou. Existuji dva
druhy této interakce: jednim z nich je zndmé coulombovské odpuzovéani a druhym je
pfitahovani. Toto pfitahovani je disledkem nasledujiciho jevu: elektron pohybujici se
v krystalové mfiZi deformuje tuto mfiZ ve svém nejbliz8im okoli. Dalsi elektron pfiblizu-
jici se k prvnimu se bude jiZ nachazet v deformované oblasti a jeho potencialni energie
se bude sniZovat. Tato skutednost zpisobuje vzdjemné pfitahovani mezi elektrony.
V nékterych kovech je toto pfitahovéni tak silné, Ze miZe pfekonat coulombovské od-
puzovani, zvldst€ kdyZ toto odpuzovani je efektivné zeslabeno dielektrickymi jevy. Tako-
vé kovy pak prejdou do supravodivého stavu.

II. Kompaktni rozdéleni

Nebudeme vysvétlovat podrobné jevy, které toto pfitahovani mezi elektrony vytvafeji.
PopiSeme pouze jeho hlavni diisledky a pak ukaZeme, jak toto pfitahovani vytvafi
supravodivost.

Vratme se znova k plynu volnych elektrond. Na obr. 1 jsou schematicky zndzornény
jednoelektronové hladiny v kovu. Oznaduje-li N poéet vodivostnich elektroni, pak N-ta
hladina od nejniZ§i hladiny je nejvy$si obsazenou hladinou pfi teploté T = 0 K a ma exci-
taéni energii rovnou energii Er. Energeticky rozdil, napf. mezi N-tou a N plus prvou
hladinou, je nepfimo imérny objemu, v némZ je elektronovy plyn uzavien. Tento rozdil

*) Pozn. pfekl.: Autor pouZiva pro uplné obsazeni nejniZSich elektronovych hladin termin kom-
paktni rozdéleni (compact distribution), ktery neni b&Zny. V daldim textu budeme v§ak tento termim
pouzivat. Jeho presnd definice je uvedena v druhé kapitole.
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je ,,mikroskopicky‘‘ maly, éimZ budeme rozumét, Ze je mensi neZ libovolna tepelna ener-
gie kT pro teploty pod teplotou pfechodu.

Podivejme se nyni na spektrum kvantovych stavi volného elektronového plynu jako
na celek (obr. 2). NejniZii stav je stav, v némz elektrony obsazuji kompaktné viechny
hladiny aZ po Fermiho energii*). NejbliZ§i vyssi stav elektronového plynu jako celku
je stav, v némzZ jeden elektron je vyzvednut na prvni hladinu nad Fermiho energii, atd.
Tedy prvni excitovany stav elektronového plynu ma pouze ,,mikroskopicky‘‘ vyssi energii
neZ zékladni stav. Hustota stavii elektronového plynu p¥i pon€kud vysSich excitaénich
energiich je oviem mnohem vé&tSi neZ hustota jednoelektronovych hladin. Takova je
situace pro plyn neinteragujicich ¢astic.

e :
Er——— % %
 —— —
Obr. 1. Obr. 2. ’ Obr. 3.

Obr. 1. Schematické znazornéni jednoelektronovych kvantovych hladin. Vzdalenost mezi hladinami
je mikroskopicky mala.

Obr. 2. Schematické zndzornéni kvantovych stavi volného elektronového plynu jako celku. Vzdale-
nost mezi hladinami je mikroskopicky mala.

Obr. 3. Schematické zndzornéni kvantovych stavii elektronového plynu s pfitazlivou interakci.
Energetickd mezera 4 je makroskopicka.

NejduleZitéj§im projevem pfitahovani mezi elektrony je, Ze zvySuje energeticky rozdil
4 mezi zakladnim stavem elektronového plynu a prvnim vzbuzenym stavem natolik, Ze
4 prestava byt mikroskopicky malou veli¢inou (viz obr. 3). Toto zvétSeni energetického
rozdilu mezi zékladnim stavem a prvnim excitovanym stavem je disledkem zvlastni
stability rozdéleni, které budeme nazyvat ,,kompaktnim rozdélenim‘* elektronti. Kom-
paktni rozdéleni definujeme jako rozdéleni, v némZ M elektronii obsazuje viechny
jednodasticové hladiny od nejniZsi aZ po M-tou hladinu, takZe neexistuje Zddna neobsa-
zen4 hladina pod obsazenou hladinou. Cislo M mii¥e byt libovolny (sudy) podet vodi-
vostnich elektronti. M miZe byt rovno N nebo byt mensi neZ N. Takové kompaktni
rozdé€leni elektronti je zvlasté stabilni. K pfechodu jednoho elektronu na vy$§i neob-
sazenou hladinu je zapotfebi urité makroskopické energie 4. Tento energeticky rozdil
se také nazyva ,,energetickou mezerou‘.

*) Termin hladina se pouZivd pro kvantové stavy jediného elektronu, zatimco termin stav se
vztahuje vyluéné na kvantové stavy elektronového plynu jako celku.
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Existence této energetické mezery nam nabizi analogii mezi kompaktnim rozdélenim
a kondenzovanou fazi. Energie 4 hraje roli vazebné energie. K pifechodu elektronu z kon-
denzované faze do plynné faze je zapotiebi energie 4. Ale v naSem pfipadé nejde o pfe-
chod v prostoru soufadnic, jako je tomu pfi pfechodu atomu z kapaliny do plynné faze,
ale o pfechod v prostoru hybnosti z kompaktniho rozdéleni do stavit s vyssi hybnosti
nebo energii. Tato analogie nés pfivadi k tomu, Ze oéekavame existenci teploty pfechodu
T,, pod niZ kondenzovana (kompaktni) faze je v rovnovaze s plynnou fazi. Zvysime-li
teplotu nad T, pak se kompaktni rozdéleni ,,vypafi“ a pfejde do normalni faze. Je jasné,
Ze T, bude spojena s energetickou mezerou 4 vztahem k7, ~ 4.

Musime vSak udé€lat dalsi pfedpoklady o vlastnostech kompaktniho rozdéleni. Pfed-
pokladame, Ze pfitazlivé sily jsou tak slabé, Ze elektrony se pohybuji téméf volné€ i v kon-
denzované fazi. Tato interakce bude pouze ménit energetické vztahy v elektronovém
rozd€leni tim, Ze vytvaii energetickou mezeru 4. Takové dynamické vztahy, jako jsou
kvantovdni hybnosti a vztah mezi hybnosti a rychlosti, zlistavaji v podstatnych rysech
stejné jako pro volné elektrony.

Nebudeme objastiovat pro€ a jak pfitazliva interakce mezi elektrony vytvafi tuto
kondenzaci elektrontt do kompaktniho rozdé€leni, ackoliv je pravdépodobné, Ze takovy
jev muzZe byt zptisoben pfitaZlivymi silami. Pfipomertime si, Ze detaily kondenzace plyni
do kapalné faze také nejsou zdaleka pochopeny a znamy. Budeme tedy pfedpokladat,
Ze ,,energeticka mezera‘ prosté€ existuje a budeme diskutovat jevy, které jeji existence
vyvolava.

III. Magnetické pole a proud

Za normalnich okolnosti bez magnetického a elektrického pole nevytvafi kompaktni
a ani jiné elektronové rozdéleni Zadny proud. Pro kaZdy elektron, ktery se pohybuje v ur-
¢itém sméru, napf. s hybnosti p, existuje totiZ v elektronovém rozdéleni elektron o stejné
energii, ale s hybnosti — p. Je-li obsazen jeden stav, je obsazen i druhy, a jimi vytvafené
proudy se navzajem vyrusi.

Predstavme si elektronové hladiny v kovu timto zjednoduSenym zplsobem. Pied-
pokladejme, Ze kovovy materiadl ma valcovou symetrii, tj., Ze ma tvar bud plného, nebo

I I
Obr. 4a, b. Dvé formy vodi¢n (valec a prstenec),

a b jejichz vlastnosti jsou rozebirany v ¢lanku.
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dutého valce (obr. 4a, b). Zavedme valcové soufadnice z, r, ¢ a zajimejme se hlavné
o proudy tekouci ve sm&ru soufadnice ¢. Pro jednoduchost zanedbidme tedy zmény
proudi v soufadnicich z i r a budeme povaZovat za prom&nnou pouze soufadnici ¢,
na urditém poloméru r. Tim je Gloha pievedena na jednorozmérny problém a stacionarni
stavy elektront obihajicich po obvodu vélce musi spliiovat podminku, aby na obvodu
2nr byl uloZen celistvy podet vinovych délek. Elektrony na staciondrnich elektronovych

hladinich maji hybnost p, = nfifr, kde n je celé &islo. Energie téchto stavi a rychlost
elektront v téchto stavech jsou dany vztahy

6)) E, =n*—

Dostavame tak diagram znazornény na obr. 5 s parabolickou zavislosti energie na
rychlosti. Na tomto grafu odpovidaji kvantovym hladinam ty body, v nichZ rychlost v,
je celistvym nasobkem hodnoty #/mr. V této zjednodusené reprezentaci bude kompaktni
rozdgleni takovym rozdélenim, v némz vSechny stavy s |n| < (N — 1)/2 budou pIng
obsazeny pro kladnd i zdporna n (zanedbavame zde i v dalSich tvahach existenci
elektronového spinu, ktery by ndm jen zdvojndsobil pocet vSech stavil). Nekompaktni
(normalni) ,,plynné‘‘ rozdéleni elektronti v tepelné rovnovize je rozdéleni, v némz jsou
nékteré hladiny pod Fermiho energii neobsazeny a nékteré hladiny nad ni obsazeny.
Situace pro kladné a pro zdporné hodnoty » je v obou pfipadech symetricka. Pro kazdé
kladné n existuje hladina se stejnou energii se zdpornym » a s antiparalelnim vektorem
rychlosti. V tepelné rovnovaze je vysledny proud nulovy, at jiZ elektrony maji kompaktni
nebo jiné rozdéleni.

-5 E 5
-4 4
-3 3
-2 2
- 1
U 0

-4 -2 0 2 4
v/(K/mr)

Obr. 5. Elektronové hladiny jednorozmérné tlohy pro pfipad nulového magnetického toku. Energie
je vynesena v zavislosti na rychlosti v jednotkach #/mr. Body na parabolické k¥ivce ozna&uji dovolené
hladiny. Cisla u bodii jsou kvantova &isla n.
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Jakym zplsobem vSak za téchto podminek vytvafi elektrické pole proud? Elektrony
jsou urychlovany ve sméru tohoto pole. V jazyku kvantové mechaniky to znamena, Ze
elektrony pod vlivem pole vykonavaji pfechody na sousedni hladiny. Tato zména v ob-
sazeni hladin naruSuje symetrii rozd€leni a vytvafi proud. KdyZ pole zmizi, rozptyl
elektronti znovu obnovi pivodni rozdéleni. Takové pfechody jsou viak moZné pouze
v nekompaktnim (normalnim) rozdéleni. Je-li rozd€leni kompaktni, vyZaduje libovolny
pfechod miniméln€ energii 4 a to pfedstavuje mnohem vétsi hodnotu energie, neZ jakou
mohou poskytnout obvyklé elektrickd pole. Tedy proudy vznikajici v pfipadé kompakt-
niho rozdé€leni maji Gplné jinou podstatu.

Zavedme nyni konstantni magnetické pole H paralelné s osou z (podélnd osa naseho
valce). Toto pole miZe byt popsano vektorovym potencidlem A tak, Ze jeho sloZky ve
vélcovych soufadnicich jsou 4, = 4, = 0a A, = |r| .|H|/2.V pfitomnosti magnetického
pole je vztah mezi hybnosti a rychlosti zménén. Dostavame nyni

@ v=l<p-fA).
m 4

V klasické fyzice nema tato zména Zadny vyznam. Pouze rychlost je fyzikalni veli¢inou
a rovnice (2) je jen jinou definici hybnosti. V kvantové fyzice ma vSak hybnost mnohem
vétsi fyzikalni vyznam — je nepfimo umérna vinové délce, a tedy uréuje kvantové stavy,
protoZe na kruhové draze musi leZet vZdy celistvy pocet vlnovych délek. Abychom se
zbavili zdanlivé liboville v kalibraci vektoru A, miZeme zavést magneticky tok pies
smycku o poloméru r: & = 2nrA4, a dostaneme z rovnice (1) a (2) vyraz pro rychlost
na kvantovych drahach

,=1< _e )z_ﬁ_< _ e )
@) o m Pr 2nre ? mr " 2nhe ?)-

Zapnuti magnetického pole zméni rychlosti elektronit na vSech kvantovych drahach.
To je oviem piesn€ zména, kterou podle klasické elektrodynamiky oéekavame v disledku
naindukovanych proudi zptisobenych zapnutim magnetického pole. V souhlasu s Ehren-
festovym adiabatickym principem je zména na kvantovych orbitach stejné jako na od-
povidajicich klasickych drahach.

Co se stane s rozdélenim na obr. 5 v pfitomnosti magnetického pole? Elektronové
hladiny jiZ nebudou odpovidat hodnotam v, = n(h/mr). Dovolené hodnoty v, jsou nyni
posunuty o @/®, jak je naznadeno na obr. 6 pro ®/®, ~ 2/3, kde Dy = 2nhc|e.

MiiZeme nyni snadno vidét, Ze kompaktni rozdéleni elektron jiz nemiz€ mit v tomto
pfipadé nulovy proud — kladné a zaporné hodnoty v, se jiZ nekompenzuji. Proud,
ktery takovym zplsobem dostivime, ma uplné jinou podstatu neZ proud vytvofeny
elektrickym polem. Tento proud neni vyvoldn pfechody elektronii na hladiny o jiné
rychlosti elektrond. Elektrony ziistavaji na svych ptvodnich hladinich, ale rychlost
na kaZdé hladin& je zménéna pfitomnosti magnetického pole.

Neni-li rozdéleni kompaktni, je moZné vZidycky dosiahnout nulového proudu tim,
Ze Cast elektroni na té stran€ rozdéleni, kde hodnoty v, jsou vétsi (leva strana na obr. 6),
bude rozptylena do ,,dér‘ na vrcholu té strany rozd€leni, kde jsou hodnoty v, niZsi
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(prava strana na obr. 6), a tim vykompenzovat vzniklou asymetrii v rozdéleni. Tento d&j
nastava u kovil s normalni vodivosti, kdyZ zapneme magnetické pole. V kovu se indukuje
proud, ktery pak klesa k nule v diisledku nenulového elektrického odporu kovu. Tento
pokles je zpiisoben rozptylem popsanym nahofe. K Zddnému takovému poklesu proudu
viak nedochazi v supravodi¢i v disledku kompaktniho rozdéleni elektronil. Elektron
nachézejici se na stran€ rozdéleni s vy3si hodnotou v, nemiZe byt rozptylen na stranu
rozdéleni s niZ¥i hodnotou v,, protoZe by musel byt vytrhnut z tohoto rozdéleni. K tomu
je v8ak zapotfebi energie 4, kterd je mnohem vétsi neZ energie, kterou by elektrony ziska-
ly pfechodem na energeticky niZ¥i stranu rozdéleni*).

E -2 &
$=394
-4
5
<
4
-2 3
<
1 1 1 11 1OJ 1 1 1 1 I lom .
-4 -2 0

2 4
v/(K/mr)

Obr. 6. Stejné hladiny jako na obr. 5, nyni viak za pfitomnosti magnetického toku @ = (2/3) &,
Hladiny s kvantovymi ¢&isly n a —n nemaji jiZ stejnou energii.

1V. Vilec z normélniho kovu v magnetickém poli

Podivejme se nyni podrobné, co se stane v kovovém valci (obr. 4a), kdyZ zapneme
magnetické pole paralelng s jeho osou z. Je-li teplota vyssi neZ kriticka teplota, zapnuti
pole vytvofi cirkulaéni proudy ve valci, které jsou vSak rychle utlumeny. Koneény stav
je tedy stav bez proudu a s konstantnim magnetickym polem pronikajicim pfes cely

*) Zd4 se, Ze v tomto vykladu je logickd chyba. Mohli bychom totiZ argumentovat tim, Ze elektrony
s nejvyssi energii na vysokoenergetické strané rozdéleni by mohly byt rozptyleny do niZ$ich neobsa-
zenych stavli na nizkoenergetické strané€ a vytvofit znovu kompaktni rozdéleni, takZe v kone&ném
stavu bychom ziskali energii 4. Ale tak tomu neni. V kompaktnim rozdéleni interaguji elektronové
pary mezi sebou, specidln€ pary s kvantovymi &isly 4-n. Kdyby byl nap¥. elektron pfeveden z vrcholu
rozdéleni na levé strané€ na vrchol rozdéleni na pravé strané, nenasel by na druhé strané rozdéleni
Zz4dného partnera, s nimZ by interagoval, a nemohl by se tedy v&lenit do nového kompaktniho rozdé-
leni kromé& pfipadu, kdy by u viech elektroni do$lo ke vzijemné vyméné svych partnerii. Takova
kompletni reorganizace kompaktniho rozdéleni ma v3ak velmi malou pravdépodobnost (maly
integral prekryti).
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prufez kovového vilce, ale je to stav s jinym elektronovym rozdélenim neZ pfed zapnu-
tim magnetického pole.

Je-li teplota niZ§i neZ kriticka teplota, kompaktni rozdéleni elektronii se nemiZe
zmenit a udrZuje trvaly cirkula¢ni proud v pfitomnosti magnetického pole. Tento indu-
kovany proud, vznikly zapnutim magnetického pole, vytvafi vlastni magnetické pole,
které ma uvnitf valce opaény smér neZ vnéj§i pole. Jak za okamZik ukidZeme, proud
indukovany na povrchu vélce je dostate¢né veliky, aby vyrusSil téméf v celém objemu
vodide vnéjsi pole. Vné valce se magnetické pole vytvafené timto proudem séitd s vn&j§im
polem. V zavislosti na poloméru r dostaneme kvalitativn€ takové rozdéleni proudu
i magnetického pole, jak je znadzornéno na obr. 7.

Udélejme vSak nyni pon€¢kud kvantitativngj§i ivahy. V souhlasu s rovnici (2) ziska
kazdy elektron v pfitomnosti magnetického pole dodate¢nou rychlost eA/mc. Celkova
proudova hustota naindukovana ve vélci je pak dina vztahem j = —ve?Almc, kde v je
hustota elektronti v kompaktnim rozdéleni. Vezmeme-li rotaci této proudové hustoty,
dostaneme Londonovu rovnici:

2
@ rotj=—ve—H=_£H,
mc 2

Dal§i operace rot ndm da (pfipomefime si, Ze rot rot j = —V?j, protoZe Vj = 0 a
rot H = j/o)

eZ
) Vj=v—ij.

mc

Odtud dostivame pro pfipad, Ze j zavisi pouze na jediné soufadnici, napf. na vzdale-
nosti x od povrchu valce, vyraz [j| ~ exp (£x/I), kde I = (mc?[e?v)!/%. Tedy na libo-
volném povrchu supravodi¢e musi proud exponencidlné klesat smérem do vnitiku
supravodi&e (nemiiZe dost dobfe riist do nekone&na) s hloubkou vniku I = d(d[ro)/?, kde
d = v~1/3 je stiedni vzdalenost mezi vodivostnimi elektrony a r, je klasicky polomé&r
elektronu. ProtoZe d je fadové rovno Bohrovu poloméru, je / pfibliZné rovno 137d.
Ve skutetnosti je v8ak / pon€kud vétsi neZ tato hodnota.

Supravodivy proud tefe pouze ve velmi tenké vrstvé po povrchu supravodiCe. Proto
mluvime o proudové vrstve, jejiZz intenzita je uréena proudem na 1 cm oznaCovanym J
(je to proud v této vrstvé v pasku paralelnim se smérem proudu a majicim Sitku 1 cm).

|
|
t
|
|
|
|
|
0 R r 0 R r

Obr. 7. Proudové hustota j a magnetické pole H jako funkce radidlni vzdalenosti r pro supravodivy
vélec ve vn&j3im magnetickém poli H,. Polomé&r vilce je R.
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Je-li j proudova hustota ve vrstvé o tloustce /, pak je J = Ij. Z Londonovy rovnice (4)
plyne*) pak jednoduse, Ze kdykoli existuje magnetické pole H podél povrchu (ne kolmo
na povrch) supravodife, musi existovat na tomto povrchu proudova vrstva, v niZ te€e
proud kolmo na H s hodnotou proudu na 1 cm rovnou hodnoté J = c|H[. To je tzv.
diferencialni zdkon supravodivosti. Proud je pravé tak veliky, Ze vyru$i magnetické pole
uvniti supravodi&e v hloubce v&tsi, neZ je tloustka povrchové proudové vrstvy / (obr. 8).

Obr. 8. Povrch supravodi¢e. Magnetické pole H
lezi v naznadeném sméru a vytvafi proudovou
vrstvu, jak je znazornéno na obrazku. Velikosti
proudové vrstvy J rozumime proud tekouci
v pasku o $ifce 1 cm. Tento pasek je ohrani¢en
dvéma pferu$ovanymi ¢arami.

Situace supravodivého vélce na obr. 4a v magnetickém poli paralelnim s jeho osou je
tedy nasledujici: magnetické pole vytvofi proudovou vrstvu na povrchu vélce, ktera
zvétSuje pivodni pole v té&sném okoli valce a ru$i magnetické pole uvnitf vilce. Neza-
pominejme, Ze tento proud neni vytvafen zménou v elektronovém rozdéleni v kovu jako
v pfipad€ normalnich proudu. Je to stile totéZ nezmé&néné kompaktni rozdéleni, které
v pFitomnosti magnetického pole tento proud vytvafi**). Tento proud musi téci v povrcho-
vé vrstv€ kovu, protoZe on sam zabraiiuje vniknuti magnetického pole dovnitf.

*) Odvozeni: Vypocitdme plosny integral rovnice (4) pfes obdélnik Siroky 1 cm a vysoky /o cm,
pficemz 1 > Iy > I. Plocha obdélniku je kolma na povrch vélce a na smér proudu. Jedna dlouha
strana obdélniku leZi na povrchu a druh4 uvnitf valce. Plo$ny integral levé strany (4) je roven draho-
vému integrdlu hustoty j a ddvd ndm pravé hodnotu j. Plo$ny integrédl pravé strany (4) dava vysledek
|H| ¢/I, protoze H pronik4 pouze do hloubky /. Dostdvame tak vysledek J = Ij = c|H]|.

**) Kompaktni rozdéleni v pfitomnosti magnetického pole jiZ nespliiuje pfesn& definici, kterou jsme
uvedli v kap. II. Ne viechny hladiny jsou obsazeny aZ po danou energii. Na obr. 6 je vidét, Ze hladiny
na jedné strané rozdéleni budou obsazeny aZ do energie, ktera je vy$$i nezZ na druhé strané rozdéleni,
mé-li magneticky tok v&t§i hodnotu neZ &;. Navic, bez pfitomnosti magnetického pole je toto
elektronové rozdéleni sloZzeno z dvojic hladin s hodnotami kvantového ¢&isla 4 n, dvojic, které jsou
vigi sob& symetrické (jeden stav se dostane &asovou inverzi z druhého stavu). Zda se, Ze interakce
mezi takovymi dvojicemi elektroni ma zvlastni dileZitost pro stabilitu kompaktniho rozdéleni.
V pfitomnosti magnetického pole je viak tato symetrie (vzhledem k inverzi &asu — pozn. pfekl.)
téchto elektronovych pard narusena. To je divod, pro¢ musime ponékud zménit nasi definici: kom-
paktni rozdéleni musi spliiovat viechny poZadavky tykajici se obsazeni hladin aZ po uritou energii
a stavy jednotlivych sloZek elektronovych part musi byt symetrické vzhledem k inverzi ¢asu pouze
uvnitf supravodice. V blizkosti povrchu pfedpoklddame, Ze kompaktni rozdéleni zustane stejné jako
uvnitf supravodide, zvlast€ pokud se tyka obsazeni hladin, i pfesto, Ze nékteré poZadavky nasi definice
v pfitomnosti magnetického pole nejsou splnény. Zd4 se, Ze ztrata symetrie vzhledem k inverzi ¢asu
v elektronovych parech neovliviiuje stabilitu kompaktniho rozdéleni, pokud je tato ztrita symetrie
omezena pouze na tenkou povrchovou vrstvu.
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Nyni jiZz miZeme pochopit ztratu elektrického odporu v supravodivém pfimém
véalcovém vodiéi o poloméru R, vloZeném mezi dva obycéejné vodiée. Proud I ve vodici
vyvolava kolem n&€ho magnetické pole, jehoZ intenzita na povrchu vodiée je podle ele-
mentéarniho vztahu rovna H = I/(2nRc). Toto pole vytvaii proudovou vrstvu s hodnotou
proudu na 1 cm rovnou J = cH. Proud 2zRJ v této proudové vrstveé tece ve sméru dratu
a rovna se celkovému protékajicimu proudu I: 2nRJ = I. Tedy celkovy proud je pres
supravodivy drat veden pouze tenkou povrchovou proudovou vrstvou. Opét dostadvame
stejné kompaktni elektronové rozdéleni viude uvnitf vodice. Je to rozdé€leni, které by
bez magnetického pole nevytvofilo proud, ale které v pfitomnosti tohoto pole vytvari
proud na povrchu supravodide.

ZvySime-li néhle teplotu dratu, pak elektronové rozdéleni nesouci povrchovy proud
vyvolany magnetickym polem bude brzy rozruSeno elektronovym rozptylem a proud
poklesne. Tim se vytvofi spad elektrického potencidlu mezi obéma konci dratu, ktery
zméni elektronové rozdéleni tim, Ze za¢ne urychlovat elektrony ve sméru elektrického
pole. Rovnovaha mezi timto urychlovanim elektroni a jejich zpomalovanim v disledku
rozptylu vytvafi normalni proud podle Ohmova zakona.

Nepiitomnost odporu supravodiée je zpisobena skute¢nosti, Ze kompaktni rozdéleni
vytvafi v magnetickém poli, jimZ je tento supravodi¢ obklopen, povrchovy proud.
Na koncich supravodivého dratu se nevytvaii Zadny potencialni spad a ptivodni nezmé-
néné kompaktni rozdéleni je schopno vyvolat potfebny proud.

V. Supravodivy prstenec v magnetickém poli
Kvantovani magnetického toku

Situace je mnohem zajimavéjsi, kdyZ uvaZujeme spojité uzavieny kovovy prstenec
(obr. 4b). Nad kritickou teplotou je vSechno upln€ jednoduché: zapnuti magnetického
pole paralelné s osou z prstence vytvofi v prstenci proud, ktery se po kratké chvili utlumi
a magnetické pole pronikne pfes cely objem prstence.

Je-li prstenec v supravodivém stavu, je situace Uiplné jina. Nejprve se zda, Ze je vibec
nemoZné, aby né&jaky magneticky tok mohl existovat v otvoru prstence, a Ze tedy ne-

Obr. 9. Rez supravodivym prstencem zobraze-
nym na obr. 4b. Vné&j§i pferuSovand kruZnice
obepina celkovy magneticky tok pfes otvor
prstence. Vnitini ¢drkovand kruZnice obepind
mensi tok, protoZe magnetické pole H pronika
do kovu do hloubky /.
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potetou supravodivym prstencem ani Zddné obvodové proudy. Argumentuje se takto:
v supravodivém stavu musi téci proudy pouze po povrchu masivniho supravodice
a nikoli uvnitf. Bude-li v§ak magneticky tok pronikajici otvorem prstence nenulovy,
musi kompaktni rozdéleni vytvatet cirkulaéni proudy i uvnitf kovu, protoZe libovolna
kruhova driha vedend uvnitf prstence a obepinajici otvor prstence bude obepinat ne-
nulovy magneticky tok, at ji vedeme jakkoli hluboko v kovu prstence nebo blizko jeho
povrchu (viz obr. 9). To by viak v souladu s rovnici (3) muselo vyvolavat proud. Tim
oviem dochazime k paradoxu. Tak napf. magneticky tok o hodnoté né&kolika gauss.
cm? by uvnitf vodivé smy&ky o poloméru 1 cm, tedy v mist&, kde by proud mél byt roven
nule, vyvolal proudovou hustotu 10'° A/cm?. To je oviem neudrZitelna situace, protoZe
rovnice (5) ndm ¥ika, Ze proudova hustota musi klesat exponencialn€ smé€rem dovnitf
supravodice, a to v malé vzdalenosti od jeho povrchu.*)

Abychom rozfesili tento spor, musime znovu pfezkoumat na$ koncept kompaktniho
rozdéleni. Podivejme se znova na obr. 5 a 6. Ukazali jsme jiZ, Ze elektronové kvantové
hladiny jsou posunuty v pfitomnosti magnetického pole. Zajimava situace vznika, kdyz
magneticky tok je celistvyym nasobkem @ = 2nhicle. V tomto p¥ipad® jsou dovolené
kvantové hladiny pfesné stejné jako v pfipad€ nulového magnetického toku — pouze
jejich oznadeni bude jiné. V pfipadé, Ze & = kd,, kde & je celé &islo, je situace podobna
situaci v klasické fyzice pro libovolnou hodnotu &: k Zddnym zméndm ve srovnani se
stavem s @ = 0 nedochazi, pouze je zapotiebi definovat jinak velikost hybnosti p.

*) Pozn. piekl.: Podle (3) mGZeme spocitat pfiristek proudové hustoty j = 2evv (pro libovolné n),
dojde-li ke zmén& magnetického toku @ o 1 Gem? = 1078 Wb: &j = 2ev(#/mr) (D/®D,), kde v je
hustota elektroni. Pro hodnoty v = 10?% elektronti/m3, e=1,6.1071°C, #i=1.10"3*Js,
m=29.10"3! kg, r = 1072 m, d = 10~ 8 Wb dostaneme proudovou hustotu dj ~ 100 [Acm_z].
Bude-li v§ak ® = k®;, pak budeme pfedpoklddat, Ze proudova hustota uvnitf supravodice Jj = 0,
protoze kompaktni rozdéleni pti @ = kP, dava nulovy proud, jako kdyby magneticky tok @ = 0.
Vedeme-li viak celou integra¢ni drahu blizko vnitiniho povrchu prstence v hloubce mensi, neZ je
hloubka vniku /, pak obemknuty tok &’ je pon€kud mensi neZ kP, a elektrony na téchto drahich
musi dat vznik proudové hustoté dj = 2ev(#i/mr) (&’ — kD). Tato situace odpovida tzv. kvantovdni
fluxoidu (fluxoidem nazyvadme kfivkovy integral kanonické hybnosti p = 2mv + 2(e/c A):

§pdl=§2mvdl+25§;ﬂdl=nh.
(4

mc dl+ @ nhe b
— Qv = —=n
e 2e 0

}"o upravé dostavame

nebo

mc ,
Eez_v ]d'+¢ =n¢0.

Lezi-li viak celd integraéni draha hluboko v masivnim supravodivém prstenci, kde j = 0, pak dost4-
vame kvantovdni magnetického toku

¢=n¢oo
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Jaky to ma fyzikalni dusledek? Poznali jsme jiZz pfedtim, Ze kompaktni elektronové
rozdéleni, které se vytvofilo pfi & = 0, vede ke vzniku proudu pfi @ =+ 0. Ale nyni vidi-
me, Ze pro & = kP, miZeme vytvofit jiné kompaktni rozdéleni s nulovym proudem
jednoduse tak, Ze budeme obsazovat hladiny symetricky kolem hladiny odpovidajici
v, = 0, ktera vSak ted uZ nebude hladinou s » = 0, ale hladinou s » = k. Tak jsme roz-
fesili shora uvedeny paradox. Je moZné mit kompaktni rozdé€leni s nulovym proudem
uvnitf supravodivého prstence obepinajiciho magneticky tok @ za pfedpokladu, Ze tento
tok je celistvym nasobkem &,. Ve skute¢nosti toto nové kompaktni rozdéleni je presné
identické s kompaktnim rozdélenim pfi nulovém magnetickém toku. Také se sklada
z dvojic elektroni, jejichZ stavy jsou symetrické vzhledem k inverzi ¢asu. Jediny rozdil
je v jiném oznadeni hladin. MuZe tedy existovat supravodivy prstenec obepinajici magne-
ticky tok & = k®; s nulovym proudem uvnitf vlastniho kovu prstence. Je jasné, Ze na
povrchu supravodie poteCou povrchové proudy, které udrZuji magnetické pole, ale
tuto skutednost budeme diskutovat pozdéji.

Dfive neZ budeme studovat detaily této situace s povrchovymi proudy, musime pfi-
pojit jesté nasledujici dilezitou pozndmku: Kompaktni rozdéleni s nulovym proudem
miuZe byt také vytvofeno v pfipadé magnetickych toku, které jsou polovinovym nasob-
kem @ : & = (k + 1/2) ®;. To je snadno vidét na obr. 10. V tomto pfipad¥ jsou opét
dovolené rychlosti v, uspofadany symetricky kolem v = 0 a bezproudové kompaktni
rozdé€leni existuje, kdyZ hladiny (k + » + 1) a hladiny (k — n), kden =0, 1, 2, ...,jsou
obsazeny elektronovymi pary. Toto rozdéleni se také sklada z dvojic elektronii s anti-
paralelnimi hybnostmi. V tomto pfipadé se oviem pocet elektront li§i o jednotku od
poétu elektront v jinych kompaktnich rozdélenich. Ale to neni dileZité, protoZe vidycky
existuje urgity podet elektronii, které jsou ,,vypafeny* z kondenzované faze.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-4 2 0 2 4
v/(K/mr)

Obr. 10. Elektronové hladiny jednorozmérné tlohy pro magneticky tok @ = (k + 1/2) @, kde k&
je celé &islo. Body na parabole uréuji energii hladin a jim odpovidajici rychlosti.
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AniZz bychom 3li do podrobnosti, vynofuje se jiZ jedna skuteénost: magneticky tok
pronikajici pfes supravodivy prstenec je kvantovdn a miiZe byt pouze celistvym nebo
polovinovym ndsobkem hodnoty @, = 2nhc[e*), **).

VI. Supravodivy prstenec v magnetickém poli
Stabilita supravedivych proudi

Podivejme se nyni detailn€ na pfipad supravodivého prstence, ktery obepini magne-
ticky tok. ProtoZe podél vnitfni vdlcové plochy prstence existuje nyni magnetické pole
paralelni s osou prstence, ofekavame, Ze se na této ploSe vytvoli proudova vrstva.
Tuto proudovou vrstvu tvofi v podstaté supravodivy proud, ktery udrZuje magneticky
tok v otvoru prstence***).

Jak je vSak tento supravodivy proud v souladu s naSimi pfedstavami o existenci
kompaktniho rozdé€leni v kovu? Podivejme se na situaci uvnitf kovu valcového prstence.
Celkovy tok @ ptes otvor prstence (@ = ndg[2, kde n je celé &slo) musi byt celistvym
nebo polovinovym ndsobkem &;, aby se vytvofilo kompaktni elektronové rozdéleni
s nulovou proudovou hustotou v hloubce kovu prstence. Ale magnetické pole pronika
jen na malou vzdalenost do supravodice. Tedy magneticky tok pies kruhovou drahu,
kterou vedeme pfimo po vnitfni valcové plose prstence, bude o néo mensi nez &,
protoZe je zanedbano magnetické pole, které pronika do kovu. Ve skutednosti bude vidy
magneticky tok uzavieny drahou vedenou v kovu prstence v hloubce / od vnitiniho
povrchu o néco mensi neZ @ (viz obr. 9). Jakakoli odchylka drahou uzavieného magne-
tického toku od kvantované hodnoty & v povrchové oblasti supravodie zpiisobuje,
Ze kompaktni rozdéleni vyvolava proud. Tedy kompaktni rozd&leni vyvoldva nenulovou
proudovou hustotu v tenké povrchové vrstvé prstence, zatimco hluboko uvnitf kovu
prstence je proud nulovy.

Nyni miZeme pochopit stabilitu supravodivého proudu v supravodivém prstenci.
Pfedpokléddejme, Ze shora uvedena situace je mirn€ naruSena naptiklad tim, Ze supravodi-
vy proud poklesl o malou hodnotu. To by zmensilo magneticky tok ¢ o malou hodnotu
A®P. Ale hodnota (¢ — AP) jiz neni kvantovanou hodnotou. Kompaktni rozdéleni by
vytvofilo proudovou hustotu uvnitf objemu prstence, coZz by vyvolalo obrovsky proud
A4J. Tento proud 4J by tekl stejnym smérem jako proud v proudové vrstv& na vnit¥ni
plose prstence. Dlivod je zfejmy: oba proudy jsou tvofeny tokem, ktery je menSi neZ
hodnota kvantovaného toku @. Tento dodateny proud 4J by tedy velmi rychle vyrovnal
pokles supravodivého proudu a znova by ustavil tutéZ ptivodni kvantovanou hodnotu .

*) Tok &g miiZe byt definovan takto: vzriist magnetického toku pronikajiciho kruhovou elektrono-
vou drahu o jedno &g znamend, Ze moment hybnosti elektronu vzroste o jedno #.

**) Pozn. pfekl.: Snad je tfeba upozornit, Ze kvantovani magnetického toku v supravodivém prstenci
v hodnotich @ = k&g a v hodnotich & = (k + 1/2) dp, kde Py = hc/e se d4 napsat jako dnes
Castéji pouzivany vztah & = k@, kde Py = Dg/2 = hc/2e a k=0, 1, 2, ..., jak jiZ bylo uvedeno
v uvodu.

***) Podél vnéjsj valcové plochy prstence se uzavira zpétn& mnohem slabsi magnetické pole. Bude
tedy na ni také existovat mnohem slabsi proudova vrstva, jejiz vliv je viak nepodstatny. Zeslabuje
pouze vysledny supravodivy proud.
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Tento mechanismus zajidtuje stabilitu kvantovaného toku v supravodivém prstenci
a stabilitu supravodivého proudu, ktery jej vytvafi. Libovolnd mal4 zmé&na toku od hod-
noty @ vytvafi velmi silné proudy, které tuto zmé&nu okamzit€ vyrovnavaji. Supravodivé
proudy mohou téci tedy po celd 1éta beze zmény, je-li teplota prstence udrZovina pod
kritickou teplotou.

Otazka, ktera doposud ziistava nezodpovédéna, je: jak se vytvoii kompaktni elektro-
nové rozdé€leni v prstenci, jimZ protéka supravodivy proud? Neni to pfece totéZ kom-
paktni rozdé&leni, jaké existuje v kovu bez pfitomnosti magnetického pole a proudu.
Je vytvafeno v okamZiku, kdy supravodivy proud zadind protékat supravodifem. Ve
skute¢nosti viak Zaddné supravodivé proudy nemohou byt v prstenci indukovany, ma-li
prstenec teplotu niZsi, neZ je kriticka teplota. Ustavi se totiZ takové kompaktni rozdéleni,
které odpovidad nulovému magnetickému toku — to jest rozdé€leni, jaké je vytvafeno
v nulovém magnetickém poli — a Zddna zmé&na tohoto rozdéleni neni moZna. V prstenci
je ,,zamrazen‘‘ nulovy magneticky tok. Supravodivy proud v prstenci miZe byt vytvofen
takto: ,, Teply‘ prstenec je vloZen do magnetického pole a teprve pak je prstenec ochlazen
pod kritickou teplotu — stale v§ak v pfitomnosti magnetického pole. Pfi tomto zpisobu
proniké prstencem nenulovy magneticky tok béhem jeho ochlazovani a ten je pak
,,zamrazen‘ v prstenci.

Podivejme se, co se déje béhem tohoto postupu s elektronovym rozdélenim. Uvazme
tyto Ctyfi etapy:

(1) teply prstenec, nulové magnetické pole,

(2) teply prstenec, nenulové magnetické pole,

(3) ochlazeny prstenec, nenulové magnetické pole,
(4) ochlazeny prstenec, nulové magnetické pole.

V ptipadé (1) se ustavi oby¢ejné nekompaktni elektronové rozdéleni, v némz v priméru
jsou elektronové hladiny s kvantovymi &isly n a —n obsazeny stejn€. Rozdéleni je
symetrické kolem hladiny s n = 0, protoZe hladiny » a —n maji stejnou energii (¢isla n
se vztahuji na elektronové hladiny definované rovnici (1) naseho jednorozmérného mo-
delu). Zapneme-li magnetické pole — jdeme od pfipadu (1) k pfipadu (2) — indukuje
se v prstenci proudovy impuls, ktery se rychle utlumi v disledku elektrického odporu
vodiée. Vytvofi se nové kompaktni rozdé&leni, které je symetrické kolem hladiny s n = k,
je-li magneticky tok pfes prstenec @ = x®,. To znameni, Ze hladiny (x + n) a (xk — n)
maji stejnou energii, a tedy i stejné obsazeni (je-li k¥ necelodiselné, coZ nad kritickou
teplotou je mozné, budou dvojici vytvafet hladiny (k + n) a (k — n), kde k je nejbliZsi
celé &islo ke x a tvrzeni o symetrii rozdéleni kolem hodnoty n = x plati jen pfiblizng).
Jdeme-li od pfipadu (2) k pfipadu (3) vznikne nové rozdéleni, které je symetrické kolem
hladiny s n = k, kde k je nejbliZii celé nebo polovinové &islo ke x. Magneticky tok se zmé-
ni, je-li to nutné, z neceloéiselné hodnoty k@, na hodnotu kPg. Toto kompaktni roz-
déleni dava vznik proudové vrstv€ na povrchu prstence a rusi magnetické pole uvnitf
kovu prstence, a to zcela v souhlasu s nyni ¢asto diskutovanym mechanismem supra-
vodivosti. Na vnitfnim i na vnéj§im povrchu prstence existuji proudové vrstvy se stejné
velikymi hodnotami proudu, které viak na vnitfni strané€ prstence teCou v obraceném
sméru neZ na jeho vngj§i strané. Jeden z nich brani magnetickému poli proniknout
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do vnitfku prstence zevnitf a druhy zvenku. Vysledny celkovy proud protékajici prsten-
cem je nulovy.

KdyZ konedné pfejdeme od pfipadu (3) k pfipadu (4), vymizi vn&jsi magnetické pole
(krome slabého pole, které je vytvareno trubicemi magnetického toku uzavirajicimi tok
pfes vnitfni otvor prstence) a vymizi i proudova vrstva na vné&Sim povrchu prstence.
Jeji vymizeni je disledkem vypnuti magnetického pole a naindukovanim protiproudu.
Magneticky tok pronikajici otvorem prstence viak nemuiZe zmizet. Jak jsme jiZ vysvétlili,
je tento tok v prstenci zamrazen. Libovolna zmé&na tohoto toku by vedla k vytvofeni
obrovské proudové hustoty uvnitf prstence, ktera by tuto zménu ihned vykompenzovala.

Prstenec se supravodivym proudem ma kompaktni rozdéleni symetrické kolem kvanto-
vého &isla n = 0. Toto rozd€leni se vytvofi po kondenzaci elektronového rozdéleni
do kompaktni faze z vychoziho normalniho nekompaktniho rozdéleni, které samotné
bylo symetrické, protoZe v pfitomnosti magnetického pole pfedstavovalo bezproudové

rovnovéazné rozdé€leni.
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V diskusich o aplikované matematice vznika
¢asto pro jeji nejasnou definici mnoho potiZi,
které se projevuji nedorozuménimi. PovaZuji za
nutné uvést aspoii tyto &tyfi rizné definice:

(1) Aplikovana matematika znamend klasickou
aplikovanou matematiku, tj. klasickou oblast
analyzy a partie, které se vztahuji k fyzice.

(2) Aplikovand matematika zahrnuje vsechny
druhy matematiky, které poskytuji mozZnosti
opravdu praktickych aplikaci. Patfi tam
vselicos, co se bézné zafazuje do $kol 1. a 2.
stupné, skoro viechno z 3. stupné a také mno-
hé z vy$§i matematiky na univerzitach.
V tomto ohledu a v o&ich mnohych lidi jsou
teorie pravdépodobnosti, statistika, linearnf
algebra a informatika stejné dulezité jako
klasicka analyza.

(3) Aplikovand matematika znamenda to, Ze se
vyjde ze situace v jiném oboru nebo z redlného
Zivota, vyhledd se matematickd interpretace
nebo se vytvoif model, s timto modelem se
matematicky pracuje a vysledky se uplatnf ve
vychozi situaci.

(4) Aplikovand matematika je to, co se opravdu
dél4, kdyz se matematika pouZivd v praxi.
To odpovidd definici (3), zahrnuje vsak
obvykle i nékolikandsobnou stavbu mosti
mezi matematikou a oblastmi vné€ mate-
matiky.

Aplikace matematiky se mohou skladat
z rutinniho pouZiti matematiky, z matematického
zpusobu mysleni jako protikladu k pfimému
upotfebeni vysledkli, z vytvadfeni malych
modeld, z matematického zkoumani problémi
v realit¢ a z opravdu dalekosdhlého pouZiti
samotné matematiky. Zadnou oblast lidského
snaZeni nelze vyloudit z kvantifikujiciho zpasobu
mysleni a z tvorby matematickych modelu.
Vzijemné ovliviiovdnf matematiky a jinych
disciplin, které je implicitn€ vyjddfeno definici
(4), nem4 74dné hranice.
H. O. Pollak
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