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Co je moderni matematika 7¥)

Peter Hilton, Seattle

1. Uvod

Sledujeme-li soudobé vyucovdni mate-
matice, zjistime, Ze jeho nejvyrazn&j$im
rysem je vSeobecny tstup od reforem.
Studijni skupina pro Skolskou matematiku
(School Mathematics Study Group)
v Americe jiZ neexistuje a od reforem,
které ma na svédomi, se upousti na vsech
stranach. Optimismus ¢iSici z doporudeni
Cambridiské konference o Skolské mate-
matice (Cambridge Conference on School
Mathematics), uvefejnénych pod nazvem
Cile skolské matematiky (Goals for School
Mathematics), postupné€ vymizel a doporu-
deni sama jiZ nepfipadaji vibec jako
utopicka, ale mnohym se zdaji byt ne-
mo¥na. Utoky proti tak zvané nové nebo
moderni matematice jsou vedeny ze viech
stran. Objevuji se vSemoZné namitky.
Kritérium, které je v nich obsaZeno, totiz
dosaZeni ur¢ité vyspélosti matematického
mysleni u vétSiny studentd, je jisté v po-
fadku. To vSak neznamen4, Ze jsou v po-
fddku 1 ndmitky. Vime napfiklad, Ze
podle tohoto kritéria byla dosud mate-
matickd vychova bezlspé$nd, z toho viak
neplyne, jak si leckdo mysli, Ze na tom
ma vinu reforma osnov. Navic pfichazeji

*) Text pfednisky prof. P. HILTONA, kterou
proslovil na Univerzit¢ Karlové v Praze dne
6. 12. 1975.

namitky vétdinou od osob (hlavné rodi¢i),
kterym je nemilé, Ze nerozuméji ani jazyku
moderni elementirni matematiky. Tito
lidé podléhaji pfirozené snaze zbavit se
vieho nezndmého, co je znepokojuje,
vieho, co jim odhaluje jejich nedostatky
a chyby a co jim kazi naladu.

Dnes existuje skuteéné nebezpeéi hro-
madné protireformace v matematické vy-
chové. Jak jsem jiZ fekl, pohnutky proti-
reformétori nejsou vZdy &isté. AvSak i pfi
ryzi snaze o zvySeni drovné vyuCovani
mohou pfedsudky a zaujatost vést snadno
k znetvofeni osnov i ve jménu tak za-
vaZnych hesel jako skolou ke skutecnosti
nebo Skola pro Zivot.

Mnoho téchto pfedsudki prameni z ob-
razu, jaky si kdo o nové matematice utvo-
fil podle své piedchozi vychovy a podle
svych pfedstav o funkci vychovy. Zda
se mi, Z¢ neni moZno peclivé rozebrat
sporné otdzky vyvolané existenci moderni
matematiky a nevS§imnout si blize moderni
matematiky samé. Jaké jsou vyznamné
rysy moderni matematiky? Kolik z toho,
co se probira ve S$kole jako moderni
matematika, pfipadd na vrub tvircim
osnov a kolik z toho lze pfipsat
nedorozuméni mezi nimi a uditeli, kterym
ji ptipadlo (avSak bez pfim&fené pfipravy)
udit? Tento ¢lanek je minén jako pfispévek
k porozuméni tomuto problému. Domni-
vam se, Ze by bylo uZiteCné pro vaziné
nejasnosti v pojmech novd matematika,
moderni matematika pokusit se o jejich
dostateéné pfesné definice a hlavné rozli-
Sovat mezi teorii a soudasnou praxi.

Budeme postupovat v tomto ¢lanku tak,
Ze probereme nazory tfi vedoucich pracov-
nikd, ktefi se vaZné zabyvaji problémy
moderni matematiky, a to jak problémy
védecké tak pedagogické prace na vSech
trovnich. V druhé &asti rozebereme nazory
MoRrise KLINA vyjadfené v jeho knize
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Pro¢ neumi Honzik poditat. Je to soustfe-
dény utok na moderni matematiku pro
§iroky okruh &tendrd. Svizel je v tom,
Ze Kline pomichal nékteré otdzky a zamé-
nil pfiCiny s disledky, kterych si jisté
vnimavé v§iml, ale pfedevsim je odpudivé
popsal. V tfeti ¢asti uvedeme nazory RENE
THOMA a JEANA DIEUDONNE zachycené
ve dvou ¢&lancich v &asopise American
Scientist (1971 a 1973). Oba &lanky byly
pretistény ve sbirce Mathematiker iiber
Mathematik (Springer, 1974). Diskuse
v nich je urena zcela jinému posluchac-
stvu: matematikim a teoretikiim, ktefi
maji slu§né znalosti pokrocilé matematiky.
Thom vSak &asto pfechdzi na hluboké
filozofické otazky, které ztéZuji Ctenafi
porozuméni. Ackoliv argumentace je po-
chopitelné jind neZ v Klinové knize, sho-
duji se v zdsad€ oba ve svych utocich
proti moderni matematice. Odpovéd J.
Dieudonné méla sice zavrhnout ndzory
René Thoma, pfejala v§ak mnoho z ostré
kritiky pfedev§im praxe moderni mate-
matiky.

V tomto &lanku pfedkladam komentaf
k t€mto pfispévkiim a pokousim se posta-
vit do ostrého svétla skute¢né problémy
a rozliSovat mezi tim, co bylo cilem nové
matematiky, co mélo byt jejim cilem a jak
to ve skuteénosti dopadlo. Je nesporné,
Ze se tvirci nové matematiky dopustili
vazZnych omyli. Nelze v§ak ani v nejmen-
§im dopustit, aby se tyto omyly staly za-
minkou k popfeni a opusténi vyznamného
pokroku, kterého se v tvorbé osnov za
poslednich dvacet let dosahlo. Sdilim
Dieudonniiv nazor, Ze nic, co se udalo od
vzniku novych osnov, nemiiZe byt zdmin-
kou k Uplnému navratu ke starym pomé-
ram.

Chci-li objasnit vyznamné otdzky mo-
derni matematiky komentovanim spist
M. Klina, R. Thoma a J. Dieudonné,
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znamena to, Ze tyto spisy stoji za to, aby
se s nimi seznamili v§ichni, kdo se zajimaji
o matematiku a jeji vyu€ovani. To je oviem
mij nizor; soudasné si viak nemyslim, Ze
by se tendf mél sezndmit s nizory téchto
matematik jen z cititl v mém ¢lanku.
Neméla by to byt ndhrada za studium pi-
vodnich prament.

Ponévadz ¢élanky Thomovy a Dieudon-
ného a moZna i tento ¢lanek budou dist
matematici zvykli na zcela jiny druh publi-
kaci, musim upozornit, Ze se v nich nechté&ji
fesit problémy. Ani j& se nepokousim o nic
vice neZ pfispét k diskusi a podnitit diskusi
novou. Chtél bych zburcovat celou mate-
matickou obec proti nebezpe¢i hrozicimu
ze souCasné protireformace. Pravé nyni je
toto hnuti — alespoii ve Spojenych sta-
tech — kontrolovino lidmi, ktefi vabec
nejsou odborniky v matematice. Je tieba,
aby se problémy matematické vychovy
zabyvali matematici, ma-li matematicka
vychova, jak my ji rozumime, preZit.

2. Upadek nové matematiky — kritika
Morrise Klina

Patrné nejbfitsi a zcela jisté nejznadmé&jsi
kritikou moderni matematiky je kniha
Pro¢ neumi Honzik pocitat od Morrise
Klina. Tato kniha zasdhla mnohem Sir$i
okruh &tendfli neZ nejzavaZngj$i studie
o matematické vychové; byla podrobng
recenzovana v mnoha proslulych denicich
jako jsou New York Times a Wall Street
Journal. Morris Kline, profesor matemati-
ky na newyorské univerzité, podal v ni
zdrcujici kritiku nové matematiky (a pod-
titulkem jeho knihy je pravé nazev této
kapitoly). Morris Kline odhalil bezpochy-
by mnoho zavad v soucasnych osnovach,
o kterych se fika, Ze jsou inspiroviny mo-
derni matematikou. Diagndza pfi¢in toho-



to upadku je vSak falend a pon&kud
subjektivni. Je ovSem pravda, Ze Morris
Kline upozornil na existenci velmi vdZného
problému a podnitil k pfemysleni o kofe-
nech jeho pfi€in i moZnych feSenich. Nane-
$tésti zarovenl oZzivil pfedsudky téch, ktefi
by radi vratili vyvoj zpét ke starému zpu-
sobu vyu€ovani. Mnozi z nich se ve svém
matematickém chépani nedostali dal neZ
za elementérni algoritmy aritmetiky pfiro-
zenych disel.

Morris Kline uZiva termintt novd mate-
matika a moderni matematika jako syno-
nym; na obalce se mluvi o Hlubsich diwo-
dech pro moderni matematiku a v textu
pfislusné kapitoly o Hiubsich diwvodech
pro novou matematiku. Tam rozviji Kline
hlavni osten svého argumentu a tim se bu-
deme nyni zabyvat. Kline charakterizuje
novou matematiku terminy jako abstrakce,
struktura, pFesnost, axiomatika. Stavi proti
sobé novou matematiku zaloZenou na
abstraktni teorii a cile staré matematiky:
rozvinout technické schopnosti studentt,
vyzdvihnout vyluéné praktickou povahu
matematiky a naudit studenta chapat apli-
kace matematiky ve vSech oblastech pfi-
rodnich v&d a predeviim ve fyzice. Pro-
hlauje, Ze nova matematika znamena
upadek a cituje pusobivé Goetha

Je to Zivot, ptdm se, md to viibec smysl
nudit sebe a nudit studenty?

Tim mysli Kline soufasné matematiky.
Kline rozviji myslenku, Zze v 19. stoleti
byli matematikové védci. Byli $tastni a byli
na toto oznaceni hrdi; nechavali se inspi-
rovat problémy, kterymi se zamé&stnavali.
Dnes, stéZuje si Kline, vétSina modernich
profesorii matematiky nevi nic o pfirod-
nich védach. Matematika se obratila
do sebe. Inspirace pro dne$ni matematiky
prichazi vétsinou z nitra samotné matema-
tiky a je nejvyS nepravdépodobné, Ze by

vét§ina moderniho matematického vy-
zkumu vibec kdy pfispéla k vyvoji pfi-
rodnich v&d. Vstoupili jsme do obdobi
uzké specializace, takZe i uvnitf matema-
tiky mame specialisty v teorii grup, ktefi
neznaji analyzu, topology, ktefi neznaji
teorii &isel, logiky, ktefi neznaji topologii,
a co je ze vSeho nejhorsi, &isté matematiky,
ktefi neznaji aplikace. Dne$ni matematici,
piSe Kline, nejsou jiZ Siroce vzdélani
v matematice, nemluvé o pfirodnich vé&-
dach. VétSina z nich se obratila k Cisté
matematickym problémim a k formali-
zaci, axiomizaci a zobeciiovani toho, co jiZ
bylo zndmo. To vie je mnohem snazsi, neZ
délat aplikace.

Probereme tuto namitku krok za kro-
kem. Obvinéni, Ze vétS§ina modernich
matematikd neni dost dikladné vzdélana,
je mozno potvrdit. Postupy, kterymi se
nim podafilo ve Spojenych statech vyrabét
zhruba tisic novych Ph. D. ro¢né, maji
sotva co spoleéného s obecnym vzdélanim
v matematice, natoZ v pfirodnich v&dach;
snaZime se totiZ rozvijet schopnosti k vy-
zkumu ve zcela izkém vyseku matematiky.
ProtoZe vsak bylo uZ o tom mnoho feeno
a napsano*), nema smyslu o tom vice
mluvit. AvSak namitka, Ze vétSina mate-
matikd neni dost zbéhla ani v matematice
ani v aplikacich, je néco jiného nez analyza
souCasné tvaréi prace v matematice. Je
jisté pravda, Ze pokrok v matematice pra-
meni opét z pokroku v matematice. Tato
strinka matematické tviréi prace by ne-
méla byt posuzovina jako kritika soucas-
nych matematickych metod, je to totiz

*) Viz napf. PETER HILTON, The Training of
Mathematicians Today (Soudasna vychova mate-
matikt), pfeloZeno do néméiny v Mathematiker
tiber Mathematik pod redakci MICHAELA OTTA,
Springer 1974. Nebo také I. N. HERSTEIN, On the
Ph. D. in Mathematics, Am. Mat. Monthly 76
(1969), str. 818 —823.
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v povaze matematiky samé. Pokrok tkvi
ve vytvafeni sjednocujicich pojmi, v do-
saZeni vE&tSi jemnosti v zachazeni s t&mito
pojmy a v uplatnéni vysledkl t&chto ma-
tematickych a logickych Gvah na zvlastni
pfipady. Tak vyjdou najevo skryté cesty
mysleni a mohou byt explicitné zformulo-
vany; jsou rozpoznany a vyuZity skryté
souvislosti mezi zdanlivé neslucitelnymi
matematickymi oblastmi. To je odedivna
v povaze matematiky, at jiZ se matemati-
kim vnucovaly jednotlivé problémy svym
praktickym vyznamem nebo myslenkovou
naléhavosti. Nelze kritizovat matematiky
za to, Ze délaji matematiku.

Je nedorozuméni, jestlize zaméiiujeme,
jak to déla Kline, tvrzeni o povaze mate-
matiky s tvrzenimi statistické povahy.
Ma-li Kline za krajn€ nepravdépodobné,
Ze by vétSina moderniho matematického
vyzkumu viibec kdy pfispéla k pokroku
pfirodnich v€d, ma bezpochyby pravdu.
Je vSak také krajné nepravdépodobné,
7e by vétS§ina moderniho matematického
vyzkumu vibec kdy pfispéla k pokroku
matematiky. Soudasny matematicky vy-
zkum je tak rozsahly, Ze vétSina praci ma
nevyhnuteln€ velmi pochybnou cenu. Mys-
lim si vSak, Ze vrcholny matematicky vy-
zkum pfispiva k pokroku matematiky
i pfirodnich v&d, zvlas§t€ chapeme-li pfi-
rodni védy S$ife neZ Kline; zahrnuji totiz
vSechny obory, na néZ lze pouZit matema-
tickych metod. Z posledni doby lze vzit
spoustu prfikladii ze spoleenskych véd
a biologie, v nichZ se pouZiva sloZitych
matematickych metod vyvinutych ¢asto jen
pro jejich matematickou pfitazlivost. Roz-
sah matematickych aplikaci v tomto stoleti
jist¢ neklesl. Ubylo vSak matematické
¢innosti podnicené védomym pfanim roz-
fesit n&jaky problém stojici mimo matema-
tiku. Myslim si, Ze Kline je precitlivély
na ustup matematické fyziky z jejiho vy-
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sadniho postaveni mezi obory, v nichZ se
uplatiiuje matematika.

Podobné stéZuje-li si Kline, Ze mate-
matici jiZz nejsou tak dikladn€ vzdélani
v matematice jako za starych &asii (ne-
mluvé jiZ o pfirodnich védach), jde o sta-
tistické tvrzeni, které je bezpochyby sprav-
né*), nedavame-li pfili§ velky diraz na
JiZ ne tak. Dosud nebyvaly pocet mladych
lidi si voli zamé&stndni matematika. Lze
tedy ocekdvat, Ze nebudou dosahovat
v priméru trovné matematikli z dob, kdy
si mlady, inteligentni a schopny ¢lovék
velice zfidka vybral matematiku za své
Zivotni povolani. Vé&tSina dneSnich mate-
matikd je v plné mife hodna povolani
védce a ucitele. Mnozi z nich oviem Ziji
pod neustalym tlakem publikovat nebo
zahynout, ktery na né€ doléha jako hrozba.
Pozdéji si jeste vSimneme vlivu pfekotného
ristu poc¢tu novych matematiki na mate-
matickou vychovu; souvislost je vSak
Uplné jina, neZ jak ji vidi Kline.

Kliniiv popis matematické tviréi prace
je posméSny. Samozfejm€ Ze Cdinnost,
o které mluvi, totiZ formalizace, axiomi-
zace a zobectiovani jiZ zndmych skutec-
nosti, je mnohem snaz§i neZ aplikace.
A samy o sob€ nezakladaji pokrok v mate-
matice. Je také jisté, Ze Kliniv popis
se hodi na né&které doktorské disertace
a dokonce i na nékteré ¢lanky publikované
v matematickych ¢asopisech. Ale Kline
by mél védét, Ze se nehodi na tviiréi praci
tisice ryzich matematiki, ktefi rozSifuji na-
Se poznani a nase chipani.

Kliniv popis soudasného matematického
vyzkumu pozoruhodné€ pfipomina obving-

*) Zda se, Ze polovzdélanost je na postupu.
Ovsem ¢im vét§imu pocétu se dostava vzdélani,
tim je také vice nezdari; a spolefenské dusledky
polovzdélanosti jsou dnes mnohem vaZné&jsi nez
dfive. Lze proto usoudit, Ze mladi lidé jizZ nejsou
tak vzdéldani?



ni proti matematikiim, ktera vznesl nositel
Nobelovy ceny fyzik RICHARD FEYNMAN
ve svych pfednéaskach o poslani fyziky na
cornellské univerzit€ v roce 1964. V téchto
pfednaskach rozebiral Feynman povahu
fyziky a v jedné z nich se snaZil popsat
podstatny rozdil mezi matematikou a fyzi-
kou. Avsak jeho popis matematické prace
byl nepochopitelny a nepfijatelny pro tviiréi
matematiky, ktefi ho poslouchali; jeho po-
pis charakteristickych postupt tviiréiho fy-
zika se vyte¢né€ hodil na praci matematika —
po zaméné fyzikalniho nadobi matematic-
kym. Avsak podle Feynmana fyzik se ve své
predstavivosti nedopousti skoktl, ani neva-
zan€ nespekuluje o nepoznaném, zatimco
matematik ve skute¢nosti nemad, co by fesil,
nema ot4zky, na které by hledal odpovéd.
Feynman kresli posméSny obraz prace
matematikd, jako by si poloZili zcela neva-
zané soustavu axiomii a potom zvolna,
s rozmyslem a bez citu omilali jeji logické
disledky. Pisobilo povzbudivé, kdyz bylo
moZné ukazat Feynmanovi n€které otevie-
né problémy v matematice (napf. Poinca-
rovu domnénku, Ze kaZda uzaviena jedno-
duSe souvislda trojrozmérnd varieta je
koule) a pozorovat, jak si pohotové uvé-
domuje jejich vyznam a jak je okouzlen
metodami vyvinutymi k jejich zvladnuti.*)
Domnivam se, Ze se Feynman dal svést
dvéma okolnostmi: pfedeviim surovym
znetvofenim nové matematiky lidmi, ktefi
nepochopili nic z jejiho smyslu, ale chté&ji
se pfiZivit na jeji popularité, a potom for-
malni definici (jakych uZival BERTRAND
RusseL) matematiky jako formdalniho de-
duktivniho systému. Ani oportunicky pro-
pagator nové matematiky ani filozof nebyl
s to popsat skutenou povahu matema-
tické prace. Je myslim pfirozené domnivat

*) Feynman se na za¢atku své dalsi pfednasky

za svij utrhaény vypad proti soufasné mate-
matice velkoryse omluvil,

se, Zze i Morris Kline byl oklamén Gpln&
stejné.

Uznat, Ze axiomizace a zobeciiovani
jsou jen Casti tviiréi matematické préace,
neznamend snizovat jejich vyznamnou
tlohu v matematice. Objevovani novych
pojmi a pouZiti vysledkd formalniho
mysleni na zvla§tni pfipady tvofi velmi
podstatné slozky pokroku v matematice.
Ted je myslim vhodna pfileZitost prany-
fovat hloupou a povrchni povéru, Ze ma-
tematik mé na vybranou: bud fesit problé-
my nebo tvofit struktury. S nebezpednou
a klamnou privodni povérou, Ze bychom
méli u studentdl rozvijet spiSe schopnost
feSit problémy neZ schopnost vytvafet
struktury. V obdobi, kterému se eufemicky
fik4 druhé vina reformy (t€mi, kdo se drZi
na jejim vrcholu), matematické vzdélani
ve Spojenych statech Zije ve znameni dvou
hesel; jednim z nich je diraz na aplikace
a druhym didraz na feSeni problémi.
Mame-li byt schopni aplikovat matema-
tiku, musi néjakd matematika, kterou
bychom aplikovali, existovat. Prvni heslo
nas nuti poloZit si otdzku, jak vykladat
matematiku, aby studenti pochopili jeji
smysl a dokézali ji aplikovat — to je
ustfedni problém celé matematické vy-
chovy, kterému se nelze vyhnout. AvSak
druhé heslo, stavéjici do protikladu feSeni
problémii a tvorbu struktur, je stejné
zaludné. Nebof pro fe§eni problému je
tfeba poznat jeho strukturu a povahu
a umét jej pevné v¢lenit do jeho analytické
souvislosti. VSichni velci matematici u-
sp&Sné fesili problémy - pomoci vhodné
teorie. Tuto teorii musili vSak &asto teprve
vytvofit. Dobrou teorii poznate (a na tom
se asi vSichni shodneme) podle jeji schop-
nosti feSit vyznamné problémy. Tvorba
struktur v matematice a ostatng i jinde se
stava svévolnou, neni-li pro tyto struktury
Zadné uplatnéni; pak muZe jit i o Spatnou
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matematiku. Kdyby ti, ktefi se stavéji
proti strukturam, Gtodili na Spatnou mate-
matiku, nebylo by co namitat, ale oni tak
nedini.

Nespravnost protikladu (tvorba struk-
tur — feSeni problémi) lze prokazat na
Zivoté a dile kteréhokoliv matematického
velikana; myslim si, Ze pravé tak je tomu
s nazorem, Ze matematik se musi rozhod-
nout mezi istou a aplikovanou matema-
tikou. Nechce se mi o tom mluvit do
omrzeni. Snad by nebylo marné pfipome-
nout slova velkého matematika aplikaci
RICHARDA COURANTA. MARSHALL STONE
v jednom svém ¢&lanku (Revoluce v mate-
matice, American Mathematical Monthly
1961) prohlésil, Ze je zasadni protiklad
mezi strukturdlnim a ryze podetnim poje-
tim matematiky. Sel jest& dale a tvrdil,
Ze neni ani pfimé souvislosti mezi mate-
matickymi systémy a fyzickym sv&tem.
Neni mi jasné, zda zékladni protiklad,
o kterém mluvil Marshall Stone, vskutku
existuje. Je oviem mezi timto dvojim
pojetim zésadni rozdil, ale nazyvat tento
rozdil protikladem znamena zachazet p¥ili$
daleko za pouhou rozdilnost. Mohli by-
chom vyjadfit tato dvé hlediska jako uva-
Zovani a pocitani; tim by se naznadilo, Ze
se nejedna o protiklad, ale spiSe o doplnék.
Chtél jsem vSak pivodn€ upozornit na
Courantovu odpovéd na Stoniv &lanek.
Ve své odpovédi Courant zdiraziioval,
Ze koreny na$i v€dy sahaji v nekoneéném
vétveni hluboko do skute¢nosti, at jiZ se
skuteCnosti rozumi mechanika, fyzika,
biologie, narodni hospodaistvi, zemépis
nebo jind matematickd lditka, s kterou jsme
divérné sezndmeni. Zde si Courant vSiml
vyzna¢né vlastnosti matematického pozna-
ni, Ze totiZ buduje na poznaném a nové
pojmy jedné generace se stavaji b&Znym
nastrojem generace nasledujici. Matema-
tika stavi na mySlenkach pfichazejicich
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z pfirodnich véd anebo z matematiky samé.
A podobné aplikujeme-li matematiku,
aplikujeme ji na pfirodni védy nebo zase na
matematiku. Morris Kline tvrdi pon¢kud
piekvapivé, Ze vSechny aplikace matema-
tiky na pfirodni védy se opiraji o myslenky,
které byly samy podniceny pfirodnimi
védami. Je samoziejmé mozZné, Ze v néja-
kém hlubokém metafyzickém smyslu jsou
viechny matematické myslenky podniceny
pfirodnimi védami;*) v tom pfipadé je
jeho tvrzeni banalni. AvSak mysli-li Kline,
Ze vSechny aplikace matematiky na pfi-
rodni védy jsou aplikacemi myslenek, které
vznikly pfi feSeni né&jakého pfirodovédné-
ho problému, pak je to prosté nepravda.
Co spole¢ného méli italSti geometfi a jejich
pfedchiidci s pfirodnimi védami, kdyz
vyvijeli absolutni diferencidlni pocet? Ne-
bo moderni aplikace teorie polynomi nad
kone¢nymi télesy? Nebo moderni aplikace
linearni a abstraktni algebry v teorii kédo-
vani a hromadné obsluhy? Nebo aplikace,
které pfenesli RENE THOM, CHRISTOPHER
ZEEMAN, STEPHEN SMALE a jini z teorie
singularit hladkych funkci na hladkych
varietach do biologie a ekonomiky?
Poné€kud se vSak vzdalujeme od naSich
obvinéni. Vratme se k argumentim Morri-
se Klina a pfipustme na okamZik, Ze nova
matematika vznikla dik tomu, Ze se profe-
siondlni matematici pustili do reformy
osnov a dopadlo to tak dik jejich zalibam
a zajmm, jak to popisuje Kline. Vtira se
otazka, jak a pro¢ matematici zadali
uplatiovat svij vliv. Kline tvrdi, Ze v
Sedesatych letech tohoto stoleti byli

*) Thom pise: ... nejmocné&j§i matematické
struktury (algebraické, topologické) se jevi
jako zakladni data uréend fyzickym svétem a je-
jich nesrovnatelnd riznorodost ma své jediné
opravnéni ve skute¢nosti. To je, zda se, filozo-
fické tvrzeni nejvieobecnéj$i povahy, na které
se Kline odvolava.



matematici tradiéni (tj. aplikované) §koly
nesmirné zameéstnini problémy rychle se
rozvijejicich pfirodnich véd. A tak citili
profesofi {isté matematiky, Ze maji volné
pole piisobnosti v reformnim hnuti. Nezda
se mi podle po¢tu publikaci z tohoto ob-
dobi, Ze by aplikovani matematici byli
nuceni vice se vénovat vyzkumu nez Cisti
matematici. Statistika svéd¢i spi§ o opaku.
Kline, jak se zd4, v&fi, Ze &isti matematici,
majice spoustu volného &asu, hledali, kde
by uplatnili sviij vliv; povzbuzeni povol-
nosti uditelli zdkladnich a stfednich $kol
ve Spojenych stitech dali se do reformy
osnov. V minulosti sice témito zajmy
opovrhovali, ale pokuseni bylo pfili§ silné.

Takové vysvétleni pfi pe€livém zkoumani
neobstoji. Pro¢ by se matematici starali
o Skolské osnovy? Odkud by se bral jejich
nahly zajem? M4 vibec smysl myslit si,
Ze je tomu tak, jak li¢i Morris Kline,
Alvin Weinberg, Richard Feynman a jini?
Sedesata 1éta ve Spojenych stitech byla
dobou, kdy kazdy matematik, ktery se
chtél vénovat vyzkumu, mohl pro to ziskat
finanéni zaji§téni. Ndrodni védeckd nadace
(National Science Foundation) projevo-
vala pozoruhodnou a dosud nevidanou
velkorysost pfi rozdé&lovani stipendii &is-
tym matematikiim. Pracovat na reformé&
bez ekonomickych a odbornych podnéti,
pro¢ by to délali? Dalo by se olekavat,
Ze Morris Kline bude tvrdit, Ze je k tomu
vedlo povoldni ulitele navzdory tomu,
Ze &inny zijem o vyufovani matematice
zvl43té na pfeduniverzitni Girovni nemiiZe
univerzitnimu uditeli ziskat ani v&hlas ani
zlepsit postaveni. To vSak stale nevysvétlu-
je, pro¢ se tak nedé€lo jiZz dfive; ale Kline
to netvrdi, nebof Kline ve skuteénosti,
musim to fici, neloajilné napadd uditel-
skou povést svych kolegi. PiSe: profesio-
nalni matematici jsou nejvaznéj§i hrozbou
pro matematiku, alespoii pro jeji vyudova-

ni — a pozd&ji — jeden ze zikladnich
divodl, pro¢ matematici selhdvaji jako
uditelé, vézi v samé povaze matematického
mysleni.

Vibec nesouhlasim s tak bfitkou Kriti-
kou svych kolegti. Nechci tvrdit, Ze kazdy
profesionalni matematik je skvélym udite-
lem, ani Ze jeho zaujeti spolu s naddnim
jsou jiZ zéarukou jasného vykladu nebo
umoZiiuji vniknout do problémi tvorby
osnov na vsech stupnich. Av§ak domnivam
se, Ze ucast matematikli z povolani pfi
tvorbé osnov ve Spojenych statech byla
vidy silnou strankou vé&ci. Ze se vyskytly
nedostatky, je zfejmé, a asi bychom se méli
poohlédnout po jejich pfi¢inach.

Jedna pficina téchto nedostatki tkvi
asi v situaci, kterou jsem jiZ popsal a které
hovofi zcela proti Klinové rozboru. Hovo-
fil jsem jiZ o pozoruhodné a pfimo bezuzd-
né prosperité tviréich matematikd v dobg,
kdy bylo reformni hnuti na vrcholu. Tim
se pfimo povzbuzovali k i¢asti na reform-
nim hnuti matematici, ktefi se nevénovali
vyzkumu. Dnes trpime ve Spojenych sta-
tech dusledky (i kdyZ nechténymi) tohoto
stavu, Ziveného velkorysym zpiisobem,
kterym rozd€lovala stipendia Ndrodni vé-
deckd nadace. Tato politika totiZ podng-
cuje nazor, Ze mirou matematického vé&hla-
su je schopnost vyhybat se pedagogické
praci. Nejlepsi z graduovanych studenti
se napfiklad stali vyzkumnymi asistenty
na zaklad€ stipendia Ndrodni védecké na-
dace, méné& schopni $li udit.

Lze tedy docela dobfe tvrdit, Ze hnuti
za reformu osnov nebylo viibec v rukou
tvir¢ich matematiki. (Situace byla poné-
kud jind v zdpadni i vychodni Evropég.)
Lze také tvrdit, Ze reformni hnuti nebylo
nikdy schopno vyfeSit problém trovné
a Skoleni uditelt matematiky. A nebude-li
vyfeSen tento zdkladni problém, nemiZe
uspét Zadnd reforma ve vyulovani. Ve
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skutecnosti je moZné jit jesté dale a tvrdit,
Ze nova matematika byla méné& tispé$na nez
stara pravé proto, Ze je lepsi. Tim Ze je
lepsi, vyZaduje od uditelt mnohem hlubsi-
ho porozuméni své povaze a smyslu, nez
to poZadovala stard matematika pfi svém
péstovani cviku a dovednosti. Stard mate-
matika byla prosté hrubsi. Maloco bylo
moZno na ni zkazit. Nov4 matematika je
mnohem jemng&ji a disledky jejiho zkomo-
leni at uciteli nebo autory udebnic, ktefi
neporozuméli jejimu smyslu, jsou kata-
strofalni. Nelze vSak popfit, Ze v praxi
znamena nahrazeni (v zékladni Skole) staré
matematiky novou, nahrazeni hloupého
a uzite¢ného cviku hloupym a neuZite¢nym
cvikem. Nebylo nikdy v umyslech refor-
matorl, aby se na $kolach péstoval jazyk
teorie mnoZin jako tupy dril, pfesto se to
dnes déje.*)

Dnes existuji ve Spojenych statech dobré
reformni pokusy, i kdyZ na niZ§i trovni
nez v dobé rozkvétu reformniho hnuti.
V téchto programech na elementarni trov-
ni (napf. programu Comprehensive School
Mathematics Project a programu vyvinu-
tém Open Court Publishing Company) neni
rozpori mezi poZadavky podetni sbéh-
losti, zdliraznéni souvislosti matematiky
a prirodnich véd, aplikace matematickych
myslenek na redlny Zivot a nakonec vytvo-
feni povédomi sily a obecnosti matematic-
kych struktur a metod. Jsem presvédcen,
Ze jenom ti, ktefi si tady pfihfivaji svou
polévku, trvaji na stanovisku bud anebo,

*) Ti z nds, ktefi u¢i v prvnim ro¢niku na
univerzitdch, si st&Zuji, Ze studenti pfichazeji
ze stfednich $kol $patné pfipraveni: neznaji
geometrii, nedovedou pocitat, prichdzeji se §pat-
n& zaZitymi znalostmi diferencidlniho poctu,
coz je horsi nez zZddné znalosti. Nelze diskutovat
o tom, Ze néco z toho pfipada na vrub modernich
matematickych osnov na prvnim a druhém stup-
ni. Ono udeni je mudeni, ale odnaucit se zlozvy-
kim je t&Zi.
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zdali se ma vyu&ovani ubirat ve stopach ma-
tematiky teoretické nebo praktické. Takové
hledisko je nejen nesmyslné; pfistoupi-
me-li na n&, spAchdme neodg&initelné $kody
na celé budouci matematické vychové.

3. Spor René Thoma s Jeanem Dieudonné

V American Scientist, svazek 59 (1971)
str. 695—699 se objevil ¢lanek René Tho-
ma nazvany Moderni matematika: vychov-
ny a filozoficky omyl? Jean Dieudonné
odpovédél na Thomiv &lanek v American
Scientist, svazek 61, 1973, str. 16—19; jeho
Clanek byl nazvan Mdme udcit moderni
matematice? Oba tyto ¢lanky byly pielo-
Zeny do sbirky Mathematiker iiber Mathe-
matik, kterd vysla v roce 1974 pod redakci
Michaela Otta u Springra. V této &asti
uvedeme hlavni mySlenky Thomova ttoku
a v hlavnich rysech i Dieudonnovu obranu
moderni matematiky. Je tfeba zdiraznit,
Ze Dieudonniiv ¢lanek neni jen pouhym
vyvracenim Thomovych nézorid. Dieudon-
né souhlasi s mnohym, co Thom fika,
zvl4s§té mluvi-li se o vyznamu geometrie
(pravé tak jako autor) a navic se vénuje
uvaham o matematické vychové, zatimco
Thom nikoliv.

Thom vznasi tfi zakladni obvinéni proti
moderni matematice.**) Prvni, Ze se geo-
metrie nahrazuje algebrou; druhé, Ze se
klade nepatfi¢ny diiraz na presnost; tfeti,
Ze se zavadi teorie mnoZin do modernich
osnov matematiky. Thom sam klade nej-
v&t8i duraz na tfeti z nich; v pfekladu jeho
¢lanku v Mathematiker iiber Mathematik
je dodatek vysvétlujici zajimavym zpu-
sobem sémantickou povahu spojek a a nebo

**) Pronasi také vyznamné nazory, které nejsou
obsaZeny v téchto obvinénich. Pochybuje napf.
o tom, zda vibec maji byt zafazovany do osnov
vSechny posledni vyktiky védy.



v souvislosti s teorii matematické morfo-
logie vyvinuté v Thomoveé knize Stabilité
Structurelle et Morphogénése.

Rozeberme tyto tfi ndmitky v potadi,
jak jsme je uvedli. Thom obvitiuje ctitele
moderni matematiky, Ze nahradili geo-
metrii algebrou. Tvrdi, Ze je to zdména
pfirozend pro matematika trénovaného
v Bourbakiho tradici; a to neni jesté zdale-
ka jeho nejtrpéi vyrok o Bourbakiho vlivu
na moderni matematiku. Thomovo hle-
disko je vyjadieno vétou, Ze zajisté existuji
geometrické problémy, ale nikoliv alge-
braické. Mysli tim, Ze algebraicky problém
je pouhym cvitenim v slepém uplatiiovani
aritmetickych pravidel podle znamého na-
vodu. Thom dale tvrdi, Ze je nerozumné
chtit na studentovi dikaz né&akého alge-
braického vysledku. Bud je to trivialita,
nebo je k tomu tfeba abstraktnich tuvah
leZicich mimo dosah primérného stu-
denta. Z Thomovych vyvodi je vidét, Ze
mluvi-li o geometrii, mid na mysli pfede-
viim euklidovskou geometrii. A jisté ji
nedoporucuje pro jeji axiomatické zaklady.
SpiSe uznava Euklidovy Zdklady za prvni
usp&Sny pokus vyjadfit sv&t zkuSenosti ve
dvou a tfech rozmérech psanym slovem
v jednom rozméru. Thom se domniva,
Ze geometrie je prvnim krokem ze viedniho
jazyka k formalizované fefi matematiky.
PovaZuje geometrické mysleni za neodmys-
litelny stupefi normalniho vyvoje lidské
rozumové Cinnosti. Geometrické konti-
nuum je snazsi k pochopeni neZ pfirozena
¢isla a z psychologickych diivodi se stavi
proti vytvafeni kontinua Dedekindovou
metodou fezil z pfirozenych &isel. Plisobiveé
prohlaSuje, Ze KRONECKEROVA znam4 véta
Bith stvoril pFirozend disla; vse ostatni je
dilem lidskym sv&d¢i spise o jeho pfedchozi
kariéfe bankéfe zbohatlého burzovnimi
spekulacemi neZ o jeho filozofické intuici.
Geometrické kontinuum je prvotni.

Axiomizace je pro Thoma dusi algebry
a prav€ proti axiomizaci v matematické
vychové a dokonce v matematice samé
Thom bojuje ve svém 1itoku proti algebfe.
Prohlasuje, Ze axiomizace je vyhodna pro
systemizaci a kodifikaci poznatkd, ale
nevhodnd pro nalézani novych vysledki.
Navic ma jeji pfedasné zavedeni neblahy
vliv na studenty, ktefi nemaji dost zkusSe-
nosti s méné obecnymi matematickymi
systémy a se situacemi redlného svéta,
které se podvoluji matematickému zpraco-
vani. S tim poslednim musi jist&¢ kaZdy
souhlasit a maji to na svédomi riizné zko-
moleniny osnov v minulosti. Thom vsak
popira i vyznam axiomatiky pro tviréi
praci. Tady je vSak na vratké padé&, nebot
Dieudonné argumentuje ve své odpovédi
velmi presvéd¢ivé. Je mnoho pfikladi
0 vyznamu axiomizace nejen pro syste-
mizaci, ale i pro fefeni problému. Dieu-
donné uvadi dilo Dedekindovo, Hilberto-
vo, Kroneckerovo, Chevalleyovo a mnoha
jinych; je moZno dodat, Ze existuje mnoho
ptiklad@t v topologii na dsp&nou ulohu
axiomizace pfi feSeni problémi. Thom
sdm pfispél Siroce do této oblasti.

Thom napada Bourbakiho, Ze se v jeho
svazcich neobjevil Zddny novy vysledek;
dodava, Ze se vice latky najde ve cvi¢enich
neZ v deduktivni &asti dila.*) To vSak neni
vada textu, myslim si, obsahuji-li cvieni
nejcennéj§i latku. Maji totiz podnécovat
Ctenafe; jestliZe tak Cini, Stendf v matemati-
ce pracuje, jinak se ji jen uéi. Nejhor$im ry-
sem posledniho vykiiku pedagogiky ve
Spojenych statech je, Ze se klade tak velky
dtiraz na vyu€ovani matematice a tak ne-
patrny na praci v matematice. To je asi

*) Thom déle tvrdi, Ze star4 vira bourbakisti
v moZnost pfevedeni matematickych struktur
na hierarchii mnozin, podmnozin a jejich kombi-
naci je iluze. Viz dal8i argument o uloze teorie
mnozin.
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ze viech vychovnych a pedagogickych
omylil ten nejhordi. Obvinéni, Ze Bourbaki
neuvedl Zidny novy vysledek, pfipomind
mi poznimku, kterou pfed mnoha léty,
jesté v ddvnovéku éry poditadl uinil ALAN
TurING. Byl kritizovin pro sviy zplsob
vyjadfovani, mluvil-li o poéitaéi, jako by
ten myslil nebo rozhodoval, nebof poditaé
pry se nemilZe chovat nepfedvidavé. Turin-
gova odpovid byla prostd a jasna. Jeho
tkolem byle vytvofit poditaé, ktery by
vykonéval jisté tikony podle pevnych pra-
videl, a to se stalo. Kdyby byl poXidan,
aby vytvofil potitad chovajici se nepfed-
vidav®, nebylo by nic snaz¥iho neZ zave-
denim nahodnych prvkl dosdhnout u po-
&tade ndhodnych obratil volniho jednéni.
Potitadi se tedy vyditalo, ¥e nen{ schopen
providét ukony, k nimZ nebyl stvofen.
Tvrdi-li Thom, Ze sjednoceni a uspofadini
matematiky, kterého dosahl Bourbaki, ve
skutefnesti nepfineslo nic nového, lze
namitnout, Ze to bourbakisté nem&l ani
v umyslu. Tvrdi-li vSak, Ze¢ Bourbaki ne-
podnitil nic nového, je to nepravda. B)}lo
jim bezpochyby ovlivnéno podn&tné dilo
SERROVO v teorii homotopif, abych uved]
pouze jediny vyznamny pfiklad. Samo-
zfejmé %e ne kaidy mi¥e dospdt k tvlrdi
zralosti cestou bourbakistl; to je divod
pro riiznorodost cest poznéni, nikoliv da-
vod pro pfedpis sice jiny, ale stejn€ omezu-
jici jako dieta bourbakistil.

Oviem kde se nahrazuje geometric
algebrou, tam jsou pedagogové na omylu.
Tady se Dieudonné zcela shoduje s Tho-
mem a zfejmé se viemi, kterym zaled na
Grovni matematické vychovy. Diendonné
viak tvrdi, 22 se mame pokousSet Felit geo-
metrické problémy algebraickymi meto-
dami; a mnohde se skutefn& spojuje
algebra s geometrii Diendonné jde jedtd
déle a poZaduje, aby se algebraické problé-
my hned od zalatku uvadely v geometrické
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souvislosti. Thom se myli, fik4 Dieudonné,
domniva-li se, Ze¢ obhdjci moderni mate-
matiky cht&ji vyikrtnout z osnov eukli-
dovskou geometrii; nikoliv, cht&ji (nebo
by mli chtit) zmé&nit zplsob jejiho vyuo-
v&ni, Navic z prosazovini dedukee neplyne
nutnost axiomizace a vibec ne nutnost
piedtasné axiomizace. O tom viak pozd&ji
pfi diskusi druhé Thomovy nimitky.

Moderni matematika vyZaduje sjedno-
ceni geoimetrie a algebry; nesmirne je pova-
Zovat za vzijemné protiklady, ale za vzi-
jemné dopliky; vidy méme trvat na geo-
metrickém vykladu algebraickych pojmit.
Domniviam se, Z¢ Thom ma pravdu, kdyZ
zdliraziiuje vyznam pfechodu od dvou-
rozmérné nebo trojrozmérné zkulenosti
k jednorozmérnému vyjidfeni; pak je
oviem pfirozené, Z¢ k tomu uZivime
algebraickych pojmil.

Dieudonné si vEiml, Z¢ Thom strani
staré matematice, kdyZ vyslovuje tento
hlavni cfl ‘matematické vjchovy: ukazat,
jak se surovd &asoprostorovid zkufenost
pEevadi do logické struktury. Dnes s timto
pofadavkem viichni souhlasime; uzniva-
me pfibuznost matematiky s fyzikou,
biologif, a tim i nutnost vytvafet pevné
vztahy mezi témito v&dami. AvSak stary
zplsob vyubovini takové vztahy neznal.
Matematice se ugilo, jako by to byl soubor
vice & méné& zkostnatélych do sebe nzavre-
nvch disciplin,

Dicudonné také oponuje Thomové né-
mitce, Ze spojitost pfedchizi diskrétnosti
v normalnim duSevnim vyvoji dit&te, a na-
mitd, Ze Thom je asi prave tak zaujaty jako
Kronecker, Zdiraziiuje, Ze povEdomi sou-
borll ridznych véci j¢ jedna z nejrandjich
zkuSenosti ditéte. Pfirozena d&sla tvoli
zcela nevyhnutelng prvotni model, kdyZ
se dit® pokoudi uspofddat své pFedchozi
zkusenosti. Tady se Dieudonné opét roz-
hoduje pro Sir¥, eklekti®t&i hledisko.



Uznéva Zivotni duleZitost geometrického
kontinua a jeho hluboky vyznam pro
détskou zkusenost, ale neni ochoten sniZo-
vat vyznam pfirozenych ¢isel. Bylo by na
mist€ ukdzat, Z¢ Thomovo tvrzeni, Ze
topologické invarianty jsou obtiZné&ji po-
chopitelné neZ metrické, je v rozporu se
zku$enostmi Piagetovymi a jinych psycho-
logi. Nemohu to zarudit, ale fekl bych,
Ze otazka, zda je n&jaké seskupeni souvislé
¢i ne, je zfejmé tak brzy, (ne-li dfive) jako
otazka, zda je né&jaky mnohouhelnik
&tverec. Je-li zaruCeno, Ze déti rozpozna-
vaji jak diskrétnost, tak spojitost, je Dieu-
donnilv ndzor nevyvratitelny. Algebra &ni
geometrii diskrétni, geometrie &iselnou
soustavu spojitou. A ve vzdjemném piiso-
beni obou je sila matematiky. NaSt&sti
reformni programy, o kterych jsem se
zminil, pojimaji za sviij vychozi bod jedno-
tu aritmetiky a geometrie. S &isly se pocita
a méfi. Spisek pro dal§i vzdé€lani uditeli
vydavany Comittee on the Undergraduate
Program in Mathematics Americké mate-
matické spole¢nosti (Mathematical Asso-
ciation of America) ve svém poslednim
vydéni zddraziiuje nutnost ¢asného zave-
deni &iselné osy. A tak lze vyvijet dvoji
stranku diselné soustavy soub&Zn& hned
od podatku.

NezZ opustime prvni Thomovo obvinéni
moderni matematiky, je tieba uvést dva
podstatné Gspéchy algebraizace geometrie,
jak je cituje Dieudonné. Prvni je symetri-
zace uplatnéna pfi pfechodu od pologrupy
ke Grothendieckové grupé. Tento Cist&
algebraicky postup je nevyhnutelny pfi
studiu fibrovanych prostori (v topologické
K-teorii). Druhy pfiklad, ktery Dieudonné
cituje, je metoda zlplnéni inspirovani
&isté geometricky nebo spi§ topologicky,
pfi niZ postup je vSak algebraicky. Tato
metoda vede napfiklad k zavedeni p-adic-
kych ¢&isel. Dieudonné jist¢ mohl uvést

vic ptfikladi, aviak tyto dva jsou myslim
dost pfesv&déujici, aby zviklaly Thomiv
skepticismus o vyuZiti axiomatické metody
v tviiréi matematice.

Obratme se ted k Thomové& nazoru na
presnost. Zde se jako obvykle Thomova
analyza nofi hluboko do filozofické stran-
ky v&ci. RozliSuje troji smysl, v némz lze
chipat matematickou pfesnost. Prvni je
Sformdini smysl, kdy se stanovi formalni
systém S a potom se definuje, co se rozumi
dikazem P teorému 7. Druhy smysl je
realisticky (platénsky): pfedpoklada se,
7¢ matematické pojmy skutené& existuji
a teorémy vyjadfuji skuteéné vztahy mezi
nimi. T¥eti je empiricky smysl, v némZ
dikaz plati za spravny, uznaji-li tak vedou-
ci specialisté v tomto oboru. Obhajuje-li
né€kdo pfesnost v matematice nebo v mate-
matické vychové, sotva ma na mysli prvni
smysl. Potom Thom pokraduje v zjisténi,
Ze Zadny ze zbyvajicich vyznami pfesnosti
neopraviiuje pedantstvi zavedené ve jménu
pfesnosti v né€kterych osnovach. Thom
s litosti zjistuje, Ze neexistuje pfesna defi-
nice pfesnosti. NemiZeme tedy vytvofit
kritérium pfesnosti jako méfitko pro zjisto-
vani platnosti naSich matematickych vy-
tvort, i kdybychom si tak prali.

Thomiv rozbor této stranky matema-
tiky a matematické vychovy napovida,
Ze ma v této diskusi na mysli empirickou
pfesnost a Ze tedy ulohu slova presnost
v matematice mame pojimat podobné jako
ulohu slova abstraktni. Nelze o né&jakém
dikazu tvrdit, Ze je pfesny o nic vice, neZ
Ze néktera ¢ast matematiky je abstraktni.
Existuje v8ak velmi redlny smysl, v némZ
jedna &ast matematiky se miiZe povaZovat
za abstraktn&j$i nez druh4, jeden pojem
za abstraktn&j§i neZ druhy. Pojem pfiro-
zenych Cisel je abstraktnéj§i neZ pojem
souhrnu v&ci; pojem grupy je abstraktné&jsi
neZ pojem pfirozenych &isel; pojem kate-
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gorie je abstraktngjSineZ pojem grupy. Tato
stupnice abstraktnosti je zifejmé odrazem
historického vyvoje matematiky a bylo by
asi obtiZné, ne-li nemoZné stanovit ji vabso-
lutnich terminech. Pfesto ma dobry smysl.
Pravé tak miZeme dobfe fici, Ze jeden dii-
kaz je piesnéjsi nez druhy. Co by vSak bylo
radno ponechat z poZadavku pfesnosti
pro vychovu? Spravnost uvadénych tvrze-
ni. Je nesmyslné trvat v daném okamziku
na zcela pfesnych ditkazech vsech tvrzeni;
rozebirdme napfiiklad vlastnosti realnych
&isel a spojitych funkci dfive, neZ jsou
studenti schopni pochopit dikaz Bolza-
novy véty. Neni v§ak dobfe, dovolujeme-li
si z pouhé pohodlnosti nesmysly, napf.
Ze kazda diferencovatelna funkce miZe byt
lokéalné vyjadfena Taylorovou fadou, coz
je béZné nedorozuméni rozsifené mezi fy-
ziky. Thom zdiraziiuje lokalni formulaci
jako navod, jak si poradit s timto problé-
mem. M4 tu opét na mysli morfologii
pojmu a jeho myslenky na toto téma za-
slouZi pozornosti vsech, ktefi se zajimaji
0 pojem presnosti v matematice.
Dieudonné souhlasi s Thomem, Ze
pfesnost sama o sobé nemuZe byt koneg-
nym cilem ani v matematice ani v matema-
tické vychové; a nemiZe byt ani absolut-
nim kritériem. AvSak dileZité je spravnost
ochrafiujici nas pfed nedorozuménim, fa-
leSnymi zavéry nebo dokonce omyly. To
bylo, fikda Dieudonné, skromnym cilem
matematikd, jako DEDEKIND, HILBERT,
BOURBAKI pii uréovéani stylu jejich fedi.
Av3ak Dieudonné ucinil jeSt€ jednu neo-
byCejné duleZitou poznadmku. Tvrdi, Ze
jistd davka piesnosti a formélnosti ma
vyznam pro obohaceni intuice. SnaZime
se o opravdové porozuméni matematické
situaci nebo modelu situace realného svéta.
Prvni stupeii je formalni a povrchni poro-
zuméni, které se teprve postupné prohlu-
buje. Neméli bychom proto sniZovat lo-
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kilni porozuméni. Je nedokonalé a do-
¢asné na cesté za ryzim obsahem. VSichni
jsme musili projit zkuSenosti, Ze nas logika
dukazu donutila uznat jeho zavér, i kdyz
jsme nebyli pln€ pfesvédéeni, Ze je tomu
tak. AvSak tato situace je psychologicky
i intelektudlné vyznamna pro pfechod
k hlub$imu porozumé&ni.

Thomuv nejprudsi vypad mifi na soucas-
nou ulohu teorie mnoZfin v modernim
elementarnim vyucdovani. Jeho fttok je
podloZen hlubokymi ivahami a myslim si,
Ze je to rozhodny tder. Lze pfedpokladat,
Ze Dieudonné také souhlasi, nebof ml&i.
Thom cituje dojemnou a naivni viru, Ze
teorie mnoZin je kralovskou cestou k tspé-
chu v matematice nebo alespoii k porozu-
méni matematice. Tvrdi dale, Ze elementar-
ni fakta teorie mnoZin vlastné ani do mate-
matiky ani do logiky nepatfi. Jakmile
jsou po ruce matematické myslenky (napf.
realna Cisla, geometrie, funkce), neni ele-
mentarni teorie mnoZin jiZ k ni¢emu. Thom
vidi pramen fale§ného optimismu ve filo-
zofickém omylu, ktery pfipisuje GEOR-
GEOVI BooLovl, jehoZ dilo An Investigation
into the Laws of Thought (Vysetfovani
zakontt mysleni) vnuka viru, Ze kazda de-
dukce mizZe byt modelovana v teorii mno-
Zin. Thom tik4, Ze aristotelovska logika
ma sloZité ontologické kofeny a nemuZe
byt formalizovdna v tak zjednoduSeném
systému. Thom pokraduje na pfikladé,
v némZ zajimavym zpusobem rozebira
spojky nebo a a. Jak jiZ jsem se zminil, vé-
nuje morfologickému studiu téchto pojmi
dodatek v Mathematiker iiber Mathematik.

Vsimnéme si docela zb&Zzné¢ Thomovych
vyvodl, nebot ukazuji jasn€ nevhodnost
béZzné mnozinové interpretace, v niZ se
nebo vyklada jako sjednoceni a a jako
prinik. Thom nejdfive rozebird véty

Petr nebo Jan pfichazi

Petr a Jan pfichazeji



Poznamenava, Ze prvni fika, Ze pfichazi
Petr nebo Ze pfichazi Jan. To lze vykladat
jako sjednoceni dvou udélosti. Petr nebo
Jan nepfipousti v této vét€ sémanticky
vyklad. Druha véta je zase viceznaéna.
MiiZe vyjadfovat, Ze pfichdzi Petr a Ze
pfichédzi Jan anebo Ze Petr a Jan pfichazeji
spolu. V tomto druhém smyslu a jen v tom
Ize dat sémanticky vyklad vyrazu Petr
a Jan.

Kde se viak pouZiva téchto dvou spojek
v dopliiku, je situace jesté sloZit&jsi. Thom
rozebira tyto Ctyfi véty

Petr je maly nebo inteligentni

Petr je maly a inteligentni

Petrovy vlasy jsou Sedé nebo hnédé

Petrovy vlasy jsou $edé a hnédé
Podle Thoma je druh4 a tfeti véta séman-
ticky pfijatelna a prvni a &étvrta nikoliv.
Duvody pro to rozebira v terminech sé-
mantickych poli. Vyvozuje vylu€ovaci
princip, podle kterého je ze dvou tvrzeni

Aje Xnebo Y

AjeXayY
nejvys jedno sémanticky pfijatelné. Z toho
X nebo Y je pfijatelné, pravé kdyZz X a Y
naleZeji ke stejné sémantické oblasti. Toto
kritérium je velice jemné, obsahuje totiZ
poZadavek, aby X a Y bylo oddé&leno
prahem mezi sousednimi oblastmi morfo-
logického modelu. Mi$eni riiznych séman-
tickych oblasti, fikd Thom, ma své jméno,
fikd se mu Silenstvi. Thom upozoriiuje,
Ze existuje vyjimka z vyludovaciho prin-
cipu, vyjadfuje-li totiZ spojka a prostoro-
vou blizkost, nikoliv logicky prinik.*)
Napfiklad

Tato vlajka je bild a modra.
Je zfejmé, Ze tato véta popird tvrzeni
Tato viajka je bild. Thomiv rozbor zachazi
vSak jesté dale, nemiZeme jej vSak tady

*) Vétu Petrovy vlasy jsou hnédé a sedé lze
také tak vykladat. :

vykladat. Ukazuje nevhodnost a nevystiz-
nost, s jakou elementdrni teorie mnoZin
odréazi tvrzeni obecného jazyka. Napfi-
klad mySleni v analogiich nemiZe byt
pfevedeno na mnoZinové operace, ale
obsahuje pojem pofadajiciho izomorfismu
mezi sémantickymi oblastmi. Thom uza-
vira, Ze doménou boolovského schématu
je univerzalni mnoZina se svymi podmno-
Zinami a inkluzi, tj. Vennovy diagramy.
Matematika potiebuje €, N, U, = a ko-
neéné kvantifikaci — a to je vse.

Chtél bych k Thomov€ zdrcujicimu
rozboru dodat n&kolik slov: Cim miZe
a mélo by byt ospravedinéno zavedeni
teorie mnozZin do elementarnich osnov?
Jisté to neni vSelék na vSechny neduhy
matematické vychovy. Avsak jazyk teorie
mnoZin ma svou ulohu. Chyba je
v mylném domnéni, pro¢ byla teorie mno-
Zin zavedena do osnov. Proto, aby umozni-
la rozhovor o matematice a ne tfeba o fot-
bale nebo jizd€ na kole. Napadny nedosta-
tek staré matematiky zaleZel v tom, Ze
neumoZiiovala rozhovor o matematice.
Déti sice voln€ mluvily o svych réznych
zkusenostech, ale nebyly schopny mluvit
o matematice. Nebyla fe€. Budou-li mit
jazyk, budou ho pouzivat. Avsak jazyk
jesté nenahradi mysleni. Jazyk elementarni
teorie mnoZin nemiZe nahradit ani obec-
nou fe¢ ani matematické mysleni. Nane-
$tésti se péstuje v mnohych osnovach jako
dril zcela podle tradiéniho drilu s algo-
ritmy pfirozenych c&isel. Jiz jsem tento
nedostatek kritizoval v pfedchozi casti
i jinde. Sifeni t&chto nesmysl o tloze
teorie mnoZin zdirazfiuje nutnost poZa-
davku, aby matematice na elementarni
urovni udili lidé, ktefi rozuméji jeji povaze
a smyslu.

Musime kongit, nebot i Dieudonné kon-
& sviyj Clanek. Bez nafku, jako Kline nafi-
ka, Ze se do osnov pletou ucitelé matema-
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tiky. Dieudonné to vita. PiSe: Tak se Ize
nadit, Ze jednou budou dokonéeny rozumné
osnovy matematiky od materské skoly po
vysokou Skolu. Mohli bychom byt hrdi,
kdyby budouci pokoleni povaZovala za
charakteristicky rys sou¢asné matematiky,
Ze se vyznamni tviréi matematici zabyvali
problémy matematického vzdélani a po-
vaZovali takovy zdjem za nedilnou c&ast
své odborné odpové&dnosti. Tak se miiZe
stat, Ze bude do matematické vychovy
pfenesena neobycejné vitalita, jakou jevi
moderni vyzkumné prace. Myslim si, Ze
takovad angaZovanost je nutnou (ne vSak
postadujici) podminkou pro zdravy vyvoj
matematického vzdélani, a doufam, Ze
viely zajem takovych odbornikd, jako je
René Thom a Jean Dieudonné povzbudi
dalsi, aby se zac¢astnili tohoto vzrusujiciho
Zivotaplného dila.

PreloZil Pfremysl Vihan

Argument o uzite¢nosti uiva zafazeného do
osnov nenf patrné rozhodujici. Stdle se v té ¢&i
oné podob€ udrzuje nazor, Ze jednim z ukold
vyudovani je vybér, tj. vymezeni vloh kaZdého
studenta, a jejich maximalni rozvijeni se zvla§tnim
dirazem na nadané studenty. J4 prohlasuji, Ze
je nemoZné zvlddnout tento udkol v rdmci
pfedmétu, ktery nezahrnuje aspoifi nékteré
zbyte¢né a neuzite¢né aspekty. Abychom plné&
posoudili schopnosti studenta, musime ho
vpravit do aktivni role a dovoldvat se jeho vlastni
iniciativy a podnikavosti. Nic z toho nelze do-
sahnout v ramci ,,uzZite¢ného‘‘ studia, kde se
véemu, co je zafazeno pro svou technickou
uZite¢nost, vyucuje dogmaticky a kde se $kolni
excelovani definuje jako pfesné a rychlé repro-
dukovani dané litky. Jedin€ ta témata, kterd
jsou ,,hrou‘, maji vychovnou hodnotu, a ze
vSech takovych her je eukleidovskd geometrie
nejméné zbytednd a nejbohat$f stadlymi odkazy
na intuitivn€ srozumitelné zaklady.

René Thom
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vyucovani

Projekt CSMP*)
Blanka Kussovad

Program zvany Elements of Mathematics
(kratce jen EMP) je druhou ¢&asti vyzkum-
ného projektu CSMP, zabyvajiciho se
modernizaci vyuky matematice na vse-
obecnych stfednich S$kolich v USA. Je
uréen pro nejnadanéj§i studenty sedmych
aZ dvanactych tfid stfedni Skoly, tj. jen
pro 10—15% Zaka téchto tfid. Program
je zajimavy svym naro¢nym obsahem,
zpusobem prace se Zaky i vysokymi cili, jeZ
si klade.

Cile programu lIze formulovat takto:

1. Studenti by se mé&li seznidmit se zklad-
nimi idejemi a metodami prdce v mate-
matice a naucit se efektivné je pouZivat;
méli by si osvojit n€kolik zakladnich
jazykl a systémi matematiky.

2. Studenti by méli byt schopni rozumét
zpuisobiim dokazovdni v matematice, méli
by mit dostatek vlastnich zkuSenosti
s vytvafenim dikazi.

3. Studenti by méli byt obeznameni s axio-
matickou metodou pii vystavbé matema-
tickych teorii; méli by znat, co tato
metoda miiZe poskytovat a v éem spo-
¢éiva jeji omezeni.

4. Studenti by si mé&li osvojit abstrahovdni
jako jednu z dilezZitych metod mate-
matiky, méli by si byt védomi Géinnosti
vhodné zvolené abstrakce a znat fadu
prikladd, kdy byla s uspéchem vyuZita
pfi budovani nové matematické teorie.

*) Prvni ¢&ast tohoto ¢&lanku jsme uvefejnili
v minulém ¢&isle.
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