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Pokroky matematiky, fysiky a astronomie, ročník V, číslo 6 

FYSIKA 

Z Á K O N Y Z A C H O V Á N Í V E F Y S I C E P L A Z M A T U 

J I Ř Í KRACÍK, ČVUT, Praha 

V tomto časopise vyšly před nedávném tři přehledné články 
z magnetohydrodynamiky, speciálni to části fysiky plazmatu*). 
Následujici článek je pokusem o obdobnou stať z fysiky laboratoř-
niho plazmatu. 

Je podáno odvozeni kinetické rovnice z Liouvillova teorému. 
Z této rovnice plynou zákon zachováni náboje, rovnice pro hybnost, 
energii a rotačni hybnost pro určitý druh částic, které s jinými 
částicemi vytvářeji plazma. Použitím rozvoje pro rozdělovači 
funkci je odvozen výraz pro makroskopickou rychlost a jsou 
podrobněji rozebrány jednotlivé členy předcházejících rovnic. 

l.Uvod 

V referativních článcích [6] a [7], uveřejněných v tomto časopise, byl vysvět
len pojem plazmatu a odvozeny některé základní rovnice fysiky plazmatu 
s ohledem na astrofysikální představy. Cílem tohoto referátu je seznámit 
čtenáře s problematikou základních rovnic fysiky plazmatu laboratorního, t j . 
se zákony zachování, ukázat jejich posloupnost, či jak se někdy říká hierar
chii, povšimnout si kolektivního působení, odvození výrazu pro makrosko
pickou rychlost (unášivou) a při malé odchylce stavu plazmatu od statisticky 
rovnovážného stavu rozebrat členy jednotlivých základních rovnic a upozornit 
na jejich spojení (nebo nadřazenost) s rovnicemi hydrodynamiky. 

V článku [7] je plazma definováno. J e vytvářeno různými druhy částic, 
elektricky nabitými či neutrálními a v rozličných kvantových stavech. Na 
tento soubor částic pak působí vnější a vnitřní silová pole, t j . gravitační síly 
a síly elektromagnetického původu. Vedle tepelného neuspořádaného pohybu 
mohou částice vykazovat i pohyb uspořádaný, který se projevuje jako makro
skopické proudění částic. J a k změny neuspořádaného pohybu, tak i uspořá
daného pohybu vedou ke změnám stavu plazmatu a ke změnám tvaru plazma-
tických útvarů. 

Podmínky, za kterých existuje laboratorní plazma, liší se od podmínek, 
za kterých existuje plazma astronomických rozměrů. Laboratorní plazma je 
udržováno prakticky ve všech případech elektrickým proudem. Jde o výboj 
elektřiny v plynu. Přiloženým vnějším elektrickým polem jsou více urychlo
vány lehčí elektricky nabité částice než elektricky nabité těžší částice. Vlivem 
pružných i nepružných vzájemných srážek se částečně mění uspořádaný pohyb 

* ) J . Kleczek, Hydromagnetika v kosmickém měřítku, A. Hruška, Rovnice magnetodynamiky 
plasmatu, E. Chvojková, Hydromagnetické vlny plasmatu, v tomto časopise, V (1960), č. 3 a 5. 
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na pohyb neuspořádaný, t j . zvyšuje se kinetická teplota všech druhů částic, 
lehčích více. Plazma elektrického výboje je pak neisotermické, t j . kinetické 
teploty různých druhů částic jsou různé. Naproti tomu hvězdné plazma se 
nachází ve své většině ve stavu statistické rovnováhy, kinetické teploty všech 
druhů částic jsou stejné. Jde o isotermické plazma. 

Vedle uvedeného rozdílu jde dále o vliv pružných a nepružných vzájemných 
srážek na rozdělovači funkci a t ím i na další tzv. mikrofysikální veličiny, jako 
je koncentrace různých druhů částic a jejich kinetická teplota a o vliv na makro
skopickou rychlost. U astrofysikálního plazmatu, které je zhusta s ohledem 
na vysokou teplotu vytvářeno jen elektrony a protony (binární plyn), pružné 
a nepružné bezprostřední srážky dvou částic (párové srážky) mají malý vliv [7]. 
V laboratorním plazmatu však ano, neboť kupř. nepružnými srážkami elektro
nů s neutrálními částicemi dochází ke vzniku iontového páru, takže t ímto pro
cesem při difusi částic a rekombinaci (sloučení) nabitých částic na stěnách 
výbojového prostoru je udržována rovnováha v jejich počtu. Vedle těchto 
párových srážek pružných, nepružných nebo coulombovských mají i v labo
ratorním plazmatu v mnohých případech značný vliv kolektivní silová pole, 
vytvářená kupř. lokální značnou změnou prostorového náboje nebo makro
skopickým pohybem nabitých částic. Takto vznikající elektrická a magnetická 
pole zpětně plazma ovlivňují [6; 7]. 

Z naznačených rozdílů mezi laboratorním a astrofysikálním plazmatem 
ještě neplyne, že základní rovnice budou podstatně rozdílné. Naopak. Až na 
jiný počet členů, které právě vystihují vliv oněch bezprostředních srážek, 
lze chování laboratorního a astrofysikálního plazmatu vystihnout společnými 
základními vztahy. Počet rovnic uvedených v [7] je pro laboratorní plazma 
často výhodné rozšířit, případně podat jejich odvození s větším počtem členů. 
Pro malou rychlost uspořádaného pohybu lze rozkladem rozdělovači funkce 
dojít k velmi názorným vztahům. 

Chování laboratorního plazmatu lze v podstatě mimo rovnic Maxwello-
vých-Lorentzových popsat čtyřmi základními vztahy. J e to především zákon 
zachování hustoty pravděpodobnosti / t (pro částice i-tého druhu), tzv. kine
tická rovnice Boltzmannova (upravená), zákon zachování počtu částic (nebo 
náboje — rovnice kontinuity), zákon zachování hybnosti (rozšířená Eulerova 
rovnice pro plazma) a zákon zachování energie. Označíme-li vedle /ť pro částice 
t-tého druhu n{ jejich koncentraci (počet částic i-tého druhu v jednotce obje
mu), Ti jejich kinetickou teplotu a u t vektor jejich makroskopické rychlosti, 
potom pro čtyři veličiny fi9 ni9 Ti9 u{ dostáváme čtyři základní rovnice. Všechny 
úvahy lze uvedenými veličinami matematicky vyjádřit. 

2. Zákon zachování hustoty pravděpodobnosti 

Chování soustavy N hmotných bodů vystihuje soustava kanonických 
Hamiltonových rovnic 

flTT rsTJ 

^k==~~W* ; *k==Wk'' k== 1 ' 2 ' - - " * ( 5 ^ 3 i v r ) - í1) 

Zde pk a qk jsou zobecněná hybnost a souřadnice (tečka nad symbolem značí 
úplnou derivaci podle času), H je hamiltonián, s je počet stupňů volnosti. 
Horní zápis platí pro konservativní síly nebo pro síly elektromagnetického 
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původu. Jiné síly se ve fysice plazmatu ani nevyskytují [5]. Každá funkce 
•* (?i> ?2> • • -, qs; Pí, p2, . •., ps, t), která je identicky rovna konstantě, když qk, pk 

(k = 1, 2, ..., s) nahradíme jakýmkoli řešením rovnic (1), sluje prvý integrál 
této soustavy diferenciálních rovnic. Nutná a dostačující podmínka k tomu je, 
aby F = 0. Rozepíšeme-li tento naznačený úkon, dostáváme s použitím (1) 

?L л- v íдF дH дF дH 

дt ži\^Wk ðpлWk 
= o 

nebo zavedením Poissonových závorek konečně 

~ + [F; H] = 0 . (2) 

V posledních dvou rovnicích t je čas. Je třeba mít stále na zřeteli, že jak F, 
tak i H jsou funkcemi qk, pk (k = 1,2,..., s) a t. 

K rovnici (2) lze dojít jinou cestou. J e totiž zřejmé, že rovnice mechaniky (1) 
nejsou při velmi velkém počtu N částic zvládnutelné. Lze však na jejich zá
kladě a při nových představách dojít k takovým zákonitostem, které chování 
velkého makroskopického systému dokáží vystihnout. 

Nechť zkoumaný makroskopický systém N částic má s stupňů volnosti. 
Znamená to, že k jeho určení postačuje qlyq2, --*,qs zobecněných souřadnic 
a px, p2, ...,ps zobecněných hybností v příslušném čase t. Potom stav tako
vého systému je v prostoru o 2 s rozměrech ql9 pl9 q2, p2, ..., qs, ps znázorněn 
jediným bodem. Tento prostor se nazývá fázovým prostorem, onen bod fázo
vým bodem. V průběhu času se mění poloha fázového bodu, který tak opisuje 
fázovou trajektorii, která charakterisuje vývoj makrosystému. 

Předpokládejme, že systém s vnějším okolím nijak nespolupůsobí, že je 
zcela přesně ohraničen a že jsou známy podmínky na jeho okraji. Říkáme, že 
JQ uzavřen. Vydělme z tohoto systému nějakou jeho malou část, tzv. podsystém. 
Tento podsystém již nemůže být uzavřený. Se zbytkem systému dochází 
k vzájemnému ovlivňování. 

Označme element fázového prostoru jako AqAp = H (AqkApk), k = 1,2,. . . 
k 

..., s. Je možné tvrdit, že v průběhu dostatečně dlouhého časového intervalu r 
velmi složitá fázová trajektorie mnohokrát tímto elementem projde. NecM 
At je t a část intervalu r, v průběhu které se zvolený podsystém nachází 
v AqAp. Bude-li r vzrůstat nade všechny meze, poměr Atjr bude se zřejmě 
blížit jisté mezi. Znamená to, že veličina 

w = lim — (3) 
T—i-00 ^ 

představuje pravděpodobnost toho, že při pozorování v libovolném okamžiku 
bude se podsystém nacházet v elementu fázového prostoru AqAp, t j . že bude 
ve zcela určitém stavu. 

Zavedeme-li 
dD = dq dp = II dqk dpk ; £ = 1 , 2 , . . . , * , (4) 

k 

potom pravděpodobnost dw stavů podsystému, zobrazujících se body v tomto 
elementu dí3, bude úměrná s nějakou funkcí, označme ji F, velikosti tohoto 
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elementu, t j . 
dw = ľfai, q2, ..., qs; pъ p2, ..., ps) dü (5) 

Znamená to, že libovolná, kupř. i-tá souřadnice je v mezích qk až qk -f- dqk9. 
libovolná, kupř. Z-tá složka hybnosti je v mezích px až pt -f- dpi. Funkce F 
je funkcí všech souřadnic a hybností a je to vlastně hustota rozdělení pravdě
podobností stavů ve fázovém prostoru. Nazývá se funkcí statistického rozdělení 
či prostě rozdělovači ídvnamickou) funkcí. 

Provedeme-li integraci rovnice (5) přes celý fázový prostor, změní se pravdě
podobnost na jistotu. Normovací podmínka potom je 

JFdQ= 1. (6) 

Mnohdy je výhodnější ztotožnit poslední integrál s počtem částic N9 takže 
rozdělovači funkce F na místo k jedné je normována k N. 

Mějme nějakou funkci u = u(Q). Zde symbolem Q pro jednoduchost 
označujeme souhrn ql9 q2, ..., qs; pl9 p2, ..., ps. Funkce u(Q) nechť má k pod
systému zcela určitý vztah (představuje kupř. okamžitou hodnotu energie 
kterékoli částice atd.) Známe-li rozdělovači funkci, můžeme počítat pravdě
podobnosti rozličných hodnot libovolných fysikálních veličin, závislých 
na stavech zkoumaného podsystému (tj. n a ^ a p ) . Můžeme potom určit i střední 
hodnotu u(Q): 

u = fu(Q)F(Q)dQ9 (7) 
(O) 

(při normování k N dostali bychom na levé straně minulé rovnice Nu). Rov
nice (7) definuje tzv. statistický střed, neboť vynásobením veličiny u veličinouF 
dostaneme hodnotu této veličiny u pro různá g a ^ a integrací přes celý fázový 
prostor její střední hodnotu, která 
podle (3) musí být totožná s vý-

1 T 

rázem u = lim — / u(t) di, což je 
T->CO T 0 

střední hodnota vytvořená časovým 
průměrem. 

Povšimneme si dále nějakého 
podsystému v průběhu Fdlouhého 
časového úseku. Odpovídající rozdě
lovači funkce je F = F(Q, t), neboť 
se může s časem hustota rozložení 
pravděpodobnosti ve fázovém pros
toru měnit. 

Podle obr. 1. vynesená fázová 
trajektorie znázorňuje vývoj pod
systému v dlouhém časovém obdo
bí. Pochopitelně bude fázová trajek
torie procházet těmi místy, kde hus
tota pravděpodobnosti je větší než 
v místech sousedních. Podle obr. 1. 
lze si ale také situaci představit tak, že nakreslené fázové body předsta
vují stavy jednotlivých podsystémů, které lze po krátký časový okamžik 
považovat rozhodně za na sobě nezávislé. Body jsou rozloženy podle 

>Ғ 

Obr. 1. Pohyb fázových bodů podsystémů. 
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F(Q,t) pro daný časový okamžik. J inak řečeno, fázový prostor je vyplněn 
mediem, jehož hustota je dána hustotou pravděpodobnosti F. S postupem 
doby bude se měnit F od místa k místu, medium bude proudit podobně jako 
kapalina nebo plyn v hydrodynamice. Proudění tohoto media rychlostí v 
o hustotě F vystihuje zcela přesně a bez nároků na další popis rovnice konti-

dF 
nuity --—\- V . (Fv) = 0 , čili zákon zachování počtu fázových bodů. 

vX 

Poslední rovnici dlužno vyjádřit přesněji s ohledem na počet rozměrů fázo
vého prostoru. Můžeme psát, že 

dF s 8 

Ale xk je qk a pk, vk pak qk a pk. Tedy 

Použijeme-li k další úpravě rovnic (1), dostáváme snadno 

% + V ( ! _ ! _ _ ! _ | _ U o , i _ l , 2 , . . . , . , . _ _ V , (8) 
™ á K * SpkdqkJ ' v ' 

nebo při použití Poissonových závorek 

~ + [F; H] = 0 . (8') 

Poslední rovnice je matematickým vyjádřením Liouvillova teorému 
o zachování a vývoji rozdělovači funkce. Při porovnání (2) a (8)' je hned patrno, 
že rovnice (8)' splňuje podmínku prvního integrálu rovnic (1) pro funkci F. 
Rovnice (8)' spojuje tak statistické fysikální úvahy s mechanickým determi
nismem. 

Pro zkoumání stavu systému o velkém počtu částic však Liouvillův teorém 
pro určení F poskytuje zrovna tak málo možností, jako kanonické rovnice 
Hamiltonovy. Lze však z něj určitým způsobem dospět k rovnicím pro značně 
jednodušší rozdělovači funkce než je F. Nyní bude Q{ označovat soubor q{f\ 
_?\ q?\ P?\ P?\ Pf\ takže 

3 

dQ{ = II dg^> dp^ . 

Určíme z (8)' na místo F(QX, Q2, . .., QN;t), t j . rozdělovači funkce celého 
systému, funkci f(Qv Q2, ..., Qk;t), t j . rozdělovači (dynamickou) funkci 
zvoleného podsystému o k částicích. Při tom k < N; f lze k F přiřadit touto 
operací: 

f(Qx,Q2,...,Qk;t) = 

= f f ... f F(Ql9Qt,..., QN, t) dQk+1 dQk+2 ...dQN, (9) 
( « * + i ) ( « * + . ) (Ojf) 

k<N . 

Jelikož integrujeme F po všech souřadnicích a hybnostech částice (k + 1) ., 
{k-\-2) ., atd. až iV-té, znamená podle (9) dwk = f(Qv Q2, ..., Qk;t) . 
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. dQx dQ2..., dQk pravděpodobnost toho, že ve zcela určitém časovém oka
mžiku se podsystém o k částicích nachází ve stavu, kdy souřasnice jsou v me
zích qx až qx + dqx, q2 až q2 + dq2, ..., qk až qk + dqk, hybnosti v mezích px až 
Ví + d^x, p2 až p2 + dp2, ...,pk až pk + dpk, a kdy stav zbývající části 
systému o (N — k) částicích je jakýkoliv. Dle (6) je 

/ / . . . / fdQxdQ2...dQk = f ... f ... fFdQ=l, 
(Q,) (Qt) (Qk) (fít) (Qk) (Oy) 

nebo totožno N, t j . celkovému počtu částic systému (nikoli podsystému). 
Operaci (9) uplatníme na (8)' tak, že (8)' násobíme dQk+x dQk+2... dQN 

a integrujeme člen po členu v mezích (Qk+1), (Qk+t)* • • •> (QN)- ^°^e (9) můžeme 
hned psát: 

Ž-f(Qx,Q2,...,Qk;t) + f f ... f [F(QX, Q2, ..., Qk,...,QN; t);H(Qx, Q29 
m (-?* + i)(-?*+.) iOj) 

..., Qk, ..., QN; t)] dQk+x dQk+2...dQN =0. (10) 

Pro hamiltonián H můžeme napsat 

H = f<Hl(Ql;t) + 2 H^QúQ^t). (11) 
1=1 (l^l<i^iv) 

Zde Z7ř jsou příspěvky jednotlivých částí k H od vnějších sil, Hu pak od sil 
vnitřních. 

Dosadíme-li (11) do (10) a označíme-li nyní f(Qx, Q2, ..., Qk; t) = fk, bude 

•|/*(fi„ - 3 2 , . . . , Qk;t)+y f f ...f[F(Qx,Q2,...,Qk,...,QN;t);Hl(Ql;t)]. 
d t ifl(Ok+l)(Ok+t) (Qy) 

dQk+, dQk+2 ...dQN+ 2 / / . . - / mQi, Q» • •., Q*> •. -, ®m t); 
a^l<J<N)(í)k+1)(Qk+t) (QN) 

H(Qi; Q;, t)] dQk+x dQk+2 ...dQN=0, (12) 

* " I BF dH ' 3F 3H\ . . v 7 , x , .. . , , 
neboť [F; H] = 2 2 ( a#> 3^> "" ^ J » á # > ) ' t a k Z G p r ° l °U 6 a S t l C 1 b u d e 

^ IdF dH 8F 3H\ _ x [3F 8 v 

p l a t l t £ \W W ~ W Wř) " i [W>Wř ( l +(ii"r~ 

- ^ i (i/< + ? M = [i"; ̂  + 2 [7; * »]. 
ÓPl ty\ (KišN J (Kí̂ -V) 

Jelikož však všech částic je N, musí být sumace posledního výrazu rozšířena 
na l = 1 až N a 1 ^ l < 7 ^ N, t j . 

[7; # ] = Ž [7; #1] + 2 iF; Hl3] , (13) 
l « l <l̂ KJ_g-V) 

čímž je správnost (12) potvrzena. 

Integrální člen v této rovnici (12) rozložíme takto: 

% +1 I ••• / [F;H{\ dQk+1 ... dQN + í / ... / [F;Htl 
Ct l.= l (fl t + 1) (QS) l-k+1 (fl i + 1) (Qj!) 
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dQk+1..>dQN+ 2 / ..• / [F;Hlj]dQk+l...dQN+ 2 / .-• / 
(ll=ř<i<fc) (Qk+Í) (Q#) ř = l (Qk+l) (Qjf) 

j^k+1 

[F;Hli]dQk+1...dQN + 2 / ... / [F;Hu]dQk+1...dQN = 0. 
(fc + l f S K i á i ř ) ( O t + 1 ) (Qy) 

(14) 

Lze snadno dojít k tomu, že všechny cleny v rovnici (14) tvaru 2 / • • • 
I = fc+1 (Qk+1) 

... f [F;Hl]dQk+1...dQN=0&rovnéži 2 / ••• / ^ Hu\ • 
(-?*) ( fc+i<ř<ig .y ) («*+i) ( # * ) 

. , d f l f t + l - - - d . O j V = 0 -
Rovnice (14) nabývá tak tvaru: 

dt 
дҺ + I f ... f[F;Hł]dQk+1...dQN+ 2 / . . . / [ * ' ; Я u ]dß f c + 1 X 

1 = 1 (O i + 1 ) (Qy) ( l á ! < i á * ) (O i + 1 ) (fl>> 

X dQk+2... dQN + '""j* f ... f [F;ff „]d£,+1 ...áQ„=0. 
l = l;j = k + l (Ojfc+i) (&N) 

Druhý a třetí clen poslední rovnice lze ještě upravit: 

2 / ... / [F;Ht]dQk+1...dQN+ 2 f...f[F;Hu]dQk+1...dQN = 
1=1 {o

J
t+1) (OX) ( l á ! < Í S * ) ( O l + 1 ) ( ú ď ) 

2 [( / ... fFdQk+1...dQN);Hl]+ 2 [(/•••/ F d ^ + i - d . O w ) ; 
í = i (O i + 1 ) (O*) (iSí-ciá*) <o l + 1 ) <oď) 

A; k 

Hli] = 2[fk;Hl]+ 2 [/*; ff./J = [/*; ( 2 I I Í + 2 Hti)]. 
1=1 ( l < I < ^ f c ) 1=1 ( l<ř<i<fc) 

Poslední úprava byla možná, neboť Hx není závislé na Qk+X, ..., QN a Ffři není 
fc 

funkcí í-?fc+i> •••> &N- Zavedeme-li analogicky podle (11) výraz H(fc) = 2 Hi + 
i = i 

+ 2 #ř» b u d e u ž 

(i<ř</<fc) 

^ + [/,; H(fc)] = 2 2 / / • • • / [&iň F] dQk+1 dQk+2 ... dQN . (15) 
1 I-=l í = fc+l («*+i) (-?*+2) (0-V) 

Tato poslední rovnice je fundamentální rovnicí kinetických úvah. Levá 
strana vystihuje časovou změnu rozdělovači funkce fk a prostorovou změnu fk 

vlivem vnějších a vnitřních sil, které na systém a v systému o k částicích 
působí. Levá strana rovnice tedy pozůstává pouze z veličin, charakterisujících 
kvasiuzavřený podsystém o k částicích. Pravá strana rovnice (15) pak vysti
huje vzájemné ovlivňování podsystému o k částicích a zbytku systému 
o (N —- k) částicích. Tento člen, jelikož obsahuje neznámou a prakticky neurči-
telnou funkci F, je zdrojem všech dalších obtíží a jeho vliv na fk lze určit jen 
přibližně [1, 3, 4, 5]. 
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Velmi důležitá a pro fysiku plazmatu nepostradatelná je rovnice (15) pro 
k = 1. Označíme-li /i prostě jako /, bude 

% + r / ; = I I ( l ) ] 2 / f...f[HXi;F]dQ,dQs...dQN. (16) 

Zde H^ = Hx, neboť 2 H o P r ° & = l d á v á #u = °- P ř i tom [/; H12] = 
(i^i<i^fc) 

= Jx [ w ) ^ ~ ~ ~S* I F ) • °značíme-ii pr° j e d n o d u c h ° s t 

f l l l = í / /•'• /E!ffii;Jldfl1d!2,...d£řJV> (17) 
L " J i-2 (O,) (O.) (A*) 

Tato rovnice je shodná s rovnicí (29) z článku [7]. J e to tedy už kinetická 
rovnice Boltzmannova (upravená). Bylo ji tedy možné odvodit zcela neformál
ním způsobem na základě úvah analytické mechaniky a LiouvilJova teorému. 
Při tom srážkový clen [df/ót] vystihuje jak pružné, tak i nepružné srážky [3, 4, 5], 
Vliv celých komplexů částic, t j . kolektivní působení změnou prostorového 
náboje a makroskopickým pohybem, na uvažovanou partikuli je zahrnut 
pomocí Maxwellových-Lorentzových rovnic do hamiltoniánu Hx. 

Nelze na tomto místě opomenout případ k = 2 a fk = /2. Rovnice (15) 
poskytuje 

^ 2 + [ / 2 ; = H ^ ] Í 2 / f...f[Hsl;F]áQzáQé...áQN9 ot l==i j = z (fl,) ( 0 4 ) (ay) 

při tom H(2) = H! + Fř2 + H12. Funkce /2 nazývá se korelační funkcí a určuje 
vlastně pravděpodobnost stavu jedné částice při zadaném stavu částice druhé. 

3. Rovnice kontinuity a zákon zachování hybnosti 

Obě rovnice jsou odvozeny v článku [7], zde bude učiněno jen několik pozná
mek. Rozdělovači funkce / je závislá podle (9) na polohovém vektoru r, oka
mžité rychlosti c částice a na čase t. Potom lze element dí2 ( = dQx) psát jako 
součin elementu konfiguračního prostoru dK a elementu rychlostního prostoru 
dC [7], neboť d£2 = dxx dx2 dx3 dcx dc2 dc3 = dX dC, kde jednotlivé osy 
kartézského souřadnicového systému jsou 1, 2, 3. V dalším případě je výhod
nější normovat rozdělovači funkci / k počtu částic. Jelikož pravděpodobnost 
výskytu částic s rychlostmi rostoucími nade všechny meze je nulová, musí 
být [7] lim / = 0. Nyní již 

G-*+eo 

n(r,t)= ff(r,c,t)dC. (18) 
(0) 

Zde n(r, ť) je počet částic v mezích r a r + dr vztažený na jednotku objemu, 
neboť integrací rozdělovači funkce přes všechny možné hodnoty rychlostí, 
t j . přes obor (C), nebude n již na rychlosti závislé; n je koncentrace částic. 
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Provedeme-li integraci posledního výrazu přes všechny hodnoty (X) konfi
guračního prostoru, sčítáme tím vlastně jednotlivá n v celém prostoru, ťakže 
výsledkem je celkový počet částic N systému, t j . 

N(t) = fn(r,t)dX = f ffdCdX = ffdQ. (19) 
(X) (X) (C) (Q) 

Tyto poznatky budou uplatněny dále. 
J a k již bylo řečeno v úvodu, plazma pozůstává z různých druhů částic. 

Přisoudíme všem veličinám jednoho druhu částic společný index i. Budeme 
hovořit o částicích i-tého druhu. Kinetickou rovnici (16)' můžeme s použitím 
(1) přepsat do přehlednějšího tvaru 

l + c . V ^ + ^ . V ^ / ^ ^ ] , (20) 

kde F je působící síla , rar hmota částice i-tého druhu, V(X> je gradient v obyčej
ném, V(C) v rychlostním prostoru [7]. 

Podle (7) a (18) je 

uť = l fcfidC (21) 
^ i (C) 

makroskopická rychlost částic i-tého druhu. Okamžitou rychlost c částice 
si lze vždy představit jako vektorový součet unášivé rychlosti új a okamžité 
rychlosti v tepelného neuspořádaného pohybu. Kdyby totiž plyn, pozůstávající 
z částic i-tého druhu, byl ve statisticky rovnovážném stavu, kdy ú ť = 0, bude 
c = v, t j . rozdělení rychlostí kolem počátku rychlostního prostoru bude zcela 
souměrné. Za c lze tedy dosazovat [5] 

c = Ui + v . (22) 
J a k je uvedeno v [7], rovnici kontinuity pro částice i-tého druhu dostaneme 

z kinetické rovnice vynásobením dC a integrací přes (C); jde o operaci (18). 
Jelikož v laboratorním plazmatu nelze uvažovat jen pružné srážky, bude 

= JІ — БІ , 

takže rovnice kontinuity má oproti [7] vzhled 
dnj 

dt 

m*°= 
í oproti [7] vz 

+ V ( x ) . (n^) = Ji- Ri . (23) 

Zde Ji je počet částic i-tého druhu vznikajících za jednotku doby v jednotce 
objemu (třeba ionisací), R{ je pak počet částic i-tého druhu, které v jednotce 
objemu a za jednotku doby zanikají (rekombinací). 

Operace (21) vede k zákonu zachování hybnosti. Vynásobíme-li totiž kine
tickou rovnici (20) c d C a integrujeme člen po členu přes všechny hodnoty (C), 
bude výsledek shodný (až na jiné označení) s rovnicí (40) z článku [7], t j . 

í Í*°«í- (*WV) + ». / \^f\y dC. (24) 

Jelikož Si = m^i (hustota), je rozměr každého členu (g cmsec_ 1/cm3sec). 
Rovnice (24) určuje tedy změnu hybnosti částic i-tého druhu v plazmatu za 

dU; ¥ 

CLÍ 0 = 1 a, 
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jednotku doby a v jednotce objemu, nebo změnu hustoty hybnosti. Druhý 
člen na pravé straně rovnice (24) je prostorová změna tensoru tlaku (e£ je 
jednotkový vektor ve směru osy ac), poslední člen udává vlastně hybnost 
předanou při sázkách částicemi i-tého druhu částicím druhů ostatních (strho
vání částic). S ohledem na vnitřní síly (elektromagnetické od prostorových, 
nábojů a makroskopických proudů) je výhodné psát i Fť, t j . střední hodnota 
síly působící na částice i-tého druhu, nikoli jen F [5]. 

4. Zákon zachování energie a rotační hybnosti; souhrn 

Na rozdíl od magnethydrodynamických aplikací rovnic (23) a (24) pra 
zkoumání laboratorního plazmatu je mnohdy nevyhnutelné řešit energetické 
poměry. J e tedy třeba znát rovnici energetické rovnováhy, nebo přesně řečena 
tvar zákona zachování energie v plazmatu a jeho exaktní odvození. Lze to 
udělat takto [3, 5]: Vyšetříme, čemu se bude rovnat výraz, který získáme 
z kinetické rovnice vynásobením c2 dO a integrací člen po členu přes celý obor 
(C). Z (20) je 

/c* ^ dO + /c« (c. V(x)/t.) dO + i - fc\Fi . V(c)/ť) dO = /c» [ % 1 dO . (25) 
(c) Ót (o) Mi (C) (c) L Ót J 
Rozebereme nyní tuto rovnici člen po členu. 

První člen: /c- % d o = i /e»/. d o = i (n4«J) + | (n~). 
(c) ct Ot (c) vt v* 

Druhý člen: /e«(c . V ( x )/ ť) d o = ~ 2 ~Ěr f&fifi á C = «? tVco • (»*«•«)] + 
(C) « = 1 /3 = 1 C ^ (0) 

+ «,((>,.. V ( x )) «} + «* [V^.^iJ,.)] + (ntůt.).V(x)í;f +V ( x ) . {n i [2 i i < .» < + v?)v,]}. 

Třetí člen: -L / c^F,.. V(c)/t) d o = - A n , ^ . uř - A nť(F^v7) . 
m r (Cr) m ť m ř 

J e možné podrobnějším zkoumáním sil kolektivního působení dojít k t o m u 
[5], že v poslední rovnici člen (Fť . vť) = 0. J e to způsobeno tím, že složka síly F t, 
odpovídající kolektivnímu působení, je sama statistickým středem a jelikož. 
fvdC = 0z důvodů symetrického rozložení v kolem středu rychlostní h a 

(O) 

prostoru, bude i celý výraz (F ť . vt) nulový. 
Poslední člen rovnice (25) s ohledem na rovnici (23) je roven: 

i" [&] d 0 - n [f ] *> + se. ,/ , [|] aC +</ , [|] dC _ 

-"! <•''-*'' + 2 5 - i ' [ t ] d c + ( ! « ' , [ f ] d c -
Dosadíme-li nyní poslední čtyři výrazy do (25), dostáváme po menší úpravě 

rovnici 

W< VlC + ( í ť • V ( x ) ) "1 - ^ ř« • U] + "i* fe + V(x, • (n,-?,) - J, + iž.l + 
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+ n{ [-g +(V(x)vj) . uť] + t? [ ^ + V(x). <>,*,)] = (26) 

= - V(x). { -.,[(20..*,+^]} + 2uť . / v [Ó |]dc + / t>- [^] do . 

Člen s u\ v lomené závorce je podle (23) roven nule. Člen u v\ v lomené závor

ce je roven levé straně rovnice (23). Je tedy možné za něj dosadit / I - ^ I dC. 
(<7) | ot J 

Dále platí 

!§ + <»,v,M„^s, a + ^ ^ . f . 
Zavedeme ještě označení (použitelné i pro rovnici (24)) 

( / v [ ^ ] d c = ^ - P ť ; n ť [(2u ;. v( + »}) v,] = <Ž>ť. (27) 

Upravíme-li podle posledního rovnici (26) s použitím «sť = ra^-, bude už 
následující rovnice vyjadřovat zákon zachování energie částic i-tého druhu: 

dú2 dv2 — r r^/ ,1 
* ' ~ t i + S i ^ = 2 n < F ' ' St + 2 ? i ' "i-MiVm-Qi+ni f ^ ~ *S) [~OT\ d C • 

(28) 

V poslední rovnici každý ze členů má rozměr (g cm2/cm3 sec3) = (g cm2sec~2/ 
/cm3sec) = (erg/cm3sec). (28) je tedy rovnice, která vystihuje změnu energie 
plynu pozůstávajícího z částic i-tého druhu v jednotce objemu a za jednotku 
•doby. J inak řečeno, popisuje změnu hustoty energie částic i-tého druhu za, 
jednotku doby. Jde o energetickou bilanci, neboť levá strana poslední rovnice 
udává úplnou časovou změnu čtverce unášivé rychlosti a úplnou časovou 
změnu čtverce rychlosti neuspořádaného pohybu, pravá strana pak je tvořena 
členy, které tuto celkovou časovou změnu vyvolávají. J e to pochopitelné. 
Ke změně hustoty energie může dojít buď změnou kinetické energie uspořáda
ného pohybu částic, nebo změnou kinetické teploty plynu, t j . změnou čtverce 
rychlosti neuspořádaného pohybu [3, 4, 5]. Jde o změnu v závislosti na čase 
a na prostorových souřadnicích. To právě levá strana poslední rovnice vysti
huje. První člen na pravé straně pak ukazuje na první příčinu této změny 
hustoty energie za jednotku doby. Je to totiž výkon, který je přiveden (nebo 
odveden) jednotce objemu silami, které udržují unášivý pohyb. U plazmatu 
může jít o síly gravitační a o síly elektromagnetického původu. Kupř. vnějším 
elektrickým polem je vytvářen elektrický proud, tedy usměrněný pohyb nabi
tých částic, mezihvězdným gravitačním polem jsou urychlována oblaka plaz
matu atd. Působí-li tyto síly na rychlost neuspořádaného pohybu, plazma je 
vyhříváno. Druhý člen na pravé straně rovnice (28) znamená v podstatě 
výkon přenesený částicemi i-tého druhu v jednotce objemu unášivou rychlostí 
na částice druhů ostatních nebo obráceně, a to srážkami všech druhů. Vzniká 
t ím buď uspořádaný pohyb — strhování částic jednoho druhu proudem částic 
jiného druhu, nebo je plazma vyhříváno. Mnohdy proud částic, který vniká 
do plazmatu, vyvolává ustálené oscilace plazmatu na velmi vysokých kmito-
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čtech. Třetí člen na pravé straně rovnice (28), jak uvidíme dále, udává ohřev 
nebo ochlazení, které je způsobeno kompresí nebo expansí plynu tvořeného 
částicemi i-tého druhu. Konečně čtvrtý člen rovnice (28) určuje zisk či ztrátu 
hustoty energie za jednotku doby způsobenou srážkami všech druhů mezi 
částicemi i-tého druhu a ostatními, které plazma vyhřívají nebo ochlazují. 
Kupí . pružné srážky elektronů s neutrálními částicemi vyhřívají neutrální 
plyn. 

Rovnice (28) je rovnicí energetické bilance jen částic i-tého druhu. Pro celko
vou hustotu energie plazmatu je nutné znát rovnice energetických bilancí 
částic všech druhů, které plazma vytvářejí a hustotu energie elektromagnetic
kého pole. Při znalosti excitačních poměrů a hraničních podmínek čtvrtý člen 
n a pravé straně rovnice (28) udává pak i energetické ztráty zářením. 

V minulých odstavcích jsme došli k tomu, že operace typu / c<n> ft dC vedly 
h» «>) 

postupně na rovnice 
n = 0 ... rovnice kontinuity , 

/(c) n fi dC -> ^- n = 1 . . . zákon zachování hybnosti i (29) 
(0 ) n = 2 ... z á k o n z a c h o v á n í energie , 

Vyšší mocniny n nevedou k rovnicím dobré fysikální interpretace a není třeba 
jich používat. 

Podle rovnosti (29) je zřejmé, že integrace se vůbec nevztahuje na prostor 
plazmatem zaplněný. Jistě má tedy smysl otázka, zda-li lze najít operaci 
obdobnou k (29), kde by se integrace přes prostorové uspořádání plazmatu 
vyskytovala a kde by se při tom docházelo k fysikálně snadno interpretovatel-
ným výsledkům. 

Normalisačním vztahem (18) bylo možné z rozdělovači funkce získat kon
centraci částic, normalisačním vztahem (19) pak bylo možné dostat celkový 
počet částic i-tého druhu, které v plazmatickém oblaku jsou. Na základě (19) 
získáme další zákony zachování [8, 5]. 

Celková hmota částic i-tého druhu je M{ = mťiVť. Známe-li ale celkovou 
hmotu a hustotu hmoty jako funkci polohy, můžeme snadno stanovit polohu 
těžiště. Bude-li totiž r* polohový vektor těžiště ve zvoleném souřadnicovém 
systému, bude M{rf moment těžiště k počátku těchto souřadnic, který dle 
(19) je možné psát: 

M,r* = nti f ntr dX => r* = i - / /,r dQ . (30) 
W ^ i (O) 

Derivace r* podle času udává rychlost, s jakou se bude těžiště oblaku částic 
i-tého druhu pohybovat. Při tom v (30) se vyskytuje součin rozdělovači funkce 
fi a polohového vektoru. Násobme tedy kinetickou rovnici (20) r dQ a inte
grujme přes (Q)\ úpravou pomocí (30) a opětným seřazením dostaneme 

- £ - 1 (J-V?)* + / [VU) • (%«.)] r dX = / (Jť - B<) r dX . (31) 
Wi Ot (Z) (X) 

To je však rovnice kontinuity násobená r dX a integrovaná člen po členu. 
J e to rovnice pohybu těžiště částic i-tého druhu. Pro různé tvary oblaku lze 
provést její konkrétnější integraci. 

Vybereme-li ze systému N{ bodů fc-tý, bude jeho rotační hybnost dána výra
zem mk(rk x ck). Podle dřívějšího pak rotační hybnost celého oblaku částic 
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t-tého druhu k počátku souřadnic konfiguračního prostoru je 

mi / ( r X c) /, d o = m ť / ( r x uť) /; dQ + mi / ( r X v) /, dQ = /s,(r X u.) dX . 
( O ) ( O ) (<?) ( X ) 

(32) 

Vynásobíme-li (r x c) d Í2 kinetickou rovnici a integrujeme-li přes celý obor (Q)T 

dostáváme už zákon zachování rotační hybnosti: 

/ % (r X c) dQ + / (c . V(x)fi)(r Xc)dQ+± / (F, . V(c)/ť)(r x c) d-Q = 
(O) oř (O) m ť (a) 

(r x c) d.G . = / щ 
(á)L«5íJ První člen dává 

- / / > X c d i 3 = - - / n , r X í , dK = — - /*<r X u . d l . 
Ot ( f l ) čtf ( X ) W £ Ót ( jf) 

Bylo by možné pokračovat takto dále. Je však zřejmé, že integrací přes 
obor (C) získáme rovnici zachování hybnosti, takže 

fSir X ^ dX = fnj x r V d X - ^ ž / r X e S - J L { s ^ ) dX + 
(x) ar (x) a p (x) vxp 

+ frx~PidX (33) 

je zákon zachování rotační hybnosti. 
J a k tedy vyplývá z předcházejícího, základní zákony zachování plynou 

z Liouvillova teorému. Nejprve dostaneme kinetickou rovnici jakožto zákon 
zachování hustoty pravděpodobnosti ve fázovém prostoru. Z ní pak operacemi 
/(c) w fi dC plynou pro různá n další rovnice, další zákony zachování, popisující 

(°) 
stav plazmatu. Při operaci J f{r dQ plyne z kinetické rovnice vztah pro pohyb 

těžiště, při operaci J / ťr x c dQ pak zákon zachování rotační hybnosti. T y 
(0) 

vystihují chování celého plazmatického oblaku. Bylo by možné použít i vyš
ších mocnin r. Kupř. pro fr2f{ dQ plyne výraz pro moment setrvačnosti atd. 

Nebo při použití určitých diferenciálních operací na kinetickou rovnici vyplý
valy by opět další rovnice, blíže určující stav plaumatu. V podstatě však uve
dené rovnice vyhovují praktickým požadavkům na možnost výpočtu stavu 
laboratorního plazmatu. 

J e tedy zřejmé, že kinetická rovnice (20) je základním zákonem ve fysice 
plazmatu. Všem ostatním rovnicím je nadřazena. Je možné tyto rovnice z ní 
odvodit. 

5. Makroskopická rychlost 

Při určitých předpokladech lze makroskopickou (unášivou) rychlost ú t 

částic i-tého druhu stanovit poněkud bezprostředněji, než je tomu v rovnici 
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(24). Nejprve je ale třeba říci pár slov ke srážkovému členu I -r̂ -J Budeme-li 

brát v úvahu pouze párové pružné srážky, lze dojít k výrazu [1, 3, 4, 5] 

f % 1 =1 í í (/,'/„ - Uh) °iÁcr\ ů) cr; cos ů dco dC" . 
L dt J * «f ) <«) 

fc=-i, ... (34), 

__.de /J je rozdělovači funkce částic i-tého druhu před srážkou, f{ po srážce, 
fk a fk totéž pro částice k-tého druhu, aik je tzv. srážkový průřez, cr je relativní 
rychlost obou interagujících částic, co je prostorový úhel, # pak azimutální 
úhel srážky. Nachází-li se plyn, pozůstávající z částic i-tého druhu, v klidu, 
nebude rozdělovači funkce /t záviset ani na čase, ani na prostorových souřadni
cích. Na tento plyn nebude působit také žádná síla. Potom je ale levá strana 
kinetické rovnice (20) nulová. Aby byla nulová i pravá strana této rovnice, 
t j . aby byl nulový výraz (34), musí být integrand tohoto výrazu roven nule . . 
Jelikož ani aik, ani cr identicky nulové být nemůže, musí pro plyn ve statisticky 
rovnovážném stavu být splněno f'tf'k — fifk = 0. Z této funkcionální rovnice 
je možné dojít k rozdělovači funkci fi9 která bude vystihovat tuto statistickou 
rovnováhu. J d e o Maxwellovu rozdělovači funkci [7]. Při statisticky rovno
vážném stavu jde o isotermické plazma. 

Laboratorní plazma ve velkém počtu praktických případů se nachází ve 
stavu, který je statistické rovnováze blízký. Liší -li se tento stav s nějakým 
malým parametrem <x od rovnovážného stavu, lze rozdělovači funkci /ť částic 
i-tého druhu podle E n s k o g a rozvinout v řadu rozdělovačích funkcí, kde koefi
cienty členů jsou mocniny tohoto malého parametru, ftada má tvar /ť = 
= /<0) + * / i 1 ) + * 2/i 2 ) + •-.. Zde / f je základní rozdělovači funkce, vysti
hující statisticky rovnovážný stav a má zpravidla vždy vzhled Maxwellovy 
rozdělovači funkce. J e to tedy z hlediska rychlostního prostoru symetrická 
složka /v. Funkce /J1* a vyšší jsou pak nesymetrické složky rozdělovači funkce fi9 

vystihují odchylku od rovnovážného stavu. C h a p m a n dokázal, že poslední 
ř a d a není dobře pro nabité částice v elektrickém poli konvergentní. J e pak 
lépe rozvinout /t do řady sférických funkcí v rychlostním prostoru. Rada s prv
ními dvěma nejdůležitějšími členy má pak tvar 

c f(1) 

/.(/, e, í) =/.°> + ^ - - + . . . (35) 
c 

Při této substituci je možné vyjádřit srážkový člen I - ^ I diferenciálním 

zápisem [3, 5] 

r^/il ___ 1 1 /*_._*!__ f_L_ -4- ?_-_-_ A __ L______. mi<n* m ) 

[ dt J ~~ v2 dt\ mk li dv m ^ u J At ' n t < n f c , y ' 

2.{ je volná dráha částice i-tého druhu. 
Ofcě omezení pro hmoty a koncentrace zjednodušují odvození srážkového 

členu. V posledním výrazu je k Boltzmannova konstanta, Tk je kinetická 
teplota částic i-tého druhu. Pro tento druh částic je předpokládáno Maxwel-
lovo rozdělení rychlostí, pro jednodušší vyjádření aik je předpokládán zane-
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dbatelný poměr (mjm^.) proti jedné. Jelikož bereme do počtu srážek jen pružné 
srážky mezi částicemi i-tého a k-tého druhu, nikoli vzájemné pružné srážky 
částic i-tého druhu, musí být pro oprávněnost této představy mnohem menší 
koncentrace částic i-tého druhu, než je koncentrace částic k-tého druhu. 

Vzorec (36) s uvedenými před
poklady velmi dobře vyhovuje po
měrům v plazmatu elektrických 
výbojů. Tam hlavními nosiči prou
du jsou elektrony. Koncentrace 
elektronů je zpravidla mnohem 
menší, než je koncentrace neutrál
ních částic, hmota elektronu je 
mnohem menší, než hmota této-
částice. 

Obrátíme nyní pozornost na 
vzorec (35). Podle obr. 2. zřejmě 
platí, že 

v± Q v2 

— = cos &',-=• = 
v v 

= cos (90 — ů) cos (90 — (p) = 
= sin ů sin (p ; (37) 

Obr. 2. Poměry v rychlostním prostoru rychlostí v. # 

dco = sin ů důd(p -, dvx dv2 dv3 = v2 dv da> . 

cos (90 — ïï) cos (p = 

= sin ů cos (p ; 

Potom ovšem 

a při i (j, k) = 1, 2, 3 

/dco 
(ш) 

4гe (38) 

(39) 

= 0 pro q = r = 0, p = 1, 
/ 4TI 

//= -g- pro q = r = 0, p = 2, 

í(vf Ul \v) d(O=^:=0V™r = 0,p = q = l,i±j, 
(í)

 V ' V ' V ' \ ^ = 0 p r o ? = r = 0,p = 3, 
\ = 0 pro r = 0, p = 2, q = 1, i + j , 

= 0 pro p = q = r=l,i=tj=£k. 

Podle vzorce (21) s použitím rozvoje (3.r.) určíme makroskopickou rychlost 
částic i-tého druhu. Odchylku od rovnovážného stavu vlivem uspořádaného 
proudění vystihuje funkce /<->. Můžeme tedy dle (21), (35), (37) a (39) psát, že 

úi = - / fvUv* dv dco = i / f 2e2 *>.(/?> + 7 2 * V $ ) v* &> dco = 
*» (V) (ťt>) ПІ (V) (o>) 

O lli o 
(40) 
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Makroskopická rychlost ú t je tedy závislá jenom na f̂ 1). K dalšímu jejímu 
vyjádření musíme znát blíže tuto část rozdělovači funkce. Určíme ji z kinetické 
rovnice (20), do které jednak dosadíme za srážkový člen z výrazu (36), jednak 
rozvedeme f{ podle (35). Budeme pro další odvození předpokládat, že na elek
tricky nabité částice i-tého druhu působí jen síly elektromagnetického původu^ 
dané intensitou elektrického pole £ a magnetickou indukcí B. Kinetická rovnice 
bude mít nyní tvar (jednotky CGSE): 

d / ^ ^ 
— f/(-0) + dt \U . ^ 

f? 

+ 

:) +^v(x)//r + — 

_/_>\ _ _ __ / _ _ _ 
v J v2 8v\mk Át 

(1) q 
m 

E + — (v x 

дf__ 
дv + 

d 
_ _ _ * ,<0>\ _ 

mkkt

U / 

»>] '<•> 

_ _ _ (41> 

Zde c/t- je elektrický náboj částice i-tého druhu, c0 je rychlost světla. 
Rovnici (41) vynásobíme nejprve dco a budeme integrovat přes všechny 

možné směry rychlosti v. Potom budeme rovnici (41) násobit v dco a opět j i 
budeme integrovat člen po členu přes celé (co). Dostaneme tak pro dvě neznámé 
funkce /J0) a fj1} dvě rovnice. Podrobné provedení těchto dvou nikoli obtížných, 
úkonů je kupř. v [5]. Výsledkem jsou rovnice: 

_ _ 
вt 

, _ v _ _ 
"•" 3 Z* 8za 

+ 3 mt vг 2 л « Bv ( 1,ctì v2 

iv*kTk e/y> 

+ 

+ 
mjV* 

mgki ñ 
) • • 

_ _ 
8t 

+ v_ _I 
(0) 

+ _ i 
røí 

_ _ 
Єг> + røťc0 

( ß x f a > ) _ _ _ l f< '(1) 

(42> 

Z těchto rovnic je možné stanovit /^0) a fJX). Nejsou-li rozdělovači funkce 
závislé ani na čase, ani na prostorových souřadnicích a je-li B nulové, zmizí 
z (42) členy s derivací podle t, xa a člen s B, takže po menší úpravě dostáváme 
přímo pro elektrony (e0 je náboj elektronů, index e je pro elektrony, index q 
pro neutrální částice): 

±J_ÍA l^YEn vW+^W+!!_£ , J __ 0-
v* dv\3 \me)

 e dv ^ mgXe
 rov ^ mgle

 le j 

Poslední rovnice musí platit pro všechna vf tedy i pro v-= 0 a Í;-> oo. P a k 
musí být člen ve svorce rovný nule. Lze potom snadno určit fm. Budeme-li 
ještě předpokládat, že 

* e — — > 
Ve 

kde ve je tzv. srážková frekvence elektronu, bude 

fm = konst . exp 
2kTg +^rng 

l_e_E\ 
\™>eVe) 

(43> 

(44> 

to je ale Maxwellova rozdělovači funkce. Neutrální částice mají teplotu Tg. 
Elektrické pole, které působí jenom na nabité elektrony, zvyšuje jejich kině-
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tickou teplotu. Jmenovatel exponentu vzorce (44) je totiž možné upravit: 

\mevej 
Te = Tg + ^[^r\, (45) 

tedy Te > Tg9 jak bylo dlužno očekávat. 
Obrátíme nyní svou pozornost k určení funkce fe

1}. Budeme zatím i nadále 
předpokládat, že fi = 0, že f{0) a f{

e
X) nejsou na čase a na prostorových souřadni

cích závislé a že platí (43). Potom druhá rovnice (42) poskytuje přímo výraz 
P r o řg1>> který po dosazení do (40) dává: 

u . - - - ^ - E , (46) 
meve 

což je Langevinův výraz pro unášivou rychlost elektronů. 
Určíme nyní ze druhé rovnice (42) f{

e
X) (a tím vlastně ue) jen s jediným ome

zením — rozdělovači funkce nechť není závislá na čase. Po menší úpravě plyne 

(0) fd) _ вo _ (D-w f ш \ _ ___ __. c a / ľ _ ; V £ / _ 
U mxa v ( ° X h ] " me v Ł дv Áe Ž дx„ 

,o 

Nejprve budeme tuto rovnici násobit zprava vektorově B, pak znova tutéž 
rovnici skalárně B. Z takto vzniklých rovnic dojdeme delší úpravou ke koneč
nému názornému výsledku: 

c l e«Xe (£ X B) + ( - - - V (E.B)B 
\c0 mev) 

fa, = £<A Ş Г c o w « p 

i + /l _ M2 

T £ T e o _ i ? o M y _ e „ x B \ + /I _\*/? _ ; B \-

1 + \c0 mev ] 

(47) 

Tato rovnice určuje vlastně unášivou rychlost elektronů úe jako funkci 
f(0), E a B. Z rovnice (47) je zřejmé, že existují dva významné uspořádané prou
dy elektronů (a vůbec všech nabitých částic v plazmatu), z nichž každý má 
tři složky. První uspořádaný proud je způsoben elektrickým polem o intensitě E. 
Neexistuje-li elektrické pole, neexistuje ani tento proud. Druhý proud je způso
ben prostorovou změnou symetrické části rozdělovači funkce f{0). Jelikož f{0) 

závisí obecně na koncentraci elektronů ne a kinetické teplotě elektronů Tef 

je tento druhý proud proudem difusním, ať už způsobeným prostorovou změ
nou koncentrace částic nebo prostorovou změnou kinetické teploty. Na oba 
tyto proudy působí pak magnetické pole. První složka obou proudů není na 
magnetickém poli závislá. Elektrony proudí účinkem pole nebo difusí nezá
visle na směru B, jenom rychlost je zmenšena členem s B ve jmenovateli. 
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Druhá složka obou proudů je kolmá na složku minulou a na směr vektoru 
magnetické indukce B. Dává vznikat Hallovu napětí v plynném plazmatu. 
Třetí složka obou.proudů má směr 8. Tyto tři složky unášivé rychlosti zapří
čiňují různé pozoruhodné jevy (magnetohydrodynamické), např. stahování 
elektrického výboje k ose trubice, vznik víření, vln atd. 

6. Bližší určení některých ělenů základních rovnic 

Vyjdeme z rovnice zachování hybnosti (24). Všimneme si jednotlivých členů. 
Pro jednoduchost ze členu nt- Fř budeme uvažovat jen výraz, vyjadřující půso
bení vnějšího gravitačního pole, t j . 

niFi = — s/v>0 , (48) 
kde 9?0 je gravitační potenciál. 

Přejdeme na tensor tlaku 22 e2(5i va#/?)- Jeho složka je (SiVavfi). Musíme určit 
a 0 

střední hodnotu součinu složek rychlostí. K tomu je nutná znalost rozdělovači 
funkce fiy neboť Wiaíi = Si(vaVp) = nii f vavpfi dC. Je~l- rozdělovači funkce 

(C) 

zcela obecná, není možné poslední vzorec více upravovat, použije-li se však 
rozvoj (35), lze k určitým závěrům dojít. Dostáváme 

Via, = ™if / vavfi [fT + v " 5 > y f?y] * <** dco = mií /«V dco / V~§ V-j dco + 
(v) (») \ V Y I (v) (co) ° V 

^ r rVx VB Vy + ™.2 fW^áv j^j~áco. 
y (v) (co) 

Podle (39) má první člen smysl pouze pro <x = £, druhý člen je nulový. Tedy 
4TT 

Wiaa = Si(vaVfi)a-p = rrii ~o" J ftWdv. Avšak podle definice efektivní hodnoty je 
(v) 

4:TZ / v2(ff}v2) dv = niV2
fi a podle představ kinetické teorie plynů [5] tlak je 

VÍ = 3 minivefi- Potom už 

Via. = Pil 2 2 ea -± (S^) = 2eJ | g = Vp< . (49) 

Rovnice (49) při souměrném rozdělení rychlostí částic kolem počátku rychlost
ního prostoru dochází k obyčejnému třísložkovému gradientu hydrostatického 
tlaku. Jinak je Wiafi tensor o devíti složkách. 

Rozebereme nyní člen P ť. Pro srážkový člen uvážíme jen pružné srážky, t j . 

dosadíme do první rovnice (27) za --p- I ze vzorce (36). Pro P ť potom je: 

= r 1 d \vzkTk O7<0) , m^ nS\ 9 j f , 
p. — nu / — — -^- + —^r- W \v2 dv f v dco — 

(v) v2 dv L nikÁi dv nikÁi J (cí>) 
- « i I !•% f^v*dv f^dco. 

a T ' (») h d) V V 
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S ohledem na rovnice (39) a (40) při předpokladu, že volná dráha Xt je vyjá
dřitelná obdobou výrazu (43), bude P t rovno 

PÍ = — ™>in&i ^vik = — ^ú, %vik . (50) 

Fysikální vysvětlení posledního výsledku je jednoduché. Tato rovnice určuje 
velikost a směr hustoty hybnosti předané za jednotku doby částicemi i-tého 
druhu částicím k-tého druhu. Jde o strhování částic k-tého druhu částicemi 
druhu i-tého, nebo řečeno obrazně, jde o „brždění" pohybu částic i-tého druhu 
v prostředí, které je vyplněno částicemi k-tého druhu. Je pochopitelné, že se 
zde uplatňuje pouze unášivá rychlost. Při nepravidelném tepelném pohybu, 
jelikož rozložení rychlostí je souměrné k počátku rychlostního prostoru, je 
předaná a přijatá hybnost při vektorovém součtu se všech směrů nulová. 

Shrnutím posledních výsledků dostáváme nyní rovnici pro hybnost ve 
tvaru: 

*< -fif = — ^ Vpo — Vpi — sfii 2 v~ik • ( 5 1 ) 

Budeme-li nyní uvažovat takové medium, ve kterém člen s vik je nepatrný 
a nahradíme-li (—Vq>0) vektorem gravitačního zrychlení g, bude rovnice (51) 
nyní vypadat takto: 

-ft-.-i-,,. (52) 

To je ale Eulerova rovnice pro proudění nestlačitelné kapaliny, t j . jedna 
ze základních rovnic hydrodynamiky. 

Prozkoumáme nyní blíže jednotlivé členy rovnice zachování energie v plaz
matu (28). Ze členu se silou Ft ponecháme, jako v předcházejícím případě, pouze 
vnější gravitační pole, t j . 

nJi . úi = — Siúi. Vpo = spi. g . (53) 

Určíme dále člen (—2/.st) Pz . tíť. To lze udělat jednoduše vynásobením 
vzorce (50) skalárně vektorem unášivé rychlosti, t j . 

- -f ?i . Ui = 2SJ 2 vik . (54> 
o . k 

Tato rovnice určuje vlastně ztrátu energie částic i-tého druhu v jednotce 
objemu za jednotku doby srážkami s částicemi jiných druhů. Může jít o srážky 
pružné i nepružné. Uplatňuje se zde pouze uspořádaný pohyb. 

Z minulého výsledku bude jasný i další člen, t j . 

1 f(v2-V)\%]M=- M % l d í 7 - - fit]*0' ni (o) L M J ni (c) Idtj n{ {é) idt\ 

Druhý člen na pravé straně dle úprav pro rovnici (23) je 

- n( l [ f ] dC = - lft"ln<){J* - *'> • ( 5 5 > 
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Tento výsledek udává vlastně ztrátu energie nepružnými srážkami ionisacními, 
nebo zisk energie rekombinačními srážkami. 

První člen určíme se srážkovým členem (36): 

— fv\-ir\dc = — f v fl" r 1 ~^- + — V f?) dv f dco -
ni (o) Idtj n{ (í) dv \ mkXi dv m^ '• / & 

1 f(1) 

/ ~ v2 dv . / v dco . 
n i (v) *i ((O) 

Clen s f<1} je podle (39) nulový. Člen s funkcí /<0) je dále: 

4- - _ _ð_ / Җ £___> m_ţ__ Д ^ 
» . <i 8v \ m A ðv ^ mkÅi '* ) 

3kT 
a při (43) s ohledem na - = v\f podle kinetické teorie je při Maxwellově 

iiii 

rozdělovači funkci /J0) 

Tento člen určuje tedy při pružných srážkách ztrátu neuspořádaným pohy
bem. 

Zbývá rozebrat člen (— l/nť) V . 0,. Podle (27) nejprve 

nt(2ut. vt) vt = / (2o ť . v) v ft áC = 2 2 1 •$-.« /*>4/,0) d» / -- --? do> + 
(O) * p (v) (to) V V 

« 0 v <«) y (í) v v v 

Podle (39) je druhý člen nulový, první má smysl jen pro « = /?. Tedy 

2 2 e°a uia 4- 4TT / V /<°> dv = 71.(211,. v,) vt. 
<x *> 

Jelikož 47r / v4/f} dv = v*finu a dále — m^v^ = pu je první člen 0 ť o 3 

I PA • < 5 7 > 
Druhý člen 0 t je: 

n*?;*, = f v*vfidC = fv*f™dv fvdco+ 2 2 *2 / > / $ d v f-^dco. 
(O) (v) (co) a 0 (v) (<o) V V 

Podle (39) je výraz s /^0) nulový, výraz s / $ má smysl zase jenom pro <x = pr 

takže 

2 e2 -J / *5 /&> d*; = ^ / »»(t,»f ») dW . 
« * > ( » ) O ( « ) 
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Podle (40) je s ohledem na definici střední hodnoty [5] 

3 _ 
ЩĄVІ — ПiUiV*ti = — PІUІ . (58) 

m 

Sečtením (57) a (58) je pak obecně 

, konst _ ,_._. 

*« = -^rP i U ť • (59) 

Rozměr ^0$ je (dyn cm/cm2 sec) = (erg/cm2 sec), což je rozměr výkonu na 
jednotku plochy. Znamená to, že člen V . <&i určuje přírůstek nebo úbytek 
hustoty energie za jednotku doby kompresí nebo expansí plynu částic i-tého 
druhu. Konstanta určuje pak kvalitu termodynamické cesty, po které se t a t o 
expanse nebo komprese děje. 

Předcházející výsledky je možné už dosadit do rovnice energetické rovno
váhy. Po menší úpravě platí, že 

?+^-*-f-i!ir'-»*-
(60) 

Levá strana poslední rovnice udává v podstatě časovou změnu energie částic 
i-tého druhu, a to kinetickou energii uspořádaného pohybu a kinetickou energii 
neuspořádaného pohybu, t j . vnitřní energii. Na pravé straně rovnice (60) jsou 
pak příčiny této časové změny. V případě nulové makroskopické rychlosti 
je vnitřní energie plynu částic i-tého druhu měněna pouze pružnými a nepruž
nými bezprostředními srážkami. Pružné srážky přispívají k energetické bilanci 
jen potud, pokud Tk =# _\. Při Tk < T{ částice i-tého druhu energii předávají, 
plyn i-tých částic se těmito srážkami ochlazuje, při T ť < Tk je tomu obráceně. 
Př i expansi nebo kompresi musí být vždy unášivá rychlost nenulová. 

Zanedbáme-li v (60) srážkové členy a v\fi, je 

dú* 0 - konst. _ -
^ = 2 U i . g _ _ _ _ _ V . ^ . (61) 

Rovnice odpovídá mediu, které proudí vysokou rychlostí při malé rychlosti 
neuspořádaného pohybu. 

Při ustáleném proudění, kdy — = 0, je s pomocí výrazu pro (du^dí) 
Ob 

r\ 

2Ui . g = 2úi . (-Vp 0 ) = - 2 2 úia ^r<Po = 

= - 2 (§s'« aíj ?o = - 2 ("- v )^o. 
V rovnici (61) konst. = 2, neboť pro tento člen platí pouze vzorec (57). Vzorec 
{58) byl odvozen při nenulové funkci f{±\ která však při takto definovaném 
proudícím mediu postrádá smyslu. Vyšlovíme-li ještě požadavek nestlačitel-
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ného media, nebude s{ funkcí souřadnic xa. Za těchto podmínek rovnice 
2 

kontinuity (23) po vynásobení raz poskytuje: V. u ť = 0 . Podle toho V^ tu t = 
Si 

2 _ „ _ 2 v _ дPi = Ui . V_)t = — — Z,uia -^ = (o.j . V) p ť . Pro rovnici (61) pak 
Si Si ot v%ot &i 

2 
dostáváme ("", . V) wf = — 2(u ť . V) (p0 — — (ut . V) p{. Po menší úpravé pak 

s i 

(u, • V) I + (u, . V) ^ + («< . V) | ! = 0, čili (u,. V) B + n + H = 0 =>-

=> T + <Fo + — = konst. (62) 

Rovnice (62) je Bernoulliho rovnicí pro nestlačitelné kapaliny. J e to tedy 
další ze základních rovnic hydrodynamiky, na kterou lze jednu z rovnic plaz
matu převést. (Jelikož zemské gravitační pole lze při uvedeném zkoumání po
važovat za homogenní, je (p0 = gh, kde h je výška nad zemským povrchem.) 

Z Liouvillova teorému, jako základního zákona zachování rozdělovači 
funkce — hustoty pravděpodobnosti — ve fázovém prostoru, plynou všechny 
další fundamentální rovnice fysiky plazmatu. Z nich je možné dojít při určitých 
zjednodušeních k rovnicím hydrodynamiky. Kinetická rovnice je nadřazena 
rovnici kontinuity, rovnici pro hybnost atd. Tyto rovnice jsou pak obecnější 
než hydrodynamické zákonitosti. Pro řešení poměrů v laboratorním plazmatu 
se uvedených rovnic velmi často používá. 
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N Ě K O L I K P O Z N Á M E K O D O S A V A D N Í M V Ý V O J I 
P A L I V O V Ý C H Č L Á N K Ů 

A. F O Ř T 

Katedra obecné fysiky matematicko-fysikální fakulty KU*) 

V dosavadní praxi bylo nutné nejenom počítat s omezenou účinností tepelných zaří
zení, podléhající termodynam ickým zákonům přeměny tepla na mechanickou energii, 
ale bylo nutno tu to mechan ickou energii přeměnit v elektrickou přídavným zařízením. 
V poslední době se proto vyv inula snaha obejít omezení a h ledat možnost účinné a přímé 
přeměny tepla v elektrickou energii. 

*) Podle Nature 186/1960/,589. 
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