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Pokroky matematiky, fysiky a astronomie, roénik V, &islo 6

FYSIKA

ZAKONY ZACHOVANI VE FYSICE PLAZMATU

Jiki Kracfx, CVUT, Praha

V tomto Easopise vysly pred neddvnem tFi prehledné Eldnky
z magnetohydrodynamiky, specidlni to édsti fysiky plazmatu*).
Ndsledujict Eldnek je pokusem o obdobnou staf z fysiky laborator-
ntho plazmatu.

Je poddno odvozeni kinetické rovnice z Liouvillova teorému.
Z této rovnice plynou zdkon zachovdni ndboje, rovnice pro hybnost
energii a rotabni hybnost pro wréity druh Cdstic, které s merm
ddsticems  vytvdfeji plazma Pouzitim rozvoje pro rozdélovaci
funkci je odvozen wvyraz pro makroskopickou rychlost a jsou
podrobnéji rozebrdny jednotlivé &leny predchdzejicich rovnic.

1. Uvod

V referativnich élancich [6] a [7], uvefejnénych v tomto éasopise, byl vysvét-
len pojem plazmatu a odvozeny n&které zakladni rovnice fysiky plazmatu
s ohledem na astrofysikalni piedstavy. Cilem tohoto referatu je seznamit
&tenate s problematikou zakladnich rovnic fysiky plazmatu laboratorniho, tj.
se zdkony zachovéni, ukazat jejich posloupnost, ¢i jak se nékdy fikd hierar-
chii, pov&imnout si kolektivniho pusobeni, odvozeni vyrazu pro makrosko-
pickou rychlost (unésivou) a pfi malé odchylce stavu plazmatu od statisticky
rovnovazného stavu rozebrat éleny jednotlivych zakladnich rovnic a upozornit
na jejich spojeni (nebo nadtazenost) s rovnicemi hydrodynamiky.

V é&lanku [7] je plazma definovéano. Je vytvafeno riznymi druhy é&astic,
elektricky nabitymi & neutralnimi a v rozliénych kvantovych stavech. Na
tento soubor &astic pak pusobi vnéjdi a vnitini silovéd pole, tj. gravitadni sily
a sily elektromagnetického puvodu. Vedle tepelného neuspofadaného pohybu
mohou éastice vykazovat i pohyb uspoiddany, ktery se projevuje jako makro-
skopické proudéni &astic. Jak zmény neuspoiddaného pohybu, tak i uspofa-
daného pohybu vedou ke zméndm stavu plazmatu a ke zménam tvaru plazma-
tickych dtvart.

Podminky, za kterych existuje laboratorni plazma, 11s1 se od podminek,
za kterych existuje plazma astronomickych rozméru. Laboratorni plazma je
udrZovano prakticky ve viech piipadech elektrickym proudem. Jde o vyboj
elektfiny v plynu. PfiloZenym vnéj8im elektrickym polem jsou vice urychlo-
vany lehéi elektricky nabité dastice nez elektricky nabité téz§i astice. Vlivem
pruznych i nepruznych vzajemnych srazek se ¢asteéné méni uspoiadany pohyb

*) J. Kleczek, Hydromagnetika v kosmickém méFitku, A. Hruska, Rovnice magnetodynamiky
plasmatu, E. Chvojkové, Hydromagnetické viny plasmatu, v tomto ¢asopise, V (1960), &. 3 a 5.
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na pohyb neuspotfddany, tj. zvySuje se kinetickd teplota v8ech druhu &astic,
lehdich vice. Plazma elektrického vyboje je pak neisotermické, tj. kinetické
teploty rtznych druhd éastic jsou rtzné. Naproti tomu hvézdné plazma se
nachézi ve své vétsing ve stavu statistické rovnovahy, kinetické teploty viech
druhu &astic jsou stejné. Jde o isotermické plazma.

Vedle uvedeného rozdilu jde déle o vliv pruznych a nepruznych vzajemnych
srazek na rozdélovaci funkci a tim i na dalsf tzv. mikrofysikalni veli¢iny, jako
je koncentrace riznych druhu ¢astic a jejich kineticka teplota a o vliv na makro-
skopickou rychlost. U astrofysikalnfho plazmatu, které je zhusta s ohledem
na vysokou teplotu vytvéafeno jen elektrony a protony (binarni plyn), pruzné
a nepruzné bezprostiedni srazky dvou éastic (parové srazky) maji maly vliv [7].
V laboratornim plazmatu v8ak ano, nebot kup¥. nepruinymi srazkami elektro-
ni s neutralnimi éasticemi dochazi ke vzniku iontového péru, takZe timto pro-
cesem pii difusi é4stic a rekombinaci (sloudeni) nabitych éastic na sténach
vybojového prostoru je udriovdna rovnovaha v jejich poétu. Vedle téchto
parovych srazek pruZnych, nepruznych nebo coulombovskych maji i v labo-
ratornim plazmatu v mnohych pifipadech znaény vliv kolektivni silova pole,
vytvatena kupi. lokdlnf znadnou zménou prostorového niboje nebo makro-
skopickym pohybem nabitych ¢astic. Takto vznikajici elektrickd a magneticka
pole zpétné plazma ovliviiuji [6; 7].

Z naznatenych rozdili mezi laboratornim a astrofysikdlnim plazmatem
jedté neplyne, %e zdkladni rovnice budou podstatné rozdilné. Naopak. A% na
jiny podet ¢&lent, které pravé vystihuji vliv onéch bezprostiednich srazek,
Ize chovan{ laboratorniho a astrofysikalnfho plazmatu vystihnout spoleénymi
zékladnimi vztahy. Podet rovnic uvedenych v [7] je pro laboratorni plazma
dasto vyhodné rozsiiit, piipadné podat jejich odvozenf s vét3fm poétem &leni.
Pro malou rychlost uspofadaného pohybu lze rozkladem rozdélovaci funkce
dojit k velmi ndzornym vztahim.

Chovéani laboratorniho plazmatu lze v podstaté mimo rovnic Maxwello-
vych-Lorentzovych popsat étyfmi zakladnimi vztahy. Je to pfedeviim zikon
zachovéani hustoty pravdépodobnosti f; (pro ¢astice i-tého druhu), tzv. kine-
tickd rovnice Boltzmannova (upravend), zakon zachovani podtu éastic (nebo
naboje — rovnice kontinuity), zdkon zachovani hybnosti (rozsitena Eulerova
rovnice pro plazma) a zdkon zachovani energie. Oznadime-li vedle f; pro &astice
1-tého druhu =, jejich koncentraci (podet &astic i-tého druhu v jednotce obje-
mu), 7'; jejich kinetickou teplotu a u; vektor jejich makroskopické rychlosti,
potom pro &tyfi velidiny f;, n;, T';, u; dostavame &ty¥i zdkladnf rovnice. VSechny
uvahy lze uvedenymi veliéinami matematicky vyjadrit.

2. Zakon zachovani hustoty pravdépodobnosti

Chovani soustavy N hmotnych bodi vystihuje soustava kanonickych
Hamiltonovych rovnic
_ 0H . 0H

= — = — <
Pr o =gy k=L se=3N). (1)

Zde p, & g, jsou zobecnéna hybnost a soufadnice (tetka nad symbolem znadi
uplnou derivaci podle dasu), H je hamiltonidn, s je podet stupiit volnosti.
Horn{ zapis plati pro konservativni sily nebo pro sily elektromagnetického
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pivodu. Jiné sily se ve fysice plazmatu ani nevyskytuji [5]. Kazdé funkce
F(gy,q,, ..., 4s; P1s Pas -+ > sy ), ktera je identicky rovna konstantd, kdyz g, px
(' = 1,2, ..., s) nahradime jakymkoli feSenim rovnic (1), sluje prvy integral
této soustavy diferencialnich rovnic. Nutna a dostadujici podminka k tomu je,
aby F = 0. Rozepiieme-li tento naznadeny tkon, dostdvdme s pouZitim (1)

oF ¢ [oF oH oF oH
7 )‘ ’
k

=’} 0qy. Opy, ?P;z agqy,

nebo zavedenim Poissonovych zavorek koneéné
oF
— T H]=0. (2)

V poslednich dvou rovnicich ¢ je as. Je tieba mit stile na zfeteli, Ze jak F,
tak i H jsou funkcemi ¢, p, (k=1,2,...,8) at.

K rovnici (2) 1ze dojit jinou cestou. Je totiz ziejmé, Ze rovnice mechaniky (1)
nejsou pfi velmi velkém podtu N &astic zvladnutelné. Lze vSak na jejich za-
kladé a pfi novych predstavich dojit k takovym zikonitostem, které chovan{

s vy

velkého makroskopického systému dokazi vystihno ut.

Nechf zkoumany makroskopicky systém N d&astic mé s stupnit volnosti.
Znamend to, %Ze k jeho uréeni postaduje ¢y, ¢s, ..., ¢, zobecnénych soufadnic
a Py, P, ---» Ps Zobecnénych hybnosti v prislusném éase ¢{. Potom stav tako-
vého systému je v prostoru o 2 s rozmérech ¢, Py, ¢s, Ps, - - -5 ¢s; Ps ZD4ZOrNEN
jedinym bodem. Tento prostor se nazyva fazovym prostorem, onen bod fazo-
vym bodem. V prib&hu ¢asu se méni poloha fazového bodu, ktery tak opisuje
fazovou trajektorii, kterd charakterisuje vyvoj makrosystému.

Piedpoklddejme, Ze systém s vnéjSim okolim nijak nespolupisobi, Ze je
zcela presné ohraniden a %e jsou zndmy podminky na jeho okraji. Rikame, ze
je uzavien. Vydélme z tohoto systému néjakou jeho malou ¢éast, tzv. podsystém.
Tento podsystém jiz nemuze byt uzavieny. Se zbytkem systému dochézi
k vzijemnému ovliviiovani.

Oznatéme eléement fazového prosforu jako AgqAp =11 (4q.4p), k=1, 2, ...
13

..., 8. Je moZné tvrdit, Ze v prib&hu dostateéné dlouhého dasového intervalu
velmi slozita fazové trajektorie mnohokrat timto elementem projde. Necht
At je ta &ist intervalu z, v pribshu které se zvoleny podsystém nachézi
v AqAp. Bude-li T vzristat nade v8echny meze, pomér At/r bude se ziejmé
blizit jisté mezi. Znamena to, Ze veli¢ina

w =lim 4t (3)

o T

predstavuje pravd&podobnost toho, Ze pfi pozorovani v libovolném okamziku
bude se podsystém nachazet v elementu fazového prostoru Ag4dp, tj. Ze bude
ve zcela uréitém stavu.

Zavedeme-li
dQ =dgdp=1IIdg,dp,; k=1,2,...,s, (4)
k

potom pravdépodobnost dw stavii podsystému, zobrazujicich se body v tomto
elementu dQ, bude imérna s n&jakou funkei, oznadme ji F, velikosti tohoto
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elementu, tj.
dw = F(q1, G2, -+ +» 4s} P1> P> -+ Ds) 42 . (5)

Znamena to, Ze libovolnd, kupt. k-t4 soutadnice je v mezich ¢, aZ ¢ -+ dg,,
libovolné, kup¥. I-t4 slozka hybnosti je v mezich p, a% p, + dp,. Funkce F
je funkei viech soufadnic a hybnosti a je to vlastné hustota rozdéleni pravdé-
podobnosti stavi ve fazovém prostoru. Nazyva se funkei statistického rozdéleni
¢éi prosté rozdélovaci (dvnamickou) funkei.

Provedeme-li integraci rovnice (5) pies cely fazovy prostor, zméni se pravdé-
podobnost na jistotu. Normovaci podminka potom je

JFdQ = 1. : (6)
2
Mnohdy je vyhodn&jsi ztotoznit posledni integral s poétem &astic N, takie
rozdélovaci funkce F na misto k jedné je normovéna k N.

Mgjme n&jakou funkei u = u(f). Zde symbolem 2 pro jednoduchost
oznatujeme souhrn ¢, ¢, ..., 453 P1, Pas - -+, Ds. Funkee u(£2) necht ma k pod-
systému zcela urlity vztah (pfedstavuje kup¥. okamzZitou hodnotu energie
kterékoli &astice atd.) Zname-li rozdélovaci funkei, miZ%eme poéitat pravds-
podobnosti rozlitnych hodnot libovolnych fysikalnich veli¢in, zavislych
na stavech zkoumaného podsystému (tj. na ¢ a p). MiZeme potom uréit i st¥edni
hodnotu %(£Q):

u =gf)u(g) F(Q)de, (7)
(

(p¥i normovani k N dostali bychom na levé strané minulé rovnice Nu). Rov-
nice (7) definuje tzv. statisticky stfed, nebot vynasobenim veliéiny « veliéinou ¥
dostaneme hodnotu této veliiny « pro rizna ¢ a p a integraci ptes cely fazovy
prostor jeji stfedni hodnotu, kterd
podle (3) musi byt totoznd s vy- | p
razem % = lim 1 [ u(t) dt, coz je

70 T 0

sttedni hodnota vytvoifena dasovym e
pramérem. c e o
PovSimneme si dale néjakého o o ° %o,

podsystému v prubshu [dlouhého B
tasového useku. Odpovidajici rozds- °
lovaci funkce je F = F(£, t), nebot °
se muzZe s dasem hustota rozloZeni o
pravd&podobnosti ve fazovém pros- % o° °
toru ménit. .
Podle obr. 1. vynesend fizova
trajektorie znazorfuje vyvoj pod-
systému v dlouhém ¢&asovém obdo-
‘bi. Pochopitelné bude fazovéa trajek- o
torie prochézet témi misty, kde hus-
tota pravdépodobnosti je vétsi nez Obr. 1. Pohyb fazovych bodi podsystémil.
v mistech sousednich. Podle obr. 1.
lze si ale také situaci predstavit tak, Ze nakreslené fazové body piedsta-
vuji stavy jednotlivych podsystémt, které lze po kratky dasovy okamizik
povaZovat rozhodné za na sob& nezivislé. Body jsou rozloZeny podle
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F(Q,t) pro dany dasovy okamzik. Jinak fedeno, fazovy prostor je vyplnén
mediem, jehoz hustota je ddna hustotou pravd&podobnosti F. S postupem
doby bude se m&nit F' od mista k mistu, medium bude proudit podobné jako
kapalina nebo plyn v hydrodynamice. Proudéni tohoto media rychlosti v
o hustoté F vystihuje zcela pfesné a bez narokt na dalsi popis rovnice konti-

nuity %i:, +V . (Fv) =0, ¢ili zdkon zachovani podétu fazovych bodi.

Posledni rovnici dluzno vyjadfit pfesnéji s ohledem na poéet rozméru fazo-
vého prostoru. Mizeme psé,t Ze

+Z (FUk =

Ale z, je q; a Py, v pak qr a p,. Tedy

0 .
(F — (Fp)]|=0.
+zb% i) + 75 (7|
Pouzijeme-li k daldi tpravé rovnic (1), dostdvame snadno

cF oF oH oF oH
il —_ 0; k=12,...,,5,8 <3N, 8
ot + z (6% OPy Opy, a‘bc) (®)

nebo pii pouziti Poissonovych zavorek
oF
I H =0, (8)

Posledni rovnice je matematickym vyjadienim Liouvillova teorému
o zachovani a vyvoji rozdélovaci funkce. P¥i porovnani (2) a (8)’ je hned patrno,
Ze rovnice (8)" splnuje podminku prvniho integralu rovnic (1) pro funkei F.
Rovnice (8)' spojuje tak statistické fysikalni ivahy s mechanickym determi-
nismem.

Pro zkoumani stavu systému o velkém podtu &astic vSak Liouvilliv teorém
pro urdéeni F' poskytuje zrovna tak malo mozZnosti, jako kanonické rovnice
Hamiltonovy. Lze v8ak z n&j uréltym zplsobem dospét k rovnicim pro znaéné
jednodussi rozdélovaci funkce nez je F. Nyni bude £2; oznadovat soubor ¢{V’,

¢®, q®, P, p®, p®, takie

3
dQ;, = Il dgi» dp@ .
a=1

Uréime z (8)' na misto F(2,, 2,,..., 2y;t), tj. rozdélovaci funkce celého
systému, funkei f(Q,, Q,, ..., £,;t), tj. rozdélovaci (dynamickou) funkei
zvoleného podsystému o k &asticich. P¥i tom k < N; f 1ze k F ptifadit touto
operaci:
f(Qly Qz, ey 'Qk, t) =
= [..[] FQ,9,.. 2,t)d2.,dQ.,...dQ2y, (9)
(1) (2+2) (2n)

k< N.

JelikoZ integrujeme F po vSech soufadnicich a hybnostech &astice (k + 1) .,
(k+2)., atd. az N-té, znamend podle (9) dw, = f(2,, 2,, ..., 2;t).
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.dQ,dQ,...,dQ, pravdépodobnost toho, Ze ve zcela urditém dasovém oka-
mziku se podsystém o k &asticich nachézi ve stavu, kdy soufasnice jsou v me-
zich ¢, aZ ¢, + dqy, ¢z 8% ¢; + dgy, ..., ¢k 8% ¢, + dg,, hybnosti v mezich p, az
Py + dp,, p, a% p, + dp,, ..., P, ak P, + dpi, a kdy stav zbyvajici &asti
systému o (N — k) éasticich je jakykoliv. Dle (6) je
J...[fdQ,dQ,...d2,=[...[... [FdQ =1,
() (22)  (20) (2) (2 (2%)

nebo totozno N, tj. celkovému podtu astic systému (nikoli podsystému).

Operaci (9) uplatnime na (8)' tak, %e (8) nasobime dy., dQ.s...d2y
a integrujeme &len po &lenu v mezich (2y.,), (2¢42), - -, (2y). Podle (9) miZeme
hned psat:

9
S 20 Qs @ity + [ [ [ [F(Qy 2y, Qs O 1 HQy, 2y,
(g +1) (2x+2)  (2¥)

.oy Qk,..., QN; t)] d.Qk+1 d-Qk+2...dQN=O- (10)

Pro hamiltonian H muZeme napsat
N
H=2 H(Qit)+ 2 Hy(2; 2;1). (11)
=1 A=1<Ism)

Zde H, jsou ptispévky jednotlivych &asti k H od vnéjich sil, H,; pak od sil
vnitinich.
Dosadime-li (11) do (10) a oznadime-li nyni f(2,, Q,, ..., £2;;t) = f,, bude

s N
I Qoo Qi)+ 5 [ [ [IF(Qy, Dy Quyey 2os ) HA 2]

1=1(2%+1) (Qx+1) (2n)

dQ,,,dQ2,, ...d2y + 2 [ [ .. [JF(R 9.y Quy..s 2r31);

ASI<ISN) (2k+1) (Dk+2)  (22)
H(Ql; QJ; t)] d9k+1d9k+2"' d.QNz 0, (12)

_ s. % (oF oH  oF oH
nebot [F; H] = Z aq;‘z) 3p;a) - 6]0}"’ 3q(‘a)

) , takZe pro l-tou &astici bude

a=11i=1
.. < [oF oH oF oH or o
ot 2 (e~ e we) ~ 2 [am e
oF o
— e (H H)|=I[F;H F;H,;].
ap(la) aq(la)( ! +(l<lzszv lj)] [ l] _};l<j§1\r)[ l:r]

Jelikoz v8ak vSech dastic je N, musi byt sumace poslednfho vyrazu roziifena
nal=1azilNal=l<j=N,tj.

[F;Hl=> [F;H]+ > [F;H,], (13)
i=1 A=1<I=w)

¢im% je spravnost (12) potvrzena.
Integralni ¢len v této rovnici (12) rozloZime takto:

B3 S [ FH) A% A0y + 3T [

ot 1Al (@) (2x L=kl (Dg4:) (25
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l=k;j=N

dQe e dy + 3 [ [IFH)AQ .. A2y + >

(ASI<I<k) (2p41) (oﬂ l:l (DH,) (ﬂzv)

{F’ Hl.’f] dgk+1 "'dQN+ z f f [F Hl,] d.Qk+1 d-Q =0.

(BF+1SUI<ISN) (2g41) (-QN
(14)

N
Lze snadno dojit k tomu, %e v8echny &leny v rovnici (14) tvaru z vee
1=k+1 (D41

[ [F;H]1dQ;,,...dQ2y = 0arovndyi > [ ... [ [F;H,.
(QN (+1SI<iSN)  (Qp4r) 2w

.dQy,,...dQy=0.
Rownice (14) nabyva tak tvaru:

3f
L+ 2 [ o [[F;H]1dQiy...dQy+ > [...[[F;H;]dQ,, X
=1 (Qg+1) (2» (ASI<iSk) (Qp41) (2N)
=k;i=N
X Ay A2y + z [ o JIF;H;;]dQ;,...d0y = 0.
=

1=1;7=k+1 (-Qlc+1) (-QN

-~

Druhy a tteti €len posledni rovnice lze je$ts upravit:
k

Cf FH)AQ ... d2y+ D [ [FH A2, ... dQy =

I=1 (24, (27) (Asl<isk) (2%41)(2N)

DM [ o JFAQ, .. dQ)HI+ 3 ([ o[ F A2y ... d2y);

I=1 (g,,+,) (QN ASI<ISE) (k1)  (2W)
k
H,]= Z [fis H,] + Z [fs Hi;] = [fk.. (sz + Z Hy;)l.
=1 (AIsi<isk) =1 a=si<isk)
Posledni prava byla mozna, nebot H, neni zivislé na 2,4, ..., 2y a H,; neni
k

funkef Q.1, ..., 2y Zavedeme-li analogicky podle (11) vyraz H® = > H, +
1=1
H,;, bude uz

a=si<i=sk)

k N
f"+[fA,H<k> > > [ [ [[H,;Fl1dQ,,,dQ2.,...d2y. (15)
U=1J=k+1 (4

Qr+1) (Qx4+2)  (2w)

Tato posledni rovnice je fundamentdlni rovnici kinetickych dvah. Leva
strana vystihuje éasovou zménu rozdélovaci funkee f, a prostorovou zménu f,
vlivem vnéj§ich a vnitfnich sil, které na systém a v systému o k &asticich
pusobi. Leva strana rovnice tedy pozistava pouze z veliéin, charakterisujicich
kvasiuzavieny podsystém o k dasticich. Pravé strana rovnice (15) pak vysti-
huje vzijemné ovliviiovdni podsystému o k d&asticich a zbytku systému
o (N — k) éasticich. Tento élen, jelikoZ obsahuje neznamou a prakticky neuréi-
telnou funkci F, je zdrojem v3ech dal$ich obtizi a jeho vliv na f, lze uréit jen
piiblizné [1, 3, 4, 5].
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“Velmi dilezita a pro fysiku plazmatu nepostradatelna je rovnice (15) pro
k = 1. Oznadime-li f, prosté jako f, bude

f [f; =HW] z f [Hh, F1d9,de,...dQ2,. (16)

i=2 (29) (9.) ( )

Zde HY = H,, nebot > H ,pro k = 1 ddva H,; = 0. P¥i tom [f; H,,] =
(I=i<iji<k)

3 7
= (da—f ol o —6—1{—) Oznadime-li pro jednoduchost
a=1

'q(rx) ap(:z) p(a) aq(a)
of :
[E] B ;gz (n{) (91,; (£[Hlj, F1d2,dQ, ... dy, (17)
je L h
" f+[f 1]—[—]‘]. R o(Ley

Tato rovnice je shodnd s rovnici (29) z ¢lanku [7]. Je to tedy uz kineticks
rovnice Boltzmannova (upravena). Bylo ji tedy moZné odvodit zcela neforméal-
nim zpuisobem na zdkladé uvah analytické mechamky a Liouvillova teorému.
Pii tomsrazkovy &len[df/dt] vystihuje jak pruzné, tak inepruzné srazky [3, 4, 5].
Vliv celych komplexu &astic, tj. kolektivni plsobeni zmé&nou prostoroveho
néboje a makroskopickym pohybem, na uvazovanou partikuli je zahrnut
pomoci Maxwellovych-Lorentzovych rovnic do hamiltonidnu H,.

Nelze na tomto misté opomenout piipad k=2 a fk = f,. Rovmce (15)

poskytuje

0
Yry (=B S S [ [ ] [HF14249 .42y,
1=1 5=3 (£,) (2)) (Qx)
piitom H® = H, + H, + H,,. Funkce f, nazyvéa se korelaéni funkei a uréuje
vlastng pravdépodobnost stavu jedné dastice pti zadaném stavu dastice druhé.

3. Rovnice kontinuity a zakon zachovani hybnosti

Obé rovnice jsou odvozeny v &¢lanku [7], zde bude udinéno jen nékolik pozna-
mek. Rozd&lovaci funkee f je zavislda podle (9) na polohovém vektoru r, oka-
mzité rychlosti c dastice a na dase t. Potom lze element d 2 (= d2,) psat jako
soudin elementu konfiguraéniho prostoru dX a elementu rychlostniho prostoru
dC [7], nebot dQ = dz, dx, dz;dc, dc, dc; = dX dC, kde jednotlivé osy
kartézského soufadnicového systému jsou 1, 2, 3. V dal$im ptipad& je vyhod-
néjsi normovat rozdélovaci funkei f k podtu é&astic. JelikoZ pravdépodobnost
vyskytu &astic s rychlostmi rostoucimi nade vSechny meze je nulové, musi
byt [7] liin f = 0. Nyni jiz

0—T

n(r,t) = [f(r,c,t)dC . (18)
(o)
Zde n(r, t) je podet &astic v mezich r a r 4 dr vztaZeny na jednotku objemu,

nebot integraci rozdélovaci funkce pies v8echny mozné hodnoty rychlosti,
tj. ptes obor (C), nebude n ji% na rychlosti zivislé; n je koncentrace &astic.
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Provedeme-li integraci posledniho vyrazu ptes viechny hodnoty (X) konfi-
gura¢niho prostoru, s¢itdme tim vlastn® jednotlivd n v celém prostoru, fakie
vysledkem je celkovy podet ¢astic N systému, tj.

Nt)= [nr,t)dX = [ [fdCdX = [fdQ. (19)
(x) x) (© )

Tyto poznatky budou uplatnény dale.

Jak jiZz bylo feleno v tvodu, plazma pozistdva z raznych druhu &astic.
Piisoudime vSem veli¢indm jednoho druhu é&astic spoleény index 7. Budeme
hovofit o dasticich i-tého druhu. Kinetickou rovnici (16)" miZeme s pouZitim
(1) ptepsat do ptehlednéjsiho tvaru

of; F of:
G e Vol o Vol= 5] (20)

kde F je plsobici sila , m; hmota &astice ¢-tého druhu, Vs, je gradient v oby¢éej-
ném, V,, v rychlostnim prostoru [7].
Podle (7) a (18) je
i, =~ [ cf,dC (21)
n; (o)

makroskopickd rychlost &astic $-tého druhu. Okamiitou rychlost ¢ &astice
si lze vidy pfedstavit jako vektorovy soudet unalivé rychlosti u; a okamzité
rychlosti v tepelného neuspofadaného pohybu. Kdyby totiz plyn, pozistavajici
z Sastic i-tého druhu, byl ve statisticky rovnovazném stavu, kdy u; = 0, bude
¢ = v, tj. rozdéleni rychlosti kolem poéatku rychlostniho prostoru bude zcela
soum&rné. Za c lze tedy dosazovat [5]

c=u,+tv. (22)
Jak je uvedeno v [7], rovnici kontinuity pro &astice i-tého druhu dostaneme

z kinetické rovnice vynasobenim dC a integraci pfes (C); jde o operaci (18).
Jelikoz v laboratornim plazmatu nelze uvaZovat jen pruZné srazky, bude

6f _
(0{ [ﬁ] dC =J; — R,
takZe rovnice kontinuity mé oproti [7] vzhled:

on;
ot

+ V. (nu,) =J; — R;. (23)

Zde J; je podet &astic i-tého druhu vznikajicich za jednotku doby v jednotce
objemu (tfeba ionisaci), R; je pak podet dastic i-tého druhu, které v jednotce
objemu a za jednotku doby zanikaji (rekombinaci).

Operace (21) vede k zdkonu zachovani hybnosti. Vynasobime-li totiz kine-
tickou rovnici (20) ¢ dC a integrujeme &len po ¢lenu pies vSechny hodnoty (C),
bude vysledek shodny (aZ na jiné oznadenf) s rovnici (40) z ¢lanku [7], tj.

— . 3 3 ]
31%2”1";1‘_2 Zeoi (sim)+mif 5—]‘1“"10- (24)

=1 a=1 * axﬂ

Jelikoz s; = mn; (hustota), je rozmér kaidého élenu (g cmsec—!/cm3sec).
Rovnice (24) urduje tedy zménu hybnosti éistic i-tého druhu v plazmatu za
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jednotku doby a v jednotce objemu, nebo zménu hustoty hybnosti. Druhy
¢len na pravé strané rovnice (24) je prostorové zména tensoru tlaku (el je
jednotkovy vektor ve sméru osy «), posledni élen uddva vlastné hybnost
piedanou pfi sdZkach 8dsticemi ¢-tého druhu &dsticim druhi ostatnich (strho-
vani &astic). S ohledem na wnitini sily (elektromagnetické od prostorovych
naboju a makroskopickych proudi) je vyhodné psat i F;, tj. stfedni hodnota.
sfly pusobici na 8astice 2-tého druhu, nikoli jen F [5].

4. Zakon zachovéini energie a rotatni hybnosti; souhrn

Na rozdil od magnethydrodynamickych aplikaci rovnic (23) a (24) pro
zkoumani laboratorniho plazmatu je mnohdy nevyhnutelné resit energetické
poméry. Je tedy tfeba znat rovnici energetické rovnovahy, nebo piesné feéeno
tvar zakona zachovani energie v plazmatu a jeho exaktni odvozeni. Lze to
udélat takto [3, 5]: VySetiime, demu se bude rovnat vyraz, ktery ziskdme
z kinetické rovnice vynasobenim c¢2 dC a integraci &len po ¢lenu pies cely obor
(C). Z (20) je

[T a0 4 [ore Vaf)dC + o [6HF, Vi) 40 = [t [5]ec- e

Rozebereme nyni tuto rovnici ¢len po élenu.

Prvnf dlen: [c2 2L af’ dC = = [e?f;dC = (n u?) + 2 (n2?).
(0) at (c) t at '
3 3
Druhy &len: (cf)cz(c - Vipli) dC Z ‘Z fc ¢sf: A0 = 4} [Vix) - ()] +
+ (@, . Vix) ut + 02 [Vig - (01)] + (n; "z) V(x)’/’: + V- {n2u;.v; + viv, ]}.
1 — 2
I i L — 2 . . = — — N _. _— — . . .
Tieti ¢len: m, (aj; c¥(F; . Vof;) dC . nzF, . u; m; ni(F;.v,) .

Je mozné podrobnéjsim zkoumdanim sil kolektivniho pusobeni dojit k tomu
[5], Ze v posledni rovnici élen (F; . v;) = 0. Je to zpisobeno tim, Ze slozka sily F;,
odpovidajici kolektivnimu pusobeni, je sama statistickym stiedem a jelikoz

fvdC = 0z davoda symetrického rozloZeni v kolem stiedu rychlostniho
©)

prostoru, bude i cely vyraz (F;.v,;) nulovy
Posledni élen rovnice (25) s ohledem na rovnici (23) je roven:
fe:[%:]ac — % i el ac + s, I Flac + [ o[
(%) 6t (0) 6t
=W~ R) 42, [ v [af'] dc + [ v [(”’] ac.
(a) 6t
Dosadime-li nyni posledni éty'rl vyrazy do (25), dostavame po men&i upravé
rovnici

T

n; [‘a— (u; . Vix)) u? — F ] +ud [aitl + Vizy . (nuy) — J; + Ri] +
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- e o .
+ n; [5_?/3 +(V(x)'L ) ] + 2 [ i v(x) . (niﬁi)]: (26)

= — Vg - {nl2u; . v; +v2) v;]} + 2u; -(f [6]“](10 ' { 2 l:acsft] dc .

(©
Clen s u2 v lomené zavorce je podle (23) roven nule. Clen u v% v lomené zavor-

«ce je roven levé strand rovnice (23). Je tedy mozné za n&j dosadit [ %f'] dc.
@]

Dale plati
ez . dw et —
prai (u; . Vixy) ui = €T F + (Vixr?).u; = T

Zavedeme jests oznadeni (pouzitelné i pro rovnici (24))

f"[ ]dC— 151'; n; [(2u;.v; + v} v,] =D;. (27)

(o) m; .
Upravime-li podle poslednfho rovnici (26) s pouZitim s; = m;n;, bude uz

mnésledujici rovnice vyjadiovat zakon zachovani energie &astic ¢-tého druhu:

du? dof _ _ o/
siw—{—siw—un ;.u; + 2P, . ui—m,-V(X).(D,-—{—m,-(o{( —’u)[ dc.

(28)

V posledni rovnici kaZzdy ze élent ma rozmér (g cm?/cm3 sec?) = (g cm?sec—2/
Jem3sec) = (erg/cm3sec). (28) je tedy rovnice, ktera vystihuje zménu energie
plynu pozustavajiciho z éastic i-tého druhu v jednotce objemu a za jednotku
doby. Jinak Feleno, popisuje zménu hustoty energie &astic ¢-tého druhu za
jednotku doby. Jde o energetickou bilanci, nebot leva strana posledni rovnice
udava dplnou ¢asovou zménu dtverce unasivé rychlosti a dplnou dasovou
zménu &tverce rychlosti neusporadaného pohybu, prava strana pak je tvofena
Sleny, které tuto celkovou &asovou zménu vyvolavaji. Je to pochopitelné.
Ke zménd hustoty energie muze dojit bud zménou kinetické energie uspotrada-
ného pohybu &astic, nebo zménou kinetické teploty plynu, tj. zménou étverce
rychlosti neuspofadaného pohybu [3, 4, 5]. Jde o zménu v zivislosti na Sase
a na prostorovych soufadnicich. To pravé leva strana posledni rovnice vysti-
huje. Prvni ¢len na pravé strané pak ukazuje na prvni pii¢inu této zmény
hustoty energie za jednotku doby. Je to totiz vykon, ktery je pfiveden (nebo
-odveden) jednotce objemu silami, které udrzuji unédivy pohyb. U plazmatu
miuze jit o sily gravitaéni a o sily elektromagnetického ptivodu. Kupf. vnéjsim
elektrickym polem je vytvaien elektricky proud, tedy usmé&rnény pohyb nabi-
tych éastic, mezihvézdnym gravitaénim polem jsou urychlovana oblaka plaz-
matu atd. Pasobi-li tyto sily na rychlost neuspoiadaného pohybu, plazma je
vyhtivino. Druhy &len na pravé strané rovnice (28) znameni v podstaté
vykon pieneseny &asticemi s-tého druhu v jednotce objemu unasivou rychlosti
na 8astice druht ostatnich nebo obracens, a to srazkami vS8ech druht. Vznika
tim bud uspofddany pohyb — strhovan{ éastic jednoho druhu proudem é&astic
jiného druhu, nebo je plazma vyhiivano. Mnohdy proud éastic, ktery vnika
do plazmatu, vyvolava ustdlené oscilace plazmatu na velmi vysokych kmito-
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ttech. Treti ¢len na pravé strané rovnice (28), jak uvidime déle, udava ohiev
nebo ochlazeni, které je zptisobeno kompresi nebo expansi plynu tvofeného
tasticemi i-tého druhu. Koneénd étvrty ¢len rovnice (28) uréuje zisk &i ztratu
hustoty energie za jednotku doby zptsobenou srazkami vSech druhdt mezi
dasticemi ¢-tého druhu a ostatnimi, které plazma vyhiivaji nebo ochlazuji.
Kupi. pruzné srazky elektronti s neutralnimi éasticemi vyhfivaji neutralni
plyn.
Rovnice (28) je rovnici energetické bilance jen 8astic ¢-tého druhu. Pro celko-
vou hustotu energie plazmatu je nutné znit rovnice energetickych bilanci
¢astic v8ech druht, které plazma vytvaieji a hustotu energie elektromagnetic-
kého pole. Pti znalosti excitaénich poméru a hraniénich podminek &tvrty ¢len
na pravé strané rovnice (28) udava pak i energetické ztraty zafenim.

V minulych odstavcich jsme dogli k tomu, %e operace typu [ ¢ f, dC vedly
b (0)

postupné na rovnice

/ = 0 ... rovnice kontinuity ,
J(e) f;dC — Sn= 1 ... zékon zachovani hybnosti (29)
@ n = 2 ... zakon zachovani energie ,

Vys8 mocniny n nevedou k rovnicim dobré fysikalni interpretace a neni t¥eba
jich pouzivat.

Podle rovnosti (29) je zfejmé, Ze integrace se vubec nevztahuje na prostor
plazmatem zaplnény. Jisté ma tedy smysl otazka, zda-li lze najit operaci
obdobnou k (29), kde by se integrace pies prostorové uspoiadini plazmatu
vyskytovala a kde by se pfi tom dochazelo k fysikalné snadno interpretovatel-
nym vysledkam.

Normalisaénim vztahem (18) bylo mo#né z rozd8lovaci funkce ziskat kon-
centraci ¢astic, normalisaénim vztahem (19) pak bylo mozné dostat celkovy
podet ¢astic i-tého druhu, které v plazmatickém oblaku jsou. Na zakladé (19)
ziskdme dalsi zdkony zachovani [8, 5].

Celkova hmota &astic i-tého druhu je M, = m,N;. Zname-li ale celkovou
hmotu a hustotu hmoty jako funkci polohy, mizZeme snadno stanovit polohu
t&zisté. Bude-li totiz r¥ polohovy vektor t&Zisté ve zvoleném soufadnicovém
systému, bude M,;r¥ moment t8zi§té k poditku téchto soufadnic, ktery dle
(19) je mozné psat:

Mr*=m; [nrdX=r*= — [frdQ. (30)
(x) z 2
Derivace r} podle ¢asu udava rychlost, s jukou se bude t&zisté oblaku &astic
1-tého druhu pohybovat. P¥i tom v (30) se vyskytuje souéin rozdélovaci funkce
f: a polohového vektoru. Nasobme tedy kinetickou rovnici (20) r dQ a inte-
grujme pres (£2); Gpravou pomoci (30) a opétnym sefazenim dostaneme

1 0

" (M,r¥) +(£ Vi - ()] rdX =(xj)' (J,— R) rdX. (31)

To je viak rovnice kontinuity nasobend r dX a integrovand é&len po dlenu.
Je to rovnice pohybu tézi§té éastic ¢-tého druhu. Pro rtzné tvary oblaku lze
provést jeji konkrétnéjdi integraci.

Vybereme-li ze systému N; bodi k-ty, bude jeho rotaéni hybnost dana vyra-
zem m,(r, X ¢;). Podle diiv&jiiho pak rotadni hybnost celého oblaku &astic
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t-tého druhu k poéatku soufadnic konfiguraéniho prostoru je
m; [(r x ¢)f;dC =m; [(r X u)) f;dQ +m; [(r xv)};dQ = [s,(r x u;) dX .
2) (£)) (2) (x) (32)

Vynasobime-li (r X ¢) d 2 kinetickou rovnici a integrujeme-li pfes cely obor (£2),
dostavame uz zakon zachovani rotaéni hybnosti:

. 1
i % (rxe)d@Q + [(c.Vpf)rx e)d +— [(F,.Vf)(r x ¢)d2 =
Q) (f2) m; (2)

= f[%:l (r X €)dQ.

2)
Prvni ¢len dava
1 0

0 a
— JfirxedQ =~ fnr Xu,dX =—— Js;r X u;dX.
ot (,!,f ot (xf, m; ot <xf)

Bylo by mo#né pokradovat takto dale. Je vSak zfejmé, Ze integraci pfes
obor (C) ziskdme rovnici zachovani hybnosti, takze

s x X — [nr x FdX — 3 3 [r x e —— (s5,9,) X +
@ ds @ « @ oxp
+ [rxP,dX (33)

x)
je zakon zachovani rotadéni hybnosti.

Jak tedy vyplyva z piedchazejictho, zakladni zdkony zachovani plynou
z Liouvillova teorému. Nejprve dostaneme kinetickou rovnici jakoZto zakon
zachovani hustoty pravdépodobnosti ve fizovém prostoru. Z ni pak operacemi
f(e)* f; dC plynou pro riizna n daléi rovnice, dalf zikony zachovéani, popisujic
)

stav plazmatu. P¥i operaci [ f;r d©2 plyne z kinetické rovnice vztah pro pohyb
)
t8%i8t8, pfi operaci [ f,r X ¢ dQ pak zdkon zachovani rotaéni hybnosti. Ty
9

vystihuji chovani celého plazmatického oblaku. Bylo by moZné pouzit i vys-
gich mocnin r. Kup¥. pro [r%f, dQ plyne vyraz pro moment setrva&nosti atd.
Q

)
Nebo pii pouziti urditych diferencidlnich operaci na kinetickou rovnici vyply-
valy by opét dalii rovnice, bliZe uréujici stav plaumatu. V podstat® viak uve-

dené rovnice vyhovuji praktickym pozadavkim na moZnost vypoétu stavu
laboratorniho plazmatu.

Je tedy zfejmé, Ze kinetickd rovnice (20) je zdkladnim zakonem ve fysice
plazmatu. VSem ostatnim rovnicim je nadiazena. Je mozné tyto rovnice z ni
odvodit.

5. Makroskopicka rychlost

Pti uréitych predpokladech lze makroskopickou (unéivou) rychlost u;
dastic i-tého druhu stanovit ponékud bezprostifednéji, nez je tomu v rovnici
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(24). Nejprve je ale tieba Fici par slov ke srdZkovému élenu [‘;—;ﬁ] Budeme-li

brat v ivahu pouze parové pruzné srazky, lze dojit k vyrazu [1, 3, 4, 5]

k(0

[6(;‘;] = Z f) ({)(f;f;'; — fifx) 0iles; ) ¢, cos 9 deo AC” .
k = ’I:, “ee (34)’

Zde f; je rozdélovaci funkce &astic ¢-tého druhu pied sraZkou, f; po sraZce,
f & fi totéZz pro dastice k-tého druhu, o;; je tzv. srazkovy prifez, c, je relativni
rychlost obou interagujicich &astic, w je prostorovy thel, ¥ pak azimutalni
uhel srazky. Nachazi-li se plyn, pozustavajici z &stic i-tého druhu, v klidu,
nebude rozdélovaci funkce f; zdviset ani na dase, ani na prostorovych soufadni-
cich. Na tento plyn nebude pusobit také z4dnd sila. Potom je ale leva strana
kinetické rovnice (20) nulova. Aby byla nulové i prava strana této rovnice,
tj. aby byl nulovy vyraz (34), musi byt integrand tohoto vyrazu roven nule. .
JelikoZ ani o, ani ¢, identicky nulové byt nemuZe, musf pro plyn ve statisticky
rovnovainém stavu byt splnéno f/f; — fifr = 0. Z této funkciondlni rovnice
je moZné dojit k rozd&lovaci funkei f;, kterd bude vystihovat tuto statistickou
rovnovahu. Jde o Maxwellovu rozd&lovaci funkei [7]. Pfi statisticky rovno-
véainém stavu jde o isotermické plazma.

Laboratorni plazma ve velkém podétu praktickych piipadd se nachazi ve
stavu, ktery je statistické rovnovaze blizky. Lisi -li se tento stav s néjakym
malym parametrem « od rovnovaZného stavu, lze rozdélovaci funkei f; dastic
1-tého druhu podle Enskoga rozvinout v fadu rozdélovacich funkef, kde koefi-
cienty &¢lentt jsou mocniny tohoto malého parametru. Rada m4 tvar f, =
= 4 «f ¥ 4 «¥f® + .... Zde [P je zakladni rozd&lovaci funkce, vysti-
hujici statisticky rovnovazny stav a méa zpravidla vidy vzhled Maxwellovy
rozdélovaci funkce. Je to tedy z hlediska rychlostniho prostoru symetricka
slozka f,. Funkce f{’ a vy¥¥{ jsou pak nesymetrické slozky rozdélovaci funkce f,,
vystihuji odchylku od rovnovazného stavu. Chapman dokazal, Ze posledni
fada neni dobfe pro nabité éastice v elektrickém poli konvergentni. Je pak
1épe rozvinout f; do fady sférickych funkef v rychlostnim prostoru. Rada s prv-
nimi dvéma nejdilezitéjdimi ¢leny ma pak tvar

c.f®

c

fr e, t) = fO + + o (35)

Pri této substituci je moiné vyjadiit srazkovy &len [%] diferencialnim
zapisem [3, 5]

) 3 pfle vt (1) ;
O] o L 2 (kTy v 0 + MY o __'_'_'_f_; m; < my (36)
ot v2 ot \m, A; Ov My Ai ng <L ny

; je volna dréha dastice i-tého druhu.

OLé& omezeni pro hmoty a koncentrace zjednodusuji odvozeni srazkového
dlenu. V poslednim vyrazu je k Boltzmannova konstanta, 7', je kineticka
teplota éastic k-tého druhu. Pro tento druh éastic je pfedpokladiano Maxwel-
lovo rozdéleni rychlosti, pro jednodusi vyjadieni o, je pfedpokladan zane-
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dbatelny pomér (m;/m;) proti jedné. Jelikoz bereme do podtu srazek jen pruzné
srazky mezi ¢asticemi ¢-tého a k-tého druhu, nikoli vzajemné pruiné srazky
tastic ¢-tého druhu, musi byt pro opravnénost této predstavy mnohem mensi
koncentrace &astic i-tého druhu, nez je koncentrace &¢astic k-tého druhu.
Vzorec (36) s uvedenymi pfed-
1 poklady velmi dobie vyhovuje po-
mérum v plazmatu elektrickych
vyboji. Tam hlavnimi nosiéi prou-
du jsou elektrony. Koncentrace
elektront je zpravidla mnohem
mensi, nez je koncentrace neutral-
nich &astic, hmota elektronu je
mnohem mensi, nez hmota této
dastice.
Obratime nyni pozornost na
vzorec (35). Podle obr. 2. zfejmé
plati, Ze

v v
L =cos ¥ = —
v v

, - = cos (90 — 9) cos (90 — ¢) =
2 = sin ¢ sin ¢ ; (37)
. Uy _
Obr. 2. Poméry v rychlostnim prostoru rychlosti v. v cos (90 — J) cos ¢ =
=sindcos¢;

do =sin 9 ddde; dv,dv,dv,; = v2dvde .
Potom oviem

(f) do = 4n (38)

aptic (j,k)=1,2,3
=0prog=r=0,p=1,

/=4_7rpr0q=r=0,p= 2,
vii’?_{qﬂ’dw_/ 3 . .
CIACIAL = _—=0pror=0,p=q =11 %7, (39)

(@) \§=0proq:r=0,p=3,

=0pror=0,p=2¢=114%j,
=0prop=qgq=r=1,1%+j + k.
Podle vzorce (21) s pouZitim rozvoje (37) uréime makroskopickou rychlost

dastic 1-tého druhu. Odchylku od rovnovazného stavu vlivem uspotadaného
proudéni vystihuje funkce f(V. MiazZeme tedy dle (21), (35), (37) a (39) psat, Ze

_ 1 1 1
ii=— [ [viotdvde = — [ [ Delv(f® + 5 2vf) 02 dv doo =
N5 (v) (@) N (v) (w) o B
47 1
] ? _E (')f f;”v" dv . (40)
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Makroskopicka rychlost u; je tedy zavisla jenom na fi'. K dalsimu jejimu
vyjadfeni musime znat bliZze tuto ¢ast rozdélovaci funkce. Uréime ji z kinetické
rovnice (20), do které jednak dosadime za srazkovy é&len z vyrazu (36), jednak
rozvedeme f; podle (35). Budeme pro daldi odvozeni pfedpoklddat, Ze na elek-
tricky nabité &astice i-tého druhu plsobi jen sily elektromagnetického piivodu,
dané intensitou elektrického pole E a magnetickou indukei B. Kineticka rovnice.
bude mit nyni tvar (jednotky CGSE):

(F;’ l"Z V. f(l)) Ty, V(X) (1(0) va:l’) + 9 [E + ci (v X B)] . V(c)
0

m;

v v? v my A; oV 1,-

Zde g, je elektricky naboj éastice i-tého druhu, c, je rychlost svétla.

Rovnici (41) vynasobime nejprve dw a budeme integrovat pies viechny
mozné sméry rychlosti v. Potom budeme rovnici (41) nasobit vdw a opét ji
budeme integrovat élen po ¢lenu pres celé (w). Dostaneme tak pro dvé neznamé
funkee f a f*’ dvé rovnice. Podrobné provedeni téchto dvou nikoli obtiznych
tikont je kupt. v [5]. Vysledkem jsou rovnice:

afw> Y 1g 1 wy _ L o (ET o0
T3 2E):t:‘,,+3mvz2 “6 )—UZEv(mkl v

nfm_{_v eof@+ q'gaf + 9 (Bxf}“):—ﬁ |

¢ ox, m; ov m,C, A

f(o) .

mgl
(42)
Z téchto rovnic je mozné stanovit f a f{. Nejsou-li rozdélovaci funkce
zavislé ani na dase, ani na prostorovych soufadnicich a je-li B nulové, zmiz{
z (42) &leny s derivaci podle ¢, z, a ¢len s B, takZe po mensi upravé dostdvame

piimo pro elektrony (e, je naboj elektroni, index e je pro elektrony, index g
pro neutralni ¢astice):

1 0(1 of® kT, of® ot
—_ 2 )= 2 9 %e eVt —
{ (me) E l ov + male fe } 0

v2 v |3 myh, €V

[ A

Posledni rovnice musi platit pro vSechna v, tedy i pro v = 0 a v > 0. Pak
musi byt &len ve svorce rovny nule. Lze potom snadno uréit f©. Budeme-1li
jesté predpokladat, Ze

v
le = =
= (43)

kde v, je tzv. srdzkova frekvence elektronu, bude

m,v?

_ 1.
kT, + -i- m, (-e“—]_?—)

U

(44)

0 —
© — konst . exp

to je ale Maxwellova rozdélovaci funkce. Neutralni &astice maji teplotu 7',.
Elektrické pole, které pusobi jenom na nabité elektrony, zvySuje jejich kine-

691



tickou teplotu. Jmenovatel exponentu vzorce (44) je totiz mozné upravit:

2kT,+§mg(7—Z£) —2k[T + 32 (e°E)]=2kT,,

eve eve

T, =T, + ’;ik (ﬁ"i)2 : (45)

myv,

tedy 7', > T, jak bylo dluzno odekavat.

Obratime nyni svou pozornost k urdeni funkce f&. Budeme zatim i nadale
ptedpokladat, Ze B = 0, Ze f\* a f* nejsou na ¢ase a na prostorovych soutadni-
cich zavislé a Ze plati (43). Potom druhd rovnice (42) poskytuje p¥imo vyraz
pro ¥, ktery po dosazeni do (40) dava:

_ &
u, = v E, (46)

coz je Langevinuv vyraz pro unasivou rychlost elektronil.
Uréime nyni ze druhé rovnice (42) f’ (a tim vlastné u,) jen s jedinym ome-
zenim — rozdélovaci funkce necht nenf zavisla na ¢ase. Po mensi upravé plyne

l af(l) af(o)
@ __ 0 B Y =0 e’ 0
f mcov X0 = m, v 61} A”;axae""
Nejprve budeme tuto rovnici nasobit zprava vektorové B, pak znova tutéz
rovnici skalarng B. Z takto vzniklych rovnic dojdeme delsi ipravou ke koned-
nému nazornému vysledku:

1 eole 1 eyl,.\?
0 E e my (E x B) + o (E.B) B
f(l) . 60}.6 8fs 0 e 0 e
© T mu v 1 ed, p)® N
L (o )
af(O) 0 1e f(O) 0 1 e(]}‘e 2 8]':0)
zz e_"_ (Z e, XB) (%E—e” ZEB‘ZB (47)
T e 1 e, p\ ’
L+ (co mv B)

Tato rovnice uréuje vlastnd unadivou rychlost elektronu u, jako funkeci
9, E a B. Zrovnice (47) je zfejmé, Ze existuji dva vyznamné uspoiadané prou-
dy elektronu (a viubec vSech nabitych &astic v plazmatu), z nichZ kaZdy ma
tii slozky. Prvni usporadany proud je zpisoben elektrickym polem o intensité E.
Neexistuje-li elektrické pole, neexistuje ani tento proud. Druhy proud je zpuso-
ben prostorovou zménou symetrické éasti rozd8lovaci funkce f®. Jelikoz
zavisi obecnd na koncentraci elektronii n, a kinetické teploté elektronu 7,,
je tento druhy proud proudem difusnim, at uz zpisobenym prostorovou zmé-
nou koncentrace $astic nebo prostorovou zménou kinetické teploty. Na oba
tyto proudy pusobi pak magnetické pole. Prvni slozka obou proudi neni na
magnetickém poli zavislad. Elektrony proudi déinkem pole nebo difusi neza-
visle na sméru B, jenom rychlost je zmensena &lenem s B ve jmenovateli.
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Druhé sloZzka obou proudi je kolmé na sloZku minulou a na smér vektoru
magnetické indukce B. Dava vznikat Hallovu napéti v plynném plazmatu.
Tteti slozka obou. proudt mé smér B. Tyto t¥i slozky unasivé rychlosti zapti-
éinuji ruzné pozoruhodné jevy (magnetohydrodynamické), napi. stahovani
elektrického vyboje k ose trubice, vznik vifeni, vin atd.

6. BliZ8i uréeni nékterych €lenti zakladnich rovnic

Vyjdeme z rovnice zachovani hybnosti (24). V&imneme si jednotlivych &lend.

Pro jednoduchost ze &lenu n; F; budeme uva%ovat jen vyraz, vyjadiujici piiso-
beni vnéjsiho gravitaéniho pole, tj.

nf; = — sVe,, (48)
kde @, je gravitaéni potencial.
Pfejdeme na tensor tlaku ZZeg(sivavﬂ). Jeho slozka je (s,v,v5). Musime uréit

LN
stfedni hodnotu soudinu sloZek rychlosti. K tomu je nutné znalost rozdélovaci
funkee f;, nebot W,,; = s,(v,v5) = m; [ vvsf; dC. Je-li rozdélovaci funkce
©)

zcela obecnd, neni mozné posledni vzorec vice upravovat, pouZije-li se viak
rozvoj (35), 1ze k urditym zavéram dojit. Dostavame

‘I’mﬁ—m f fv vﬂ(f" + - zv f‘l’) v?de dw = m; ff‘°’v4dw f—_ﬂd") +
(@)

vUﬁy

b3 [ ede [0 Yo,

" v v v

Podle (39) ma prvni ¢len smysl pouze pro « = 8, druhy &len je nulovy. Tedy

S 4
Visa = 8i(VaVp)a=p = M, f f®vidv. AvSak podle definice efektivni hodnoty je
4 [ 2(fO?) dv = n,v2; a podle piedstav kinetické teorie plyna [5] tlak je
()
Pi=73 mmw k. Potom uz

E
Visa = P ;g e — o, (8,0,05) Zea 6xa p; . (49)

Rovnice (49) pii soumérném rozdéleni rychlosti ¢astic kolem poéatku rychlost-
nfho prostoru dochazi k obydejnému tiisloZkovému gradientu hydrostatického
tlaku. Jinak je ¥,,; tensor o deviti slozkach.

Rozebereme nyni &len P;. Pro srazkovy &len uvizime jen pruiné sraiky, tj.
df;

dosadime do prvni rovnice (27) za [ 5

] ze vzorce (36). Pro P; potom je:

— 1 o | kT, of”
= m; - + ©) 492 _
P, = m, (1;( p 8v[ TRy mkl f ]v dv(mf) vdw

—m; Z Zeﬂ ff‘“v‘*dv fv l;fdw

(v) i
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S ohledem na rovnice (39) a (40) pii predpokladu, Ze volna draha 4; je vyja-
dfitelnd obdobou vyrazu (43), bude P; rovno A

’Ti = — mnu; ZM = —su; Zﬂ-k- (50)
i x %

Fysikalni vysvétleni posledniho vysledku je jednoduché. Tato rovnice uréuje
velikost a smér hustoty hybnosti pfedané za jednotku doby &asticemi i-tého
druhu &asticim k-tého druhu. Jde o strhovani &astic k-tého druhu éasticemi
druhu i-tého, nebo fedeno obrazné, jde o ,,brzdéni‘‘ pohybu &éastic i-tého druhu
v prosttedi, které je vyplnéno ¢asticemi k-tého druhu. Je pochopitelné, ze se
zde uplatiiuje pouze unaliva rychlost. P¥i nepravidelném tepelném pohybu,
jelikoz rozloZeni rychlosti je soumérné k podatku rychlostniho prostoru, je
predand a piijatd hybnost pf¥i vektorovém souétu se vSech sméra nulova.

Shrnutim poslednich vysledki dostdvame nyni rovnici pro hybnost ve
tvaru:

du,
8 S = — 8; Vo, — Vp; — su; Z Vi (51)
ds %

Budeme-li nyni uvazovat takové medium, ve kterém élen s ¥;, je nepatrny
a nahradime-li (—Vg,) vektorem gravitaéniho zrychleni g, bude rovnice (51)
nyni vypadat takto:

da,

1
L —g - _Vp, 2
7 =85 VP (52)

To je ale Eulerova rovnice pro proudéni nestladitelné kapaliny, tj. jedna
ze zakladnich rovnic hydrodynamiky.

Prozkoumame nyni blize jednotlivé éleny rovnice zachovani energie v plaz-
matu (28). Ze 8lenu se silou F; ponechame, jako v pfedchazejicim ptipads, pouze

vnéjsi gravitaéni pole, tj.
an, . ﬁ,- = — Siai . V(po = Siai . g . (53)

Urdime dale &len (—2[s;) P;.u;. To lze udélat jednoduSe vynisobenim
vzorce (50) skalarné vektorem unasivé rychlosti, tj.

2 — _ _
—— P, = 23 > i (54
3 k

Tato rovnice urduje vlastné ztratu energie d&astic ¢-tého druhu v jednotce
objemu za jednotku doby srazkami s ¢asticemi jinych druh@. MuzZe jit o srazky
pruZné i nepruzné. Uplatiiuje se zde pouze usporadany pohyb.

Z minulého vysledku bude jasny i dalsi ¢len, tj.
1 of: | 1 [af ] TH [ ]
— 2 dC = — do — = dc .
n; <cf) v* = [5h n; <v( n; (of> ot

Druhy ¢&len na pravé strané dle Gprav pro rovnici (23) je

.y W ] A0 = — (B /n )], — R) . (55)
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Tento vysledek udava vlastné ztratu energie nepruznymi srazkami ionisa¢nimi,
nebo zisk energie rekombinaénimi srazkami.

Prvni élen uréime se srazkovym ¢lenem (36):

1 o [vET, of® = mot
- 2 do = = 2 __ k ZJi i ) d dow —
n; (Of) v [ ] n; (i v o (mk}*i ov + mA; f ) v(wf) ®

-—-—ff—;:'uzdv [vdw.
Ny w) A (o)

Clen s f® je podle (39) nulovy Clen s funkef f/© je dale:
dn = . 9 [vkT, 8]“” mvt (o)

ml v

3’:an = v2, podle kinetické teorie je pii Maxwellov®

(2

a pfi (43) s ohledem na
rozdglovaci funkei f
1 of: _ 2m, T\ -
E(‘{v[a]dc ‘hzk:mk (1—7.’—1)1’“(. (56)

Tento ¢len urduje tedy pii pruznych srazkich ztratu neuspofddanym pohy-
bem.

Zbyva rozebrat élen (—1/n;) V . @,. Podle (27) nejprve

n,(2u; .v;) v, = f .v)v [, dC = 2223,9"1(: v4f‘°’d f vﬂd -+

—}—2222% Uia fv4f‘” dv f Ya vﬂvﬂd

(@) v v

Podle (39) je druhy é&len nulovy, prvni mé smysl jen pro « = 8. Tedy

—_ ]. o “Ta-—-_ 1\ __
2 > elu,, 5 4 J v f® dv =n,(2u; . v,) v, .
-2

Jelikoz 4~ f vif® dv = v2,;n, a dile —; m;n;vd; = p;, je prvai ¢len @,

2
m, pu; . (57)
Druhy é&len @; je:

v, — JowhidC = [P dv [vdo + 3 5e [vfgde | = do

(2) a f (v) (@)

Podle (39) je vyraz s f¥ nulovy, vyraz s f) mé smys] zase jenom pro & = f,
takze

(-2

4
Set " [vfRdy = — [ o) do .
3 ) 3 o
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Podle (40) je s ohledem na definici stfedni hodnoty [5]

— _ 3
nv3v; = nud, = o pl; . (58)

Settenim (57) a (58) je pak obecné

konst _
Jp— u. . 5
& = =22 pa, (59)

i

Rozmér p,u; je (dyn cm/cm?sec) = (erg/cm?sec), coz je rozmér vykonu na
jednotku plochy. Znamena to, Ze ¢len V . ®; uréuje ptiristek nebo Gbytek
hustoty energie za jednotku doby kompresi nebo expansi plynu &astic i-tého
druhu. Konstanta uréuje pak kvalitu termodynamické cesty, po které se tato
expanse nebo komprese déje.

Ptredchazejici vysledky je mozné uZz dosadit do rovnice energetické rovno-
vahy. Po mensi Gpravé plati, Ze

du?  doly _ konst. _
=2 Y o g — Lo —
de + dt Ui - & S; V. pl,
_ — 2m; T\ - v?
— 2u} Z Vi — Vs ; - (1 — Tz) Vie — mf: (J; — Ry). (60)

Leva strana posledni rovnice udava v podstaté dasovou zménu energie éastic
1-tého druhu, a to kinetickou energii uspofadaného pohybu a kinetickou energii
neusporddaného pohybu, tj. vnitini energii. Na pravé strané rovnice (60) jsou
pak pii¢iny této ¢asové zmény. V piipad® nulové makroskopické rychlosti
je vnitini energie plynu &astic ¢-tého druhu ménéna pouze pruinymi a neprui-
nymi bezprosttednimi srazkami. Pruzné srazky ptispivaji k energetické bilanci
jen potud, pokud 7, + T,. Pii T, < T, &astice i-tého druhu energii ptedavaji,
plyn i-tych éastic se témito srazkami ochlazuje, pii T'; << T je tomu obracené.
Pii expansi nebo kompresi musi byt vzdy unasiva rychlost nenulové.

Zanedbame-li v (60) srazkové ¢leny a vZ,, je

du? _ konst. _ :
T;: u,. g — 5. V.pu;. (61)

Rovnice odpovidd mediu, které proudi vysokou rychlosti p¥i malé rychlosti
neuspofaddaného pohybu.

Pti ustaleném proudéni, kdy % = 0, je s pomoci vyrazu pro (du?/dt)
_ _ _ 0
2. g = 20, . (—Vp,) = — 2 2 Wi 5 Po =

_ 0 _
= —2 (gum B—:Ua) Po = — 2(u; . V) @,
V rovnici (61) konst. = 2, nebot pro tento élen plati pouze vzorec (57). Vzorec

(58) byl odvozen pti nenulové funkei f’, ktera vSak pti takto definovaném
proudicim mediu postradd smyslu. Vyslovime-li je$té poZadavek nestladitel-
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ného media, nebude s; funkei soufadnic z, Za téchto podminek rovnice
kontinuity (23) po vynéasobeni m; poskytuje: V. u;=0. Podle toho — ?2 Vpa; =

2 _ 2 < Op;
5 Ui Vs : zum e

Ts-_ (u; . V) p;. Pro rovnici (61) pak
dostavame (7;.V)u: = — 2(u;.V) ¢, — SE(Ei . V) p;. Po mensi tpravé pak
73 _ 3 ,
WD) Y @ V) g+ @) D =0, 6@ V) [ g+ %}: 0=

_, _

- ‘-‘_)—‘ 1oy - % — konst. (62)

Rovnice (62) je Bernoulliho rovnici pro nestladitelné kapaliny. Je to tedy
dalsi ze zakladnich rovnic hydrodynamiky, na kterou lze jednu z rovnic plaz-
matu pievést. (Jelikoz zemské gravitaéni pole 1ze pii uvedeném zkouméni po-
vaZovat za homogenni, je ¢, = gh, kde A je vyska nad zemskym povrchem.)

Z Liouvillova teorému, jako zakladniho zakona zachovani rozdélovaci
funkce — hustoty pravdépodobnosti — ve fazovém prostoru, plynou v8echny
dalsf fundamentalni rovnice fysiky plazmatu. Z nich je mo#né dojit pfi uréitych
zjednoduSenich k rovnicim hydrodynamiky. Kineticka rovnice je nadiazena
rovnici kontinuity, rovnici pro hybnost atd. Tyto rovnice jsou pak obecné&jsi
ne% hydrodynamické zdkonitosti. Pro fe$eni pomért v laboratornim plazmatu
se uvedenych rovnic velmi dasto pouziva.
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NEKOLIK POZNAMEK O DOSAVADNIM VYVOJI
PALIVOVYCH CLANKU

A. Foir
Katedra obecné fysiky matematicko-fysikdinié fakulty KU¥*)

V dosavadni praxi bylo nutné nejenom poéitat 8 omezenou tdinnosti tepelnych zaii-
zeni, podléhajici termodynamickym zékontun pfemény tepla na mechanickou energii,
ale bylo nutno tuto mechanickou energii pfeménit v elektrickou pfidavnym zafizenim.
V posledni dobé se proto vyvinula snaha obejit omezeni & hledat moZnost Géinné a pfHmé
pfemény tepla v elektrickou energii.

*) Podle Nature 186/1960/,589.
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