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ALGORITMUS
(Filosofskaja enciklopedija)

V. USPENSKIJ

Algoritmus je jednim ze zakladnich pojmi logiky a matematiky. Je to pfesny
predpis, jimZ je jednoznaéné uren podetni proces vedouci od podate€nich dat, jeZ
mohou byt variabilni, k hledanému vysledku.

Slova, vypodty, podetni, resp. vycislitelny, s nimiZ se v souvislosti s tim setkavame,
neni na misté chapat v izkém smyslu &iselnych vypod&ti. Tak jiz ve $kolském vykladu
algebry se mluvi o poditani s pismeny, a i kdyZ zde pismena jeSt& zastupuji ¢isla, ob-
jevuji se jiZ v aritmetickych vypoétech symboly neoznaujici Zadné veli€iny: zavorky,
znak rovnosti, znaky aritmetickych operaci. MiZeme jit v tomto sméru dale a zkou-
mat vypodty s libovolnymi symboly a jejich kombinacemi; pravé v tomto Sirokém
smyslu chidpeme terminy vypocty, vy¢&isleni pfi popisu pojmu algoritmus. Tak mtzZe-
me mluvit o algoritmu pfekladu z jednoho jazyka do druhého, o algoritmu prace
vlakového dispefera (zpracovavajiciho informaci o pohybech vlakld v piikazy) a
o jinych pfipadech algoritmického popisu procest fizeni, jeZ zkouma kybernetika.

VYZNAM POJMU ALGORITMUS

Slovo algoritmus vzniké v 9. stoleti (je odvozeno z vyrazu algoritmi, ktery je zase
latinskou transkripci — provedenou zfejmé& ve dvanactém stoleti — arabského jména
chorezmijského matematika AL-CHOREzMI). V dne$ni dobé se setkavame s nejjedno-
dussimi algoritmy jiZ na zékladni kole: jsou to algoritmy aritmetickych operaci. (Ve
sttedovéké Evropé se algoritmem nazyvala pravé soudoba Skolska aritmetika, tj.
desitkova pozi¢ni soustava zapisu &isel a umeéni pocitani v této soustavé, nebot Al-
Chorezmiho pojednani bylo jednim z prvnich, ne-li viibec prvni, jehoZ zasluhou se
Evropa seznamila s pozi¢ni soustavou.) Zdirazn&me, e na zékladni ¥kole se dbé pie-
dev§im algoritmické stranky s¢itani. Rovn&Z fikame-li, Ze ¢lov€k dovede séitat, ne-
mame zpravidla na mysli, Ze pro dv& libovolna &isla dokaZe diive ¢i pozd&ji nalézt
jejich soulet, nybrZ Ze ovladé n&jaky jednotny postup scitani, tj. algoritmus s¢itani,
jejz dovede aplikovat na libovolné dva konkrétni zapisy &isel. (Pfikladem takového
algoritmu je znamy algoritmus s¢itani &isel po sloupcich.)

S algoritmy se ve véd& setkivime na kaZdém kroku: umét fefit ilohu obecné zna-
mené vZdy v podstaté ovladat né&jaky algoritmus. Pojem ulohy v obecném tvaru se
zpfesiiuje pomoci pojmu hromadného problému. Terminem problém miiZeme rozumét
ulohu nalézt objekt majici jisté vlastnosti; tento objekt nazyvame feSenim problému.
(Specialng: feSenim problému nalézt kladnou ¢&i zdpornou odpovéd na n&jakou otazku
je odpovéd ano nebo ne na poloZenou otazku.) Problém je nefeSitelny, nema-li feSeni,
tj. neexistuje-li objekt, jenZ by mél poZadované vlastnosti. Je proto zfejmé, Ze nefesi-
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telnost problému nés neopraviiuje k agnostickym zavérlim; naopak, zjiSténi nefeSi-
telnosti konkrétniho problému je diileZity akt poznani. Hromadny problém vznikd
shrnutim celého souboru jednotlivych, jedineénych problému a zaleZi v poZadavku
nalézt obecnou metodu (tj. algoritmus) jejich feSeni. Pod nerozhodnutelnosti hromad-
ného problému rozumime pak nefeSitelnost Glohy najit odpovidajici algoritmus.
Hromadné problémy jsou mimofadné charakteristické a zavaZzné pro logiku a mate-
matiku. Dokonce i feSeni jedineénych problémil je ¢asto cenné pravé proto, Ze za-
roveti umoZiiuje nalézt obecnou metodu feseni celé tfidy problémil; na druhé stran&
sama formulace hromadného problému obsahuje v sob& akt pfemény urcité tidy
problémt v jedineény problém — problém nalezeni algoritmu pro feSeni vSech
problémi z této tfidy; zde se projevuje souvislost takovych kategorii dialektiky jako
jedine&né, zvlastni a obecné. Uloha, jakou hraji hromadné problémy, uréuje vyznam
algoritmi.

Zji§téni, Ze uréity hromadny problém je nerozhodnutelny (tj. Ze neexistuje jednot-
ny algoritmus, jenZ by umoZnil nalézt feSeni vSech jedine¢nych problému dané sé-
rie), je velice zavaznym aktem poznani, jenZ ukazuje, Ze k feSeni konkrétnich jedinec-
nych problémi je principialn& zapotfebi metod specifickych pro kazdy takovy pro-
blém. Existence nerozhodnutelnych hromadnych problémi je takto konkrétnim
ztélesnénim nevyderpatelnosti procesu poznani.

Konkrétni jevy, které vedly k vytvofeni pojmu algoritmus, zaujimaly odedavna
duleZité misto ve véd€. Mnoho uloh vznikajicich v matematice a logice zaleZelo v hle-
dani raznych konstruktivnich metod. Hledani takovychto metod, jeZ nabylo na inten-
zit& zv1ast€ v souvislosti s vytvofenim vhodné matematické a logické symboliky, jakoZ
i uvédomeéni si toho, Ze v fad€ pfipadi tyto metody principidln€ neexistuji — to vie
bylo mocnym c¢initelem ve vyvoji védeckého poznéni. Uvédomeéni si nemoZnosti
fesit libovolnou ulohu p¥imym vypodétem vedlo v 19. stoleti k vytvofeni koncepce
teorie mnoZin. Teprve po obdobi bouilivého rozvoje této koncepce, v jejimZ ramci
viibec nevznika otdzka konstruktivnich metod v jejich soudobém pojeti) se v posled-
nich desetiletich ukazalo, Ze je moZno se znovu vratit k otazkim konstruktivnosti,
ale jiZz na nové Grovni, obohacené pojmem algoritmu, ktery zatim vykrystalizoval.
(To je opé&t dalsi ilustrace Leninovy teze o spirdlovitém charakteru vyvoje poznani.)
A i kdyZ pojem algoritmus neni abstrakci, jeZ by §la tak daleko jako napf. pojem
mnoZina, nelze pokladat za ndhodné, Ze pfesny vyznam pojmu historicky prvého
byl explicitné formulovan pozdgji neZ u druhého.

PRIKLADY ALGORITMU

Podobné jako pojmy mnoZina, pfifazeni, pfirozené ¢islo, relace atp. je i pojem
algoritmus prvotnim logicko-matematickym pojmem (jednou z kategorii logiky a ma-
tematiky). Nelze jej formalné definovat jednodu$§imi pojmy, nybrZ abstrahujeme
jej (tak jako i jiné matematické kategorie) bezprostfedné ze zkusenosti. Pojem algo-
ritmus si miZeme osvojit pouze na pfikladech.
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Pfiklad 1. MoZnymi vychozimi daty jsou koneéné neprizdné kombinace sesta-
vené z &arek (I), tj. objekty I, II, III atd. Algoritmus je dan t&mito pravidly (ktera je
tfeba provadét podinaje pravidlem 1):

1. Podtrhni &arku, ktera je prvni zleva, a pfejdi k provedeni pravidla 2.

2. Nadepi§ pruh nad ¢arku, ktera je prvni zprava, a pfejdi k provedeni pravidla 3.

3. Pohled na podtrZenou &arku, a neni-li nahofe opatfena pruhem, pfejdi k prove-
deni pravidla 4.

4. Pohled na &arku, kterd nésleduje bezprostfedné za podtrZenou ¢arkou; neni-li
nahofe opatfena pruhem, pfejdi k provedeni pravidla 5; je-li nahofe opatfena pruhem,
pfejdi k provedeni pravidla 7.

5. Pfenes spodni pruh z podtrZené &arky na &arku bezprostfedné nésledujici a
piejdi k provedeni pravidla 6.

6. Pfenes horni pruh z ¢arky jim opatiené na ¢arku bezprostfedné pfedchazejici
a pfejdi k provedeni pravidla 3. _

7. Sma? &arku opatfenou hornim pruhem a viechny &arky, které za ni nésleduji,
a prejdi k provedeni pravidla 8. _

8. SmaZ spodni pruh u podtrZené &arky; to, co zbylo, je vysledek.

Aplikujeme-li tento algoritmus na kombinace I I I 1, zvolenou za vychozi (vstupni)
udaj, dostaneme postupné: podle pravidla 1: 1111, podle pravidla 2:II11, podle
pravidel 3, 4, 5: 1111, podle pravidel 6, 3,4:1111I, podle pravidla 7:11, podle
pravidla 8:11 (vysledek). Pokusme se vSak aplikovat algoritmus na kombinaci
ITI! Dostaneme: podle pravidla 1:II1, podle pravidla 2:1I1, podle pravidel
3,4,5:111, podle pravidla 6:I11; ddle mame piejit k provedeni pravidla 3, ale
pravidlo 3 lze provést jen za podminky, e podtrZena ¢arka neni opatfena hornim
pruhem. Pro situaci, jeZ se takto vytvofila, neobsahuje tedy algoritmus pokyny, jak
postupovat dale; doslo k tzv. bezvyslednému zastaveni (k zastaveni, s nimZ neni spo-
jeno obdrZeni vysledku). Snadno si povi§imneme, Ze obecné na§ algoritmus da vysle-
dek tehdy, aplikujeme-li jej na libovolnou kombinaci sudého poctu &arek, a Ze v tom
pfipadé se vyslednd kombinace sklada z polovi¢niho poétu &arek; algoritmus neda
vysledek, aplikujeme-li jej na libovolnou kombinaci lichého poctu &arek.

Piiklad 2. V logice a matematice nazyvame kaZdy konecny soubor znaki abece-
dou, znaky, z nichZ? se sklad4, pismeny abecedy a konetnou (véetn& prazdné) posloup-
nost za sebou napsanych pismen né&jaké abecedy nazyvame slovem v této abecedé.
Tak napf. arabské Cislice tvoii abecedu a kaZdy desitkovy zapis celého &isla je slovem
v této abecedé&.

Zkoumejme abecedu (a, b) ze dvou pismen: a a b. P¥iklady slov v této abeced&: b,
ab, bba, aaababb atd. Smluvme se, Ze pfechod od jednoho slova v této abeced€ ke
druhému slovu v téZe abecedé¢ budeme nazyvat pfipustnym, jestliZe ho lze provést
pouZitim jednoho z téchto dvou pravidel:

1. Ma-li slovo tvar aP, kde P je libovolné slovo, pfejdeme ke slovu Pb.

2. Ma-li slovo tvar baP, kde P je libovolné slovo, ptejdeme ke slovu Paba.

Déle stanovme tento pfedpis: ,,Vyjdi z né&jakého slova (zvoleného za polatecni
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data) a provadéj pfipustné pfechody do té doby, dokud nevyjde slovo tvaru aaP; kdyZ
vyjde slovo tohoto tvaru, odstraii vném prva dvé pismena a to, co zlstane, je vysle-
dek.* ProtoZe pokaZdé miZeme realizovat nejvyse jedno pravidlo pfechodu, je uvede-
ny predpis algoritmem, jehoZ moZnymi potatednimi daty jsou slova v abecedé (a, b).
Zvolme za pocatedni data slovo babaa. Podle pravidla 2 dostaneme baaaba.
UZijeme znovu pravidla 2 a dostaneme aabaaba. Podle naSeho predpisu se musime
zastavit; vysledkem (aplikace algoritmu na slovo babaa) je baaba. Zvolme za pocatecni
data slovo baaba. Podle pravidla 2 dostaneme abaaba. Podle pravidla 1 dostaneme
baabab. Dale dostaneme postupné abababa, bababa, atd. Lze dokazat, Ze tento proces
nemiZe byt nikdy zakoncen (tj. nikdy nevznika slovo, jeZ by za¢inalo dvéma pismeny
a, a pro kaZdé ze ziskanych slov bude moZno uskuteénit pfipustny pfechod). Algo-
ritmus tedy nedava vysledek, aplikujeme-li jej na slovo baaba. Zvolme za pocatetni
data slovo abaab. Postupné dostaneme baabb, abbaba, bbabab. Dale nelze uZit ani
jednoho z pravidel 1, 2 a zaroveil jsme nedostali vysledek. Proto aplikace algoritmu
na slovo abaab rovnéZ nedava vysledek.

ZAKLADNI RYSY ALGORITMU

Podle A. A. MARKOVA jsou pro algoritmus charakteristické tyto zakladni rysy:
a) urditost (jednozna¢nost) algoritmického pfedpisu, kterd zaleZi v jeho pfesnosti, ne-
ponechavajici mista pro liboviili, a v jeho obecné srozumitelnosti (disledkem této
jednoznacnosti pfedpisu je determinovanost algoritmu: kaZzdé stadium procesu uréuje
jednozna¢né nasledujici stadium); b) hromadnost, zaleZejici v tom, Ze kaZdy algorit-
mus milZe vychéazet z vychozich dat, jeZ jsou v jistych mezich variabilni; c) rezultativ-
nost (i&elnost), zaleZejici v tom, Ze je zaméfen na ziskani hledaného vysledku. Determi-
novanost algoritmu zabezpec€uje to, Ze jedna osoba jej miZe sdélovat druhé tak, Ze
tato druha osoba dovede provadét algoritmus bez icasti prvé; taZz vlastnost determi-
novanosti umoZiiuje svéfit provedeni algoritmu stroji. Hromadnost algoritmu pied-
pokladé, Ze existuje n&jaky soubor (pro riizné algoritmy obecné rizny) moZnych
vychozich dat. Jakym zpusobem je tento algoritmus stanoven, je jiZ jina otazka.
Obecné 1ze predpokladat, Ze soubor moZnych vychozich dat odpovidajici n&jakému
algoritmu neni stanoven oddélené od algoritmu, nybrZ pfimo tvofi pfirozenym zpi-
sobem soucést definice tohoto algoritmu (tak napf. pro algoritmus s¢itani po sloup-
cich se pfislu$ny soubor sklada ze viech dvojic zapist Cisel v desitkové soustavé). Kdyz
volime né&jaky konkrétni objekt za pocateéni data algoritmu, mluvime o aplikaci algo-
ritmu na tento objekt. JestliZe algoritmus pfi aplikaci na n&jaky objekt da vysledek,
fikdme, Ze je aplikovatelny na tento objekt. Rezultativnost algoritmu nikterak nezna-
men4, 7e algoritmus musi byt aplikovatelny na libovolny objekt z pfislu§ného soubo-
ru podate¢nich dat (viz p¥ikl. 1 a 2). Zde je vhodné pfipomenout, Ze Ize sestrojit tako-
vy algoritmus, Ze k nému neexistuje Zadny jiny algoritmus, ktery by u libovolnych
vychozich dat prvého algoritmu dovedl rozpoznat, zda je na né& prvy algoritmus
aplikovatelny, ¢i nikoliv.
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ZAKLADNI ABSTRAKCE TEORIE ALGORITMU

Ve védecké praxi se vytvofila fada abstrakei specifickych pro matematiku a logiku.
Takovymi abstrakcemi jsou predev§im abstrakce aktudinitho nekoneéna, abstrakce
ztotoZnéni, abstrakce potencidlni uskutecnitelnosti. Sovétsky védec A. A. MARKOV
ukazal, Ze dvou naposled zminénych abstrakci je zapotfebi pfi studiu algoritmi. Al-
goritmicky proces je rozdélen na jednotlivé kroky, z nichZ kaZdy je podle pfedpo-
kladu natolik elementarni, ¢ moZnost jeho faktického uskutelnéni nevyvolava
pochyb. Zaroveii podet té&chto elementarnich kroki, jakého je zapotfebi pro zis-
kéni vysledku, miZe byt natolik veliky, Ze dosaZeni vysledku miZeme pokladat za
prakticky neuskutecnitelné. AvSak pfedstava praktické uskuteCnitelnosti ¢i neusku-
teénitelnosti ur¢itého po&tu kroki je relativni. Mé&ni se s rozvojem podetnich prostfed-
ki (v zasadé se miZe ménit i pfedstava elementirnosti jednotlivého kroku). Proto
v teorii algoritmi abstrahujeme od ,,praktické uskute¢nitelnosti a pokladame za
uskutecnitelny libovolny koneény pocet krokill. Tim pfipoustime pfi studiu algoritmii
abstrakci potencialni uskutednitelnosti: tato abstrakce zaleZi v tom, Ze abstrahujeme
od reélnych hranic nafich moZnosti. Rozvoj rychlych elektronkovych poéitagii rychle
posunuje tyto hranice stale dal a dal. To, co bylo jen potencialné uskute¢nitelné viera,
stava se prakticky uskute¢nitelnym dnes. To sbliZuje teorii algoritmi s praxi prace na
poditacich strojich a umoZiiuje, Ze tyto dvé discipliny se navzijem obohacuji. NeZ je
moZno stroji pfedat feseni n&akého souboru tloh, je nutno pfedb&Zn& sestavit algo-
ritmus feSeni. Sestaveni takovéhoto algoritmu ma zpravidla pricipidlni vyznam (tak
napf. v problému strojového piekladu je hlavni dlohou pravé sestaveni algoritmu
prekladu).

Abstrakce potencidlni uskutednitelnosti je nezbytnd nejen pfi zkoumdni algorit-
mickych procesl, nybrZ i pfi zkouméani samych objektd, jeZ vstupuji do téchto pro-
cesil (v€etné vychozich dat a vysledkil). Tak napf. abychom mohli mluvit o libovolném
piirozeném Cisle (pfesné&ji o zapisu tohoto ¢isla napf. v desitkové soustavé), musime
jako pfedmét naSich uvah pfipustit i zapisy tak velkych Cisel, Ze by se tyto zapisy
nevesly na zemé&kouli; tak i zde tim, Ze abstrahujeme od fyzické uskuteénitelnosti ta-
kového zapisu, vyuZivaime abstrakce potencialni uskute€nitelnosti tehdy, kdyZ chce-
me uvaZovat jakkoliv dlouha slova v dané abecedé.

Objekty, jejichZ sestrojeni a zkouméni je moZné v ramci abstrakce potencidlni
uskute€nitelnosti (v protikladu k abstrakci aktualniho nekone&na), nazyvame kon-
Struktivnimi objekty. Jsou jimi p¥irozend &isla reprezentovana svymi zapisy v néjaké
soustavé& znaceni, slova v dané abeced& atd. a také dvojice, trojice a viibec kone¢né
posloupnosti sestavené ze zapist &isel, slov v abeced€ atd., racionalni ¢isla (jeZ lze
vyjadfit jako dvojice pfirozenych &isel) aj. Konstruktivnimi objekty jsou také vyrazy
tzv. kalkuld anebo formalnich systémi, a proto na né miiZeme aplikovat aparat teorie
algoritmi. KaZdy algoritmus (chapany jako pfedpis) miZeme pokladat (kdyZ tento
predpis zapiSeme ve form& kombinace n&jakych symbolil) za konstruktivni objekt.
Naproti tomu objekty, jeZ nemiZeme zkoumat bez pouZiti abstrakce aktualniho ne-
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kone¢na, nepatfi mezi konstruktivni objekty. Tak napf. konstruktivnimi objekty
nejsou realni &isla (ve smyslu CANTOROVE, DEDEKINDOVE nebo WEIERSTRASSOVE),
geometrické body (ponévadZ rozbor takové abstrakce, jako je ,bod‘, vede k pfedstavé
bodu jako aktualné nekoneéného systému malych téles) atd. Konstruktivni objekty
tvofi pfirozenym zpisobem soubory: takovym souborem je napf. soubor viech slov
v dané abecedé& a viibec libovolny soubor né&jakého typu z poctu vyse vyjmenovanych
typl konstruktivnich objektt. KaZdy takovy soubor konstruktivnich objektd je sta-
noven predpisem, podle n€hoZ se konstruuji objekty, jeZ do ného patii.

Druhou zékladni abstrakci, jiZ pouZivame pii zkoumani konstruktivnich objekti
a algoritmi, je abstrakce ztotoZné&ni. V nékterych pfipadech mluvime o dvou objek-
tech jako o stejnych. Podminky stejnosti stanovime pokaZdé podle dané situace.
Tak napf. kdyZ €lov€k provadi vypolty na papife, nezaleZi na pismu, jakym jsou
psany d&islice, a napisy 1647 a 1647 pokladame za stejné; 1ze si vSak piedstavit situace,
kdy rozdil stojatého a kurzivniho pisma je podstatny (jako napf. pfi chdpani smyslu
pfedchozi véty toho ¢lanku). Pak uZ budeme takové dva zépisy pokladat za nestejné,
avSak zapisy 1647 a 1647 piesto — v obvyklych pifipadech — za stejné (i kdyZ jde
o fyzicky rtizné objekty). Obvykle pfedpokladame, Ze konstruktivni objekty se skla-
daji z urditych dostate¢né jednoduchych elementarnich ¢asti (podobné jako slova se
skladajf z pismen), a dva konstruktivni objekty poklddame za stejné, skladaji-li se ze
stejnych elementirnich &asti stejné uspofddanych. Bez pojmu stejnosti, na jehoZ
z4klad€ poklddame za stejné napf. &islice napsané kfidou na tabuli a &islice napsané
inkoustem v sefitu, je nemoZna vyuka. Abstrakce ztotoZnéni umoZuje mluvit o stej-
nych pfedmétech jako o jednom a témZ objektu. Vede k vytvofeni pojmu abstrakt-
niho objektu: dva stejné konkrétni objekty poklddame totiZ za reprezentanty jednoho
a téhoZ abstraktniho objektu. KaZdy algoritmus aplikovany na stejné objekty vede
také ke stejnym objektiim. Proto 1ze mit za to, Ze kaZ?dym algoritmem je stanoven
né&jaky proces transformovani abstraktnich konstruktivnich objektd. Tato vlastnost
algoritmil (spolu s determinovanosti) podmiiiuje jejich opakovatelnost neboli repro-
dukovatelnost: kdyZ byl algoritmus vypracovan jako algoritmus na abstraktnich
konstruktivnich objektech, miiZe byt op&tovné& reprodukovan pro libovolné konkrétni
konstruktivni objekty pfipustné pro dany algoritmus.

Z toho, co bylo uvedeno, jasn& vyplyva, Ze vychozi data pravé tak jako konecné
vysledky vznikajici p¥i realizaci nékterého algoritmu jsou vZdy konstruktivni objekty
(kaZdy stav algoritmického procesu je konstruktivni objekt!). NemoZnost tfebas i po-
tencidlng uskuteénitelnych procesi na nekonstruktivnich objektech je spjata i se
skuteénosti, Ze neexistuje zpisob, jak tyto objekty rozpoznavat jako stejné ¢i nestejné
(srovn. zndmé tvrzeni kybernetiky o pfednostech diskrétnich forem uchovavani in-
formace pred spojitymi).

Pokud jde o metody pfipustné ptfi zkoumani algoritmil, existuji riizn4 hlediska.
Podle jednoho z nich, jeZ zastavaji piedstavitelé konstruktivismu v matematice a v lo-
gice, musi se rozvijeni teorie algoritmf dit v ramci abstrakce ztotoZnéni a abstrakce
potencialni uskute¢nitelnosti, nebot k vytvofeni pojmu algoritmu tyto dv& abstrakce
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sta&f. Druhé hledisko pfipousti pfi zkoumani algoritm@ libovolné metody, jeZ jsou
vitbec ptipustné v logice a v matematice, véetn& metod, jeZ vyZaduji abstrakci aktual-
niho nekone¢na. Tak si 1ze napf. pfedstavit pfipad, kdy k ditkkazu toho, Ze urdity
algoritmus da pfi aplikaci na urcity objekt vysledek, bude zapotfebi vyuZit zakona
vyloudeného tfetiho, spjatého tizce s abstrakci aktualniho nekone¢na.

ZAKLADNI POJMY TEORIE ALGORITMU

K zékladnim pojmim vznikajicim na zékladé pojmu algoritmu patfi pojem vy-
Cislitelné funkce, rozhodnutelné mnoZiny*) a rekurzivné spocetné mnoZiny. Funkci na-
zyvame vycislitelnou, jestliZe existuje algoritmus, ktery tuto funkci vy¢isluje v tomto
smyslu: a) algoritmus je aplikovatelny na kaZdy objekt patfici do definiéniho oboru
fukce a jako vysledek da tu hodnotu funkce, jaké tato funkce nabyva, zvolime-li za
jeji argument tento objekt; b) algoritmus neni aplikovatelny na Zadny objekt, ktery
nepatfi do definiéniho oboru funkce. MnoZinu nachazejici se v urcitém souboru
konstruktivnich objektil (tj. mnoZinu skladajici se z néjakych objekti tohoto souboru)
nazyvame rozhodnutelnou (vzhledem k tomuto nadfazenému souboru), kdyZ existuje
algoritmus rozhodujici o prvcich této mnoZiny (vzhledem ke zmin&nému souboru)
v tomto smyslu: algoritmus je aplikovatelny na libovolny objekt z nadfazeného sou-
boru a jako vysledek dava odpovéd na otazku, zda tento objekt patfi do zkoumané
mnoZiny, ¢i ne. Konedn€ neprazdnou mnoZinu nazyvame rekurzivné spodetnou, kdyZ
existuje algoritmus dovolujici ziskat (vy&erpat) vSechny prvky této mnoZiny v tomto
smyslu: a) vysledek aplikace algoritmu na libovolné pfirozené &islo existuje a patfi
do zkoumané mnoZiny; b) kaZdy prvek zkoumané mnoZiny miZeme dostat jako vy-
sledek aplikace algoritmu na né&jaké ptirozené &islo. Na zdklad€ definice zafazujeme
také prazdnou mnoZinu obvykle do tfidy rekurzivné spodetnych mnoZin. Pro jednu
a touZ vydcislitelnou funkci (resp. rozhodnutelnou mnoZinu, rekurzivné spocetnou
mnoZinu) miiZe platit, Ze je vy&islovana (resp. Ze je o jejich prvcich rozhodovano, Ze
jeji prvky jsou vy&erpany) pomoci riiznych algoritmi. Z definice plyne, Ze argumenty
a hodnoty vy¢islitelné funkce, prvky rozhodnutelné nebo rekurzivné spocetné mnoZi-
ny jsou vZdy konstruktivni objekty. Nahradime-li konstruktivni objekty (urcitého
zafixovaného souboru) jejich &isly v libovolném algoritmickém ocislovani (tj. v tako-
vém ocislovani, pro néZ existuje algoritmus, jimZ z objektu dostaneme jeho &islo a
obréacen&), miiZeme se, jako se to ¢asto dé€la v teorii algoritmil, omezit na zkoumani
takovych vy¢islitelnych funkci, jejichZ argumenty a hodnoty jsou pfirozena ¢&isla, a
jen takovych rozhodnutelnych a rekurzivné spo¢etnych mnoZin, jejichZ prvky jsou
rovng&Z pfirozend &isla.

Lze dok4zat, Ze kaZda rozhodnutelnd mnoZina je rekurzivné spocetnd. Zaroveii se
podafilo sestrojit rekurzivn& spocetnou, ale nerozhodnutelnou mnoZinu. Tento prvni
konkrétni pfiklad (uveiejnil jej americky v&dec A. CHURCH 1. 1936 v &lanku »0 jed-

*) nebo (v &esting): rekurzivni mnoziny (pozn. ptekl.).
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nom nerozhodnutelném problému elementarni teorie &isel”) neexistence algoritmu
(totiZ algoritmu, jenZ by dovedl rozhodovat o pfislu$nosti prvki do sestrojené mnoZi-
ny) se stal zdrojem nebo vzorem pro témé&f viechny dalsi pfiklady tohoto druhu.
Ukazalo se, Ze mnoZina je rozhodnutelna tehdy a jen tehdy, kdyZ je rekurzivn€ spo-
detna ona sama i jeji dopln&k (vzhledem k nadfazenému souboru objektir). Existuji
tedy takové dopliiky rekurzivné spogetnych mnoZin, jeZ samy nejsou rekurzivné spo-
Cetné.

SOUVISLOST TEORIE ALGORITMU S LOGIKOU

Pojmy rozhodnutelné a rekurzivné spo&etné mnoZiny jsou tizce spjaty s klasifikaci
definic (omezujeme se zde jen na takové definice, z nichZ kaZd4 definuje objekty urci-
tého typu nebo, coZ je totéZ, urlitou tfidu objektir). Jak zndmo, existuji dvé zakladni
schémata definic: ,rodem a druhovym rozdilem* a ,induktivni‘.

Pfi definici rodem a druhovym rozdilem se uréi jisty nadfazeny soubor (rod), a
ukazuje se vlastnost (druhovy rozdil), ktera mezi objekty zminéného souboru odliSuje
tfidu definovanych pfedmétli. Pfedpokladame-li, Ze tato definice je konstruktivni, tj.
Ze objekty jsou konstruktivni a Ze pfitomnost ¢i nepfitomnost druhového rozdilu
u prvku rodu je algoritmicky rozpoznatelna, ukazuje se, Ze definovand mnoZina
je rozhodnutelna (a kaZdou rozhodnutelnou mnoZinu Ize definovat takovymto zptiso-
bem). Takto lze rozhodnutelné mnoZiny ztotoZnit s mnoZinami definovanymi kon-
struktivné rodem a druhovym rozdilem.

Induktivni definice se sklada ze dvou &asti: z baze, jeZ obsahuje urdity vycet objektil,
o nichZ se prohlasi, Ze patii do definované tiidy, a z induktivni ¢asti, v niZ se Fika, Ze
jestlize objekty takového a takového druhu patii do definované tfidy, pak i objekty
takového a takového druhu spojené s objekty prvymi urcitou relaci patii také do defi-
nované tiidy. (Jsou moZné i sloZit&jsi p¥ipady tzv. zk¥iZenych (simultdnnich) definic,
kdy se soufasné vzajemné definuje nékolik tfid objektii.) Pfedpokladame-li, Ze defi-
nice je konstruktivni, tj. Ze objekty jsou konstruktivni, Ze vylet vychozich objektil
obsaZeny v bazi je kone¢ny a Ze¢ v induktivni ¢asti obsaZen4d pravidla pfechodu od
jiz definovanych objektli k novym objektiim jsou algoritmick4 (v tom smyslu, Ze pfi-
tomnost nebo nepfitomnost relace, o kterou jde v induktivni ¢asti, je rozpoznatelna
pomoci n&jakého algoritmu), dospivime k pojmu mnoZiny konstruktivné definované
indukci &ili (coZ je synonymum) efektivné vytvdfené (generované) mnoZiny (nebot
tato definice zadava efektivni vytvafejici (generujici) proces, pfi jehoZ rozvijeni
vznikaji nebo se vytvafeji na jednotlivych etapich definované objekty). Pfikladem
konstruktivni definice indukci je definice pfipustnych Sachovych pozic (tj. pozic,
k nimZ miZe b&hem hry dojit na Sachovnici). Bize obsahuje jedinou vychozi pozici.
Induktivni &ast obsahuje pravidla tahti figurami. MnoZina pfipustnych pozic je tedy
efektivné vytvofitelnd. Jinym piikladem efektivné vytvofené mnoZiny je mnoZina
vSech dokazatelnych formuli néjakého formalniho systému ¢&i kalkulu: baze definice
dokazatelnych formuli obsahuje axiémy, induktivni Cist pravidla vyvozovani
(axidmy se prohlasuji za dokazatelné ex definitione a dale se fika, Ze jsou-li n&jaké
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