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Koniec chaosu? 
Pavel Brunovský, Bratislava 

Právom by ste mi mohli vyčítať, že vodu kážem a víno pijem. Názvom článku som 
sa totiž prispôsobil móresom, ktoré v článku budem kritizovať. Jednoducho som ani 
ja nevedel odolať pokušeniu zneužiť to, že pôvodný význam slova chaos sa s jeho 
matematickým obsahom celkom nekryje. Na rozdiel od mnohých chaosomanov si to 
však dobre uvedomujem, kajam sa a slubujem, že sa v ďalšom striktne obmedzím na 
matematický obsah pojmu. 

Dva razy v ostatných dvoch desaťročiach vzišli z matematiky podnety, ktoré vzrušili 
širokú intelektuálnu verejnosť. Boli to teória katastrôf a chaos. Neviem, či to má 
historický precedens. Načim si teda položiť otázku, akú úlohu v tom zohrali ich názvy, 
ktoré navodzujú o veci neadekvátne predstavy. V tejto súvislosti si spomínam, ako sa 
slovenský preklad krásnej (pre matematikov) Arnofdovej brožúrky „Teória katastrôf" 
dostal do predaja v bratislavských novinových stánkoch. Môj synovec, ktorý si ju 
pre jej názov kúpil, bol prekvapený najprv tým, že ma v nej našiel čo by recenzenta 
prekladu a potom aj jej obsahom. 

Popri spoločnej popularite si však hodno povšimnúť fundamentálne odlišnosti ka-
tastrôf a chaosu. 

Teória katastrôf je ucelená filozofická teória vychádzajúca z nemenej ucelenej mate-
matickej teórie singularít. Snaží sa podfa jednotného princípu klasifikovať spontánny 
vznik foriem a náhle zmeny správania pri postupnej zmene parametrov bez ohladu na 
ich materiálnu podstatu. 

Takáto ambícia urobiť z teórie vševysvetfujúci princíp je v matematike ojedinelá, 
v minulosti sa skôr vyskytla u fyzikálnych teórií. Spoločné pre snahy tohoto druhu 
je, že ich propagátori, medzi nimi aj renomovaní vedci, často pri nich zachádzajú 
priďaleko a vefmi zfavujú z kritérií na vedeckosť. 

Rozvírený prach okolo katastrôf medzičasom ufahol a teória sa dostala tam, kam 
patrí — medzi najkrajšie výsledky matematiky 20. storočia. 

Na rozdiel od teórie katastrôf nie je chaos vlastne nijakou teóriou, ale pozorova-
ním, hoci prevratným. Nemá ani celkom jednotnú matematickú definíciu. Podstatou 
pozorovania, ktorá sa odráža vo všetkých jeho matematických definíciách, však je, že 
vďaka extrémnej citlivosti na počiatočné dáta a prepletenosti dynamiky sa systémy, 
ktoré sa v krátkom časovom úseku javia ako deterministické, dlhodobo môžu správať 
nepredvídatefne, eraticky. 

Tomuto poznatku predchádzalo v dvadsiatych rokoch pozorovanie, ktoré bolo po-
dГa mňa nemenej objavné. Vzišlo zo štúdie Van der Polovho lampového generátora 
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i Volterrovej-Lotkovej rovnice spoločenstva dravec-korisť a jeho podstatou je, že ustá-
lené periodické cykly nie sú niečím patologickým, ale normálnym prírodným javom. 
PokiaГ viem, tento poznatok sa s nejakou mimoriadnou pozornosťou nestretol. 

História chaosu oslávila nedávno storočnicu. Prvé pozorovania o zložitosti dynamiky 
v okolí transverzálnej homoklinickej trajektórie (pozri Dodatok) pochádzajú — akože 
inak — od Poincarého [Po]. 

Je neveľmi známe, že Van der Polova rovnica zohrala významnú úlohu aj vo vývoji 
poznatkov o chaotickej dynamike. Odhalili ju v nej Cartwrightová a Littlewood pri 
štúdiu jej vynútených kmitov koncom štyridsiatych rokov (pozri [CL, L, Le]). VeГa 

pozornosti však ich výsledky vtedy nevzbudili. Mimo špecialistov nik nezaregistroval 
ani konštrukciu ďalšieho matematického objektu vytvárajúceho chaos začiatkom šesť-
desiatych rokov — Smaleovej podkovy [Sl, S2]. Šarkovského práce o komplikovanej 
dynamike spojitých zobrazení intervału do seba [Š] zostali dosť neznámymi aj medzi 
špecialistami. Pritom exotické usporiadanie prirodzených čísel (3 < 5 < 7 < . . . < 
< 2 • 3 < 2 • 5 < . . . < . . . < 2k • 3 < 2k • 5 < . . . < . . . < 23 < 22 < 21 < 1), ktoré 
z neho vzišlo, by nemalo nechať chladným nikoho, kto v matematike nachádza kus 
dobrodružstva a krásy. 

Väčší záujem už vzbudil Lorenzov zjednodušený model turbulencie ovzdušia [Lo]. 
Naozajstná explózia záujmu o chaos nastala, až keď ho Li a Yorke tak nazvali [LY]. 
Pritom ich práca, ktorá vznikla pri snahe pochopiť Lorenzov model, sčasti znovuobja-
vuje to, čo bolo oveľa presnejšie známe zo Šarkovského prác. Ťažko povedať, či tento 
prudký nárast záujmu bol naozaj vyvolaný šťastne zvoleným termínom, alebo je to len 
časová zhoda. V žiadnom prípade to však z mojej strany nemá byť kritika. Naopak, 
je užitočné sa poučiť, že aj pri rozširovaní vedeckých výsledkov treba myslieť nielen 
na obsah, ale aj na obal. 

Či už to spôsobil názov alebo nie, práca [LY] značí začiatok dvoch desaťročí snáh 
odhaliť chaos, kde sa len dá — teoreticky, numericky a experimentálne. 

Akú hodnotu majú výsledky týchto pokusov? Predovšetkým si treba pripomenúť, 
že chaos je matematický pojem a jeho prítomnosť možno dokázať iba matematickými 
prostriedkami. VzhГadom na zaokrúhľovacie chyby a chyby metódy, ako aj na to, že 
na počítanie máme obmedzený čas, nie je napríklad numerickým sledovaním priebehu 
nejakého deja presne vzaté možné rozlíšiť, či má veľmi dlhú periódu, alebo je chaotický. 

Nechcem tým zo štúdie chaosu vylúčiť numeriku. Napokon aj pri iných numeric-
kých štúdiách akceptujeme numerické výsledky, hoci nepotvrdzujú nejakú skutočnosť 
s úplnou presnosťou. Seriózne závery z numerických výsledkov však možno robiť iba 
vtedy, ak sú zdôvodniteľné v rozumne presnej miere. 

A tu je v prípade chaosu kameň úrazu. Citlivá závislosť od počiatočných podmienok, 
ktorá je základným rysom chaosu, má za následok exponenciálny nárast dôsledkov 
nepresností počítania. Na prvý pohlad teda robí výsledky numerických výpočtov 
trajektórií chaotických systémov bezcennými. 

O čo ide, vysvetlíme si na jednoduchom príklade dynamického systému 

xt+i = 2xt. (1) 
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Jeho trajektórie (t.j. postupnosti generované rekurentným predpisom (1)) sú geome-
trické postupnosti, ktorých všeobecný člen vieme presne spočítať — platí 

xt = 2ьx0. 

Predstavme si však, že by sme členy trajektórie počítali rekurentne priamo zo vzťa-
hu (1), ako sa to robí v zložitejších prípadoch. Pri počítaní v dvojnásobnej presnosti 
na bežnom počítači sa môžeme pri každom výpočte dopustiť nepresnosti 8 ~ Ю 1 4 . To 
značí, že v prvom kroku môžeme namiesto hodnoty 

x\ = 2x0 

vypočítať hodnotu 

x\ = 2x0 + S. 

Ak by sme sa už nijakej inej chyby v ďalších výpočtoch nedopustili, po 50 krokoch 
výpočtu dostaneme člen 

Я50 = 249xx = xьo + 1(Г 1 4 2 4 9

 = xъo + 1, 

teda neúnosné velkú chybu rádu jednotiek. 

V tomto příklade samozřejmé nijakého chaosu niet. Aby však systém mohol byť 
chaotický, musí obsahovat' expanzívnu zložku, ktorá sa správa podobné (špecialistom 
pripomenieme, že to vyplývá napr. z toho, že aspoň jeden Eapunovov exponent musí 
byť kladný). 

Exponenciálny nárast dósledkov numerických nepřesností počítania trajektorie da­
ného bodu je teda neodlúčitelhý od chaosu. Zdanlivo z toho vyplývá, že úspěch pri 
numerickom pátraní po chaose automaticky spochybní metodu jeho hladania. Hoci sa 
nedá celkom povedať, že by sa nik nad týmto paradoxom nebol zamyslel [LL], bezmála 
15 rokov si váčšina ludí, „počítajúcich" chaos z toho vela starostí nerobila. Až nedávno 
sa našli ludia, ktorí sa odvážili povedať, že „král'je nahý". Bol to například numerik 
E. Adams z Ústavu aplikovanej matematiky v Karlsruhe. 

Polemike okolo chaosu věnoval časopis Spiegel v roku 1993 sériu troch dlhých 
článkov [B]. Podlá nich E. Adams zašiel až tak daleko, že spochybnil existenciu chaosu 
vo všeobecnosti a označil ho za numerický artefakt (třeba však poznamenat', že Adams 
v odpovědi [Ad] na článok [RDP] uvádza, že v [B] boli jeho výroky prekrútené). 
Paradoxně sa to stalo v době, keď už král niekorko rokov nahý nebol a keď už bolo 
známe, že artefaktom je uvedený rozpor. 

Záchrana je v tom, že pri počítaní chaosu sa sleduje náhodné vybraná trajektória. 
Nie je teda vóbec dóležité, aby bola trajektóriou vopred (zvyčajne aj tak náhodné) 
vybraného počiatočného bodu. Ukážeme si, že v příklade (1) numericky získaná tra­
jektória {xt} zostáva v blízkosti nejakej trajektorie, připadne iného počiatočného bodu 
než je x0 = x0. 
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Za tým účelom uvažujeme všeobecnější neautonómny (t.j. od t závislý) lineárny 
rekurentný vzťah 

xt+i = atxt, (2) 

kde 0 < \at\ < a < 1, a týmto vzťahom generované postupnosti (ktoré pre jednodu­
chost' nie celkom oprávněné budeme podobné ako v případe autonómneho vztahu (1) 
nazývat' trajektóriami). Eahko si ověříme, že pre trajektóriu {xt} vztahu (2) platí 

xt = at-i... aTxT pre í _ r, (3) 

xt = at
x... a~\xxT pre £ _ r. (4) 

Nech teraz {xt} je postupnost', počítaná podlá (2) s nepresnosťou ^ S, t . j . platí 

xt+i=atxt + Su (5) 

kde 

141 _ í, í>0; . (6) 
takúto postupnost' budeme v ďalšom nazývat' á-pseudotrajektóriou. Odčítáním (2) 
a (5) dostáváme 

\xt+i - xt+i\ _ a\xt -xt\ + S. (7) 

Ak pseudotrajektória {xt} a trajektória {xT} vychádzajú z toho istého bodu v okamihu 
t = r, t. j. platí 

xT=xT, (8) 

sčítáním nerovnosti (7) od r do t — 1 dostáváme pre t = r 

\xt-xt\=^(l + a + ... + at-T-1)6S--—6. (9) 
1 — a 

Ak teda platí (3), pre t ^ r sa členy trajektorie a numericky počítanej á-pseudo-
trajektórie budu odlišovat' nanajvýš o e ( = (1 — a ) _ 1 í ) , ktoré je pevným od dížky 
postupnosti nezávislým násobkom přesnosti počítania S. 

Obrátením času (t.j. záměnou t na — t) sa možeme jednoducho přesvědčit', že ak 
namiesto (3) platí 

\at\ > a > 1, (10) 

(čo spina aj (1)), namiesto (8) dostáváme pre á-pseudotrajektóriu (2) splňajúcu (8) 
odhad 

\xt-xt\ = - -jó, (11) 
1 — a L 

avšak pre t ^ r . Teda napriek tomu, že v případe (10) sa í-pseudotrajektória vychádza-
júca z bodu xo móže od presnej trajektorie tohoto bodu exponenciálně vzdalovat', musí 
bez ohladu na dlžku pseudotrajektórie {xT}

T
t=z0 existovat' přesná trajektória {xt}

T
t~Q, 

ktorej členy sa od členov postupnosti {xt}T
t=o l®-a o nezávislé od dížky postupnosti 

číslo e ( = (1 — a-i)~xS). Konkrétné je to trajektória systému (2), spíňajúca xT = xT. 
Poznamenajme, že xo a xn sa zhodovať nemusia a že trajektória {xt} závisí od r. 
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Jednoduchým limitným prechodom sa však možno přesvědčit', že trajektóriu {xt} 
splňajúcu (11) možno vybrat' nezávisle od r; takúto trajektóriu nazveme e-tieňom 
pseudotrajektórie {xt}. 

Nič nám teraz nebráni rozšířit' pozorovanie o existencii £-tieňa pre vektorový lineárny 
rekurentný předpis s dvoma zložkami typu (2), z ktorých jedna spíňa (3) a druhá (10). 
Volné povedané sa e-tieň získá limitným prechodom riešenia okrajovej úlohy v ktorej 
zbiehavá zložka je rovná členu pseudotrajektórie na začiatku a rozbiehavá na konci 
zvoleného časového úseku. Ba dokonca ho možno rozšířit' na vektorový rekurentný 
předpis lubovolhej dimenzie 

xt+i = Atxu (12) 

xt E Kn, kde At sú regulárně matice typu 

* = (* £). as, 
a teda (13) možno písať ako dvojicu vzťahov 

yt+i = Btyt, 

zt+i = CtZt 

s maticami Bt, Ct, ktorých rozměry nezávisia od í, spíňajúcimi 

(14) 

| J B r + í _ 1 . . . J B r y | = i i : a í | u | , (15) 

\CT+t-i...CTz\^K-1aTt\z\ (16) 

pre t _ 0 a 0 < a < 1. 
Všimnime si ďalej, že na existencii e-tieňovej trajektorie, kde e — QS pre nějaké 

Q > 0, stačí, aby sa systém vzťahov (12) dal na podobu (13) pretransformovať po-
stupnosťou lineárnych transformácií 

(yt,zt)T = Stxt 

( T označuje transpozíciu), pokial' |5t | a | 5 e
_ 1 | sú rovnoměrné ohraničené. V řeči matic 

žiadame na rozdiel od (13) od matic Atj aby spínali 

-4* = -tfi(? ct)st, (17) 

kde Bt a Ct spíňajú (13). O systéme (12), ktorý má tuto vlastnost', hovoříme, že 
vykazuje exponenciálnu dichotómiu. 

Zo zřejmých dóvodov možno prítomnosť nelineárnej expanzívnej zložky z v systéme 
rekurentných vzťahov (14) interpretovat' ako citlivú závislost' na počiatočných dátach. 
Všeobecné sa však od chaosu okrem citlivej závislosti od počiatočných dát vyžaduje 

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročník 40 (1995), č. 5 237 



ešte „tranzitivnost"', teda existencia hustej trajektorie. Táto požiadavka vyjadřuje, že 
sa systém nepředvídatelné móže fubovofne blízko přiblížit' k fubovolhému stavu. 

Takúto vlastnost' móžu mať iba nelineárně dynamické systémy. Třeba teda pre ne 
nějako prispósobiť pojem dichotomie trajektorií. 

Uvažujme dynamický systém 

xt+i = f(xt), (18) 

kde xt € Rn (alebo všeobecnejšie z n-rozmernej diferencovatefnej variety) a / je 
C1-difeomorfizmus (teda spojité diferencovatelné zobrazenie s diferencovatelným in-
verzným). 

Hovoříme, že invariantná množina H systému (18) je hyperbolická, ak pre lubovolhú 
trajektóriu {xt} systému (18) v H má linearizovaný systém (12) s At :-= Df(xt) 
exponenciálnu dichotómiu s rovnakými dimenziami y & z, rovnakými konstantami K 
a s rovnakým ohraničením C na transformačně matice St a S^1. 

Platí 

Tieňová lema. Nech H je kompaktná invariantná hyperbolická množina dynamic­
kého systému (18). Potom existuje Q > 0 také, že lubovolhá S-pseudotrajektória s do-
statočne malým S > 0 má jediný e-tieň, kde 

s ^ QS. (19) 

Tieňová lema je objavom D. V. Anosova z roku 1963. Je súčasťou rozsiahlej práce [A], 
bohatej na originálně myšlienky a postupy. Jej dókaz je technicky náročný. 

Tieňová lema nám vlastně tvrdí to, čo třeba — ak počítáme trajektóriu numericky 
s presnosťou í, bude v jej ^-blízkosti přesná trajektória. Vzhladom na odhad (19) 
móžeme teoreticky e voliť fubovofne malé. Prakticky je však S zdola ohraničené 
zaokrúhlbvacou chybou počítača, a to nám dává dolné ohraničenie na e. Preto je 
zaujímavá aj konstanta Q, ktorá sa odvodzuje od konstant exponenciálnej dichotomie 
K,a,C. 

Horšie je to s predpokladmi hyperboličnosti, na ktorej overovanie nie sú vypracované 
všeobecné účinné metody. Súvisí s prítomnosťou Eapunovových exponentov rozličných 
znamienok, známým to heuristickým predpokladom chaosu. 

Matematicky dokazatelné chaotické množiny sú všetky hyperbolické aspoň v zo-
slabenej formě (jeden z príkladov je v Dodatku, kde tieňová lema vystupuje ako 
prostriedok dokazovania chaosu). Nie je preto velkým prehreškom, ak tieňovú lemu 
přijmeme ako zdóvodnenie korektnosti numerických výpočtov chaotických trajektorií. 

Stretol som sa aj z názorom, že v pozadí rozruchu okolo Adamsových názorov sú aj 
peniaze. Podlá tohoto názoru nemeckej meteorologickej lobby domáhajúcej sa pros-
triedkov na stále výkonnejšie počítače nevelmi vyhovovalo, že sa počasie považovalo za 
typicky chaotický, a teda dlhodobo nepredpovedatelný jav. Velmi jej teda přišlo vhod 
tvrdenie, že chaos je artefakt. Pre spravodlivosť třeba povedať, že som toto počul od 
člověka, ktorého úspěšná kariéra stála právě na „počítaní" chaosu. 
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Nad zdóvodnitelnosťou numerickej simulácie chaotických procesov sa ako prvý 
zamyslel spoluautor jeho názvu J. Yorke so spolupracovníkmi [HYG1]. Myšlienka 
použitia tieňovej lemy patří Chowovi a Palmerovi [CPI, CP2]. 

V spomínaných a dalších prácach [HYGJ2, SY1, SY2, CP3, CV] sa autoři nespolie-
hajú na vieru v ťažko ověřitelný předpoklad rovnomernej hyperboličnosti chaotickej 
množiny. Nahradzujú ho buď a posteriori alebo rekurentně numericky ověřovanou 
dichotómiou linearizácie pozdíž numericky počítanej individuálnej trajektorie. Umož­
ňuje im to nielen rigorózně dokázat' existenciu tieňovej trajektorie, ale aj odhadnúť jej 
vzdialenosť od numericky získanej pseudotrajektórie. Stojí za poznámku, že o týchto 
prácach niet v sérii článkov [B] ani zmienky. 

Prirodzenou otázkou je, ako je to s dynamickými systémami so spojitým časom, 
generovanými diferenciálnymi rovnicami. Tieňová lema pre takéto systémy je sformu-
lovaná a dokázaná v [KP], numerickým výpočtom je věnovaná práca [CV]. 

Na závěr ešte jedna dobrá správa pre fanúšikov chaosu: Po dvadsiatich rokoch neús­
pěšných pokusov mnohých matematikov sa nedávno K. Mischaikowovi a M. Mrózekovi 
podařilo vypracovat' dokaž chaotičnosti atraktora v Lorenzových rovniciach. Využívá 
sa v ňom počítač, ale na celkom inej úrovni: pri precíznom sledovaní nepřesnosti 
počítania sa overujú algebraicky — topologické podmienky toho, že atraktor obsahuje 
„Smaleovu podkovu", v ktorej chaotičnosť je dokázaná.*) Ani tento výsledok nevzbudil 
pozornost' autora [B], kde je chaotičnosť Lorenzovho atraktora spochybnená. Cituje sa 
v ňom (či už oprávněné alebo nie) výrok E. Adamsa, podlá ktorého „Obrázok (myslí 
sa změny počítačom získaný obrázok trajektorie v atraktore Lorenzových rovnic) je 
takmer celkom nesprávný. Čo ukazuje, nemá nič spoločného s tým, čo sa v Lorenzovej 
rovnici odohráva". Sérii článkov Spieglu však třeba přiznat' jeho oprávněnu kritiku 
nekvalifikovaného zbožňovania chaosu. Hoci to takto explicitně neformuluje, autor 
cíti neprimeranosť stotožňovania rozličných významov pojmu. 

Ako teda odpovedať na otázku v nadpise? Milovníci chaosu, ktorým Adamsove 
vývody spósobili bezsenné noci, móžu naďalej pokojné spávat' — pokiaf im k tomu 
postačí, že ich výpočty nie sú ich úspechom automaticky vylúčené. Celkom bezsta­
rostní však zasa byť nemóžu. Existuje totiž příklad, v ktorom je naozaj možné chaos 
v nechaotickom systéme „vyrobit'" nepřemyšlenou numerickou aproximáciou (pozři 
Dodatok). 

Dodatok 

Triviálnym prípadom hyperbolickej množiny dynamického systému (18) je hyper­
bolický pevný bod. Je to bod x taký, že 

f{x) = x 

*) Presnejšie povedané, atraktor Lorenzových rovnic obsahuje invariantnú podmnožinu, 
tok na ktorej je semikonjugovaný Smaleovej podkově. 
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