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nebo napi. Gaussovych k¥ivosti
(24) fs[K - K(a, 2 ¢, 4,)]? dS = min,

apod. Dosud se nepodafilo obecn& vyfesit miru zavislosti uréovanych parametri a,
a, &, A, na dodatednych podminkach a zpfesnit existujici mezinarodni definici téchto
zékladnich konstant. Ciselné hodnoty pro n&ktera t&lesa slune&ni soustavy jsou v tab. 2;
a, & znadi velké poloosy a zplo§t&ni odpovidajicich rotadnich elipsoidu.

Tabulka 2. Zikladni tvarové a rozm&rové parametry téles sluneéni soustavy

a 1/« 1/e A, a 1/a

Téleso [km] [km]

Slunce ~696. 103 ~10°
Merkur 2439,5 8,3.10°
Venuse 6 051,3 8,56.10* 1,76.10° 7,3°E 6 052,1 1,1.10°
Zems 6 378,172 297,776 92000  14,9°W 6 378,137 298,257
Mssic 1735,55 2 660 7670 0,0° 1735,44 3220
Mars 31397,8 183,9 2630 74,8°E 3397,15 190,5
Jupiter >4,6.10° 71,4. 103 15,0
Saturn 57,9.10° 10,2
Uran 26,2. 10° 30,3
Neptun ~243.103 ~ 60

Odchylky tvaru téles od rota¢ni symetrie, pfedev§im rovnikova zplo§téni, vyznamné
ovliviiuji jejich rotadn& orbitdlni a slapovou dynamiku. Jsou dnes pfedmé&tem intenziv-
niho vyzkumu v mezindrodni spolupraci s cilem upfesnit popis dynamiky slune¥ni
soustavy, objasnit jeji vznik a kvantifikované popsat jeji evoluci.

O jednom uniku od spojitosti

Tibor Neubrunn, Bratislava

1. Uvod

Zov3eobeciiovanie spojitosti je prirodzené pri rdoznych tivahdch v matematike a jej
aplikdciach. Neznamend to, Ze by pojem spojitosti nebol jednym z centrdlnych matema-
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tickych pojmov. Azda prdve preto, Ze rozsah pouZitia spojitosti je velmi $iroky, je pri
rieSeni mnohych konkrétnych problémov treta pristupit k jej zovSeobecneniu z rdznych
hladisk, zdvislych od povahy sktimaného problému. St zovSeobecnenia spojitosti, ktoré
su vSeobecne zndme a o ich vyzname sa nepochybuje, pretoZe sa preukdzal vo vysled-
koch, ktoré si zdkladného charakteru a maju dostatoéne Siroku popularitu. Si nepo-
chybne aj také zovSeobecnenia, ktorych vyznam sa takymto spésobom nepreukdzal
a moZno ani nepreukdZe. Su vSak aj také, ktoré nie si dostatoéne zndme v §irSom okruhu,
a to preto, Ze vysledky s nimi spojené nepatria eSte k celkom beZnym, napriek tomu,
Ze bud vnutornu vystavbu matematiky, alebo jej aplikdcie v §irSom zmysle ovplyviiuji.
Domnievame sa, Ze jednym z nich je aj kvazispojitost, o ktorej chceme v tomto ¢ldnku
hovorit. Sam.otny pojem kvdzispojitosti nie je médnou zdleZitostfou, pretoZe ho sformu-
loval pre redlne funkcie redlnej premennej polsky matematik S. Kempisty v roku 1932
v prdci [5]. Prenesenie tohoto pojmu do vieobecnejsich priestorov nielenZe podnietilo
mnohych matematikov v neddvnom obdobi k dal§iemu vyskumu v tejto oblasti, ale
umozZnilo ziskat také vysledky, ktoré vyznam pojmu kvazispojitost zvyraznili. Viaceré
z takych vysledkov v dalSom spomenieme. Nasli sa stvislosti s klasickymi, ale i se zauji-
mavymi neklasickymi otdzkami, v ktorych prinos kvazispojitosti nie je zanedtatelny.

Hned v tivode treba povedat, Ze tu nejde o prehladny &ldnok o kvdzispojitosti.
V tejto tivahe ide o zozndmenie sa s pojmom kvdzispojitosti a s viacerymi vysledkami,
ktoré azda ddvaju oprdvnenie pre jeho existenciu a podla mienky autora mdZu byt
zaujiravé pre dostatoCne Siroky okruh Citatelov.

2. Jeden klasicky pristup k zovSeobecneniu spojitosti

Predtym ako zavedieme pojem kvdzispojitosti, je vyhodné mat aspoii jedno pomerne
zndme zovSeobecnenie spojitosti, s ktorym by sme to naSe mohli porovndvat. Zvolime
tu teda isté zovSeobecnenie spojitosti, alebo presnejsie isty prirodzéne vytvoreny systém
funkcii obsahujucich vSetky spojité funkcie a s tym budeme porovndvat systém kvazi-
spojitych funkcii. V tomto paragrafe budeme hovorit len o redlnych funkcidch redlnej
premenne;j.

Jednoduchy priklad postupnosti {x"}:2 redlnych funkcii definovanych na intervale
<0, 1) ukazuje, Ze funkcia, ku ktorej tato postupnost bodovo konverguje, nie je spojitd.

Je to funkcia f, pre ktora f(x) = 0 v bodoch x'€<0, 1) a f(1) = 1. Ak teda oznacime
znakom B, mnoZinu vietkych spojitych funkcii na <0, 1) a znakom B; mnoZinu viet-
kych takych f:<0, 1) — R, pre ktoré existuje takd postupnost {f,}:,, Ze lim f,(x) =

= f(x) pre kazdé x €<0,1) a pritom f, € B, pre n = 1.2, ..., vidime, Ze B, < B,,
B, * B,. MnoZina B, je zndma mnoZina vSetkych redlnych funkcii prvej Bairovej triedy
na {0, 1>. Pri dostatku dobrej vdle moZeme funkcie patriace do B; povaZovat za spoji-
té funkcie v istom zovSeobecnenom zmysle. Velmi dobre zndma je td skuto¢nost, Ze ak
uvaZujeme mnoZinu B, vSetkych takych funkcii f: <0, 1> — R, pre ktor1 existuje takd
postupnost {f,} =, Ye f,€ B; pre n = 1,2, ... a f(x) = lim f,(x) pre kazdé x € <0, 1),

n—oo
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tak B; c B,, B; *+ B,. Zndmym prikladom funkcie patriacej do B, a nepatriacej do B,
je funkcia f definovand tak, Ze
(1) f(x) = lim lim (cos n! mx)*" .
n—=o0 m-*co

Pomerne jednoduchd tvaha ukazuje, Ze f(x) = 1, ak x je raciondlne &slo a f(x) = 0,
ak x nie je raciondlne. Ide teda o dobre zndmu Dirichletovu funkciu.

Indukciou méZeme definovaf pre kazdé prirodzené ¢islo k = 1 mnoZinu funkcii k-tej
Bairovej triedy, a to tak, Ze funkcia patri do B, prdve vtedy, ked f(x) = lim f,(x) pre

n—*o

kazdé x € €0, 1), priCom f,€ B,_; pre n = 1,2, ... Je zndme, Ze B, + B,_, a zrejme
B,_, < B,. Ak utvorime

Bw=UBk

(o tu chdpme ako symbol), nie je ani tdto mnoZina uzavretd vzhladom na bodové limity
funkci do nej patriacich. Existuje totiZ f: — <0, 1> — R tak, Ze f(x) = lim f,(x) pre

n=*oo
kazdé x € €0, 1) a pritom f ¢ B,, zatial o f,e B, pre n = 1,2, ...

MoZeme teda prirodzenym spdsotom definovat mnoZinu B, (povaZujme aj @ + 1
za symbol) tak, Ze je to mnoZina vietkych tych funkcii, ktoré s todovymi limitami
funkcii z B,,. Ako sme uz povedali B, = B, ;. Vznikd otdzka, kolko takych symbolov
by sme museli pouzit, aby sme sa dostali k mnoZine B, ktord by uZ bola vzhladom na
bodovi konvergenciu uzavretd. Na to, aby sme to mohli seriéznym spésobom urobit,
statilo by mnoZinu prirodzenych ¢isel ,,vnorit* do vééSej mnoZiny tzv. ordindlnych
¢isel mensich ako tzv. prvé nespocitatelné ordindlne Cislo Q. V nej w znamend prvé ordi-
ndlne &islo nasledujuce za vSetkymi prirodzenymi Cislami, w + 1 dalSie atd. Pre nase
ucely to nie je potrebné. Vystadime s tym, o sme naznacili. Prezradme len to, Ze ked
definujeme prirodzenym spdsobom B, pre kazdé o < Q, mdme B, < B, pre kazdé
o« < Q, B, +# B,,{ a mnoZina

B=U B,
a<
je uZ uzavretd na bodovu konvergenciu. Je to zndma mnoZina tzv. bairovskych funkcii.
Pre informdciu pripomeiime, Ze asto pouZivand mnoZina M lebesguovsky merateInych
funkcii na <0, 1) stvisi s B tak, Z¢ B = M a existuje takd f e M, Ze f ¢ B.

Kazdu z mnoZin B, k = 1, 2, ..., dokonca i mnoZiny B, B, +; atd. moZno povaZovat,
pravdaZe uZ pri vicSej ddvke smelosti, za mnoZiny funkcii spojitych v akomsi zov§eo-
becnenom zmysle. Za taki mnoZinu moZno povaZovat aj mnoZinu B. MoZeme sa pytat,
¢i sme prechodom k mnoZine B od mnoZiny B, podstatne zovieobecnili spojité funkcie.
PretoZe pojem,,podstatne‘‘ sme tu poriadne nedefinovali, m6Zeme na tu otdzku dat hned
dve odpovede. Prvd bude: dno, a druhd: nie.

Predo ,,d4n0*? Zdovodnenie je hned naporuke. Ved uZ do B, patri funkcia (1), ktord
nie je spojitd v Ziadnom bode. Teda od spojitosti sme sa dostali na mile uZ pri druhom
kroku.

Predo teda ,,nie“? Tu je uspokojivd odpoved o nieCo taziia, ale zvlddnuteInd. Na po-
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moc si vSak treba zobrat vynikajuceho klasika v tedrii redlnych funkcii N. N. Luzina
(1883 —-1950), lepsie povedané, jeho vetu, ktord pre nd§ pripad tvrdi nasledujice.

(2.1) Ku kaZdej funkcii fe M a ku kaZdému e > O existuje takd lebesguovsky
meratelnd mnoZina E < {0, 1) a takd spojitd funkcia g: {0,1) - R, Ze mnoZina
0, 1) — E md Lebesguovu mieru mensiu ako ¢ a g(x) = f(x) pre kaZdé x € E.

Uvedenymi dvoma odpovedmi sme chceli povedaf, Ze zdleZi na hladisku, ako sa na
dané zovSeobecnenie divame. V jadre tohoto Eldnku chceme ukdzaf, Ze pri zavddzani
nejakého typu zovSeobecnenej spojitosti zdleZi tieZ na tom, akym spdsobom zovSeobec-
nenie prevddzame. Jednym z takych spdsobov bude zavedenie kvazispojitej funkcie.

3. Kvazispojitost

Zobrazenia, o ktorych tu budeme hovorit, budi zobrazeniami typu f: X — Y, kde
X, Y su topologické priestory. Ak si Citatel bude pod X, Y predstavovat ¢iselnu os a pod
okolim bodu bude rozumiet obvyklé okolie, teda otvoreny interval, ktory dany bod
obsahuje, bude mu to na pochopenie nasledujicich uvah stagit.

Dobre zndmy pojem spojitosti funkcie f: X — Y v bode p e X je zavedeny takto:
Funkcia f je spojitd v bode p, ak pre TubovoIné okolie ¥ bodu f(x) existuje také okolie
U bodu p, Ze f(x) € V pre kazdé x € U. Hovorime, Ze f je spojitd, ak je spojitd v kazdom
bode p e X.

Kvdzispojitost zavedenu pre redlne funkcie redlnej premennej v [S] moZno vieobec-
nejsie definovat takto:

Hovorime, Ze f: X — Yje kvdzispojitd v bode p € X, ak pre IubovoIné okolie ¥V bodu
f(p) a pre IubovoIné okolie U bodu p existuje takd neprdzdna otvorend mnoZina G < U,

e f(x) € V pre kazdé x € G.
Z uvedenych definicii je zrejmé, Ze plati

(3.1) Kazdd spojitd funkcia je kvdzispojitd.

Obritené tvrdenie neplati. Sta¢i zobraf f:‘R — R definovani tak, Ze f(x) = 1 pre
x £ 0a f(x) = 0 pre x > 0 a mdme priklad kvdzispojitej funkcie, ktord nie je spojitd.
Nie je fazké uviest priklady kvdzispojitych funkcii podstatne vzdialenej$ich od spojitych,
ako je td, ktori sme uviedli. Nebudeme to robit, ale uvedieme namiesto toho tvrdenie,
ktoré ukazuje, Ze moZe ist o veImi komplikované funkcie. Toto tvrdenie sucasne naznadi,
Ze kvdzispojitosf je v istom zmysle podstatnym a netradi€nym zovSeobecnenim spojitosti.
Ide o nasledujicu vetu, ktort dokdzal S. Marcus v r. 1961 v [6]. -

(3.2) Existuje funkcia f: <0, 1> — R, ktord je kvdzispojitd a lebesgueovsky nemera-
telnd.

Pre porovnanie kvazispojitych funkcii s merateInymi, resp. bairovskymi funkciami
si v§imnime, Y¢ mnoZiny B,, By, ..., By, By+1,---» B, M spominané v Casti 2. tvoria
rastici refazec mnozin s prvym prvkom B, a poslednym M. MnoZina K je mnoZinou
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vietkych kvézispojitych funkcii. T4 obsahuje B, (tvrdenie 3.1) a zasahuje aZ do nemera-
teInych funkcii (tvrdenie 3.2). MnoZina K viak neobsahuje Ziadnu z mnoZin B, (« < Q)
ako celok, aj ked isté funkcie z kaZdého B, obsahuje. Situdciu upresiiuji nasledujiice
tvrdenia:

(3.3) Pre kazdé a < Q existuje f € B tak, Ze f ¢ K.

Tvrdenie (3.3) jetak jednoduché, Ze ho mbZeme dokdzat. Stali totiZ zobrat také f € B,
7e f ¢ K. Takd funkcia skuto¢ne existuje. Je fiou napfiklad f: <0, 1) — R, pre ktoru
f(x) = 0,ak x €0, 1) a f(1) = 1. To, Ze je v B;, sme ukdzali uZ v paragrafe 1. Nepatri
zrejme do K, lebo nie je kvdzispojitd v bode 1. KedZe f € By, je fe B, pre « = 1, a tym
sme tvrdenie dokdzali.

Plati viak aj silnejSie tvrdenie dokdzané v [6], ktorého dokaz robit nebudeme.

(3.4) Pre kazdé o < Q existuje takd kvdzispojitd funkcia, pre ktori plati fe€ B,
a f ¢ By pre Ziadne f < a.

4. O dobrych vlastnostiach kvazispojitosti

Tym, Ze sme nasli nemeratelna kvadzispojitu funkciu, sme ukdzali, Ze zov§eobecnenie
typu kvézispojitosti je iného druhu ako zovSeobecnenie smerom na bairovské mnoZiny
funkcii. Sme ndchylni povaZovat ho za podstatné, najmi z toho dovodu, Ze zasahuje
aZ do nemeratelnych funkcii. Na druhej strane toto zovSeotccnenie vzbudzuje isté obavy
z toho, &i sme sa nevzdialili prili§ od spojitosti. Co dobrého moZno povedat o nemeratel-
nej funkcii? Naliehavd je teda otdzka, ¢i neexistuje hladisko, ktoré by ukazovalo, 7e aj
toto zovSeobecnenie stvisi hltoko se spojitostou. Také hladisko skutoéne existuje.
Nedd sa v§ak k nemu ddjst cez Luzinovu vetu. Je na to treba iny apardt. Preto si pri-
pomeifime niektoré elementdrne fakty z topoldgie.

MnoZinu S < X, kde X je topologicky priestor, nazyvame riedku, ak v kaZdej ne-
prézdnej otvorenej mnoZine G < X existuje takd neprdzdna otvorend mnozina U < G,
zeUnS =0.

Z topologického hladiska je teda riedka mnoZina mdlo vyznamnd. (Ako priklad
riedkej mnoZiny na &iselnej osi méZeme uviest mnoZinu celych &isel.) Za topologicky
mdlo vyznamné povaZujeme aj také mnoZiny, ktoré su spoclitatelnym zjednotenim
riedkych mnoZin. (MoZno dokdzat, Ze celd &iselnd os nie je takou mnoZinou a mnohé
dalSie priestory nie su také.) MnoZiny, ktoré su spotitatelnym zjednotenim riedkych
mnoZin, nazyvame mnoZinami prvej kategorie. Tie, ktoré nie su prvej kategérie, nazy-
vame mnoZinami druhej kategérie. Teraz uZz moZeme vyslovit tvrdenie, ktoré ukazuje,
Ze existuje hladisko, z ktorého kvdzispojité funkcie nie st uz tak daleko od spojitych.

(4.1) Nech f: €0,1) — R je kvdzispojitd funkcia. Potom mnoZina bodov nespojitosti
funkcie f je prvej kategdrie.

Poznamenajme, Ze veta (4.1) plati aj v tom pripade, ked X je Tubovolny topologicky
a Y priestor spiiiajtici druht axiému spod&itateInosti. Zndme st mnohé s fiou stvisiace
tvrdenia.
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Ako je to s uzavretostou mnoziny K vzhladom na bodovu konvergenciu? Je K vzhla-
dom na fiu uzavretd. Odpoved je negativna a ukazuje to uZ nd§ zndmy priklad postup-
nosti {x"},-; na <0, 1>. Uspokojujiici je vSak nasledujici vysledok [1].

(4.2) Nech {f,}1 je postupnost kvdzispojitych funkcii definovanych na topologic-
kom priestore X s hodnotami v metrickom priestore Y. Nech {f,,},‘,"’=1 konverguje v kaz-
dom bode k funkcii f. Potom mnoZina bodov nespojitosti funkcie f je prvej kategdrie.

Uvedme tu eSte jeden vysledok, ktory je pozoruhodny a pre redlne funkcie dvoch
redInych premennych zndmy uZ zo spominanej Kempistyho prdce [5]. Najprv pripomeii-
me zndmu skutoCnost, Ze funkcia f: R x R mdZe byt spojitd v kazdej premennej zv1dst
a nemusi byt spojitd ako funkcia dvoch premennych. O to prekvapujucejsie je spominané
Kempistyho tvrdenie.

(4.3) Nech f: R x R je funkcia, ktord je kvdzispojitd v kaZdej premennej zvldst,
potom f je kvdzispojitd ako funkcia dvoch premennych.

Tvrdenie (4.3) je nielen zaujimavé, ale i dobre pouZiteIné v mnohych suvislostiach.
Pre jeho aplikovatelnost a potrebu i vo vieobecnejSich priestoroch boli rotené mnohé
pokusy o jeho zovSeobecnenie. Pre mnohé znadne vieobecné priestory sa stretli s ispe-
chom. Tak napriklad v [7] je tvrdenie typu (4.3) dokdzané pre f: X x Y— Z, ked X
je Bairov priestor, Y spitia lokdlne druht axiému spo&itatelnosti a Z je reguldrny topo-
logicky priestor (Pre &itatela, ktorého taky vseobecnejii pripad zaujima pripominame,
Ze uvedené typy priestorov st definované napriklad v [3], ale i v inych knihéch z to-
poldgie).

S. Kvazispojitost a niektoré otazky matematickej analyzy

Obavy, 7Ze kvdzispojitost je prili§ vieobecny pojem na dobré aplikdcie, st s€asti vy-
vrdtené (aspoii teoreticky) vysledkami predchddzajiiceho paragrafu. V tejto Casti chceme
poukdzat na uZitoénost kvdzispojitosti tym, Ze poukdZeme na jej aplikabilitu v niektorych
otdzkach matematickej analyzy. Z viacerych moznych sme vybrali dve.

UvaZujme redlnu funkciu f: R x R — R. Predpokladajme, Ze f md konecné parcidlne
derivdcie podla x aj podla y. Ako obvykle ich oznadujeme of [0x, of [0y. KedZe nepred-
pokladdme, Ze tie derivdcie su spojité, nevieme zarudit diferencovatelnost funkcie f v jed-
notlivych bodoch v R x R. Vieme viak, Ze v Tubovolnom (x, y)€ R X R je

1
f<x .y y) — f(x, ) ,, :
®) al= lim " =limn[f<x+L,J’)—f(x,Y)]~
ox n—-+w l n—o n»‘

n

Ak oznagime znakom g, funkciu g,(x, y) = n[f(x + 1/n, y) — f(x, y)], vidime, Ze
g, je spojité pre n = 1, 2, ... v kazdej premennej zvl43t. Teda podIa (4.3) je g, kvdzispoji-
td ako funkcia dvoch premennych a podla (4.2) je of [0x spojitd funkcia dvoch premen-
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nych na R x R aZ na mnoZinu A4, prvej kategérie. Uvahou tiplne podobnou dostaneme,
Ze Of [0y je spojitd aZ na mnoZinu 4, prvej kategérie. Pre mnoZinu 4 tych bodov, kde
of [0x, 0f [0y nie st stlasne spojité, plati A = 4y U A4,, a teda A je prvej kategérie.
Na mnoZine X — A teda podla zndmej vety z analyzy plati, Ze f je diferencovateInd. Md-
me teda vysledok ([6]).

(5.1) Nech f: R x R md koneéné parcidlne derivdcie podla x aj podla y. Potom f je
diferencovatelnd aZ na mnoZinu prvej kategdrie.

Zmienime sa ete o jednom pouZiti kvdzispojitosti v matematickej analyze. Jednym
z dolezitych principov matematickej analyzy (pre jednoduchost uvaZujme analyzu
redlnych funkcii jednej redlnej premennej) je skutonost, Ze bodovd konvergencia na
mnoZine kone¢nej (Lebesguovej) miery je blizka konvergencii rovnomerne;j. Ide o nasle-
dujuicu klasicku Jegorovovu vetu:

(5.2)?Nech {fu &, je postupnost meratelnych funkcii konvergujica skoro viade na
meratelnej mnoZine E konecnej miery k funkcii f. Potom pre lubovolné ¢ > 0 existuje
meratelnd mnoZina F < E takd, e E — F md mieru mensiu ako & a na F konverguje
{fu}y rovnomerne k f. -

Poznamenajme, Ze podla zndmeho matematika Littlewooda je uvedend veta jednym
z troch zékladnych principov redlnej analyzy.
Plati viak (5.2) aj vtedy, ked namiesto postupnosti {f,}s>, zoberieme systém {f,} .
.(teT),kde T = R, t, € Tje hromadny bod mnoZiny T, a predpokladdme, Ze lim f(x) =
t—=to
= f (V) skoro vade na E? Odpoved je zdpornd uZ na &iselnej osi pre Lebesguovu mieru
a lebesguovsku meratelnost. Kontrapriklad moZno ndjst v préci [12]. Ak pfedpokla-
ddme, Ze parameter ¢ sa meni spojito v tom zmysle, Ze pre pevné x je f,(x) spojitd funkcia
premenne;j t, tak veta plati. (Pozri [12].) Predpoklad o spojite sa meniacom parametri je
viak prili§ obmedzujici. Je otdzka, & by nestatil predpoklad kvézispojitosti. V [8] sa
ukdzalo, Ze stali. Formuldcia v [8] je znatne vieobecnejsia, ako sme ju tu naznaili. Vy-
sledky tizko suvisiace s touto vetou a vyuZivajuce kvdzispojitost st obsiahnuté v [9].
Uvedené pripady zdaleka nevyerpdvajii moZnost pouZitia kvdzispojitosti v matema-
tickej analyze. Dal§imi sa v rdmci tohoto pojednania nemdZeme zaoberat.

6. Kvazispojitost v dalsich matematickych disciplinach

Popri matematickej analyze sa kvdzispojitost vyznamnym spdsobom prejavuje aj cez
iné matematické discipliny. V tejto Casti si vS§imnime stvisy s topolégiou a s teériou
pravdepodobnosti.

Dobre zndma globdlna charakterizdcia obyajnej spojitosti hovori nasledujiice:
Funkcia f: X — Y, kde X, Y su topologické priestory, je spojitd vtedy a len vtedy, ak
pre Tutovolnt otvorenii ¥ < Y je mnoZina f~*(V) otvorend v X. (Pritom f~ (V) =
= {x: f(x)e V}.)

DolezZitost kvdzispojitych zobrazeni pre topoldgiu signalizuje tdto globdlna charak-
terizdcia kvézispojitosti ([11]):
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(6.1) Zobrazenie f: X — Y je kvdzispojité vtedy a len vtedy, ked pre kaZdu otvorenit
mnoZinu V < Y je f ~Y(V) kvdziotvorend v X.

Zmysel vety (6.1) bude jasnejsi, ak vysvetlime, Ze mnoZina A = X je kvdziotvorend,
ak existuje otvorend mnoZina G = A tak, 7¢e G ¢ A = G. Znak G tu zna&i uzdver mno-
ziny G. Definicia kvdziotvorenej mnoZiny ukazuje, Ze kvdziotvorend mnoZina je v ﬁeja-
kom zmysle blizka otvorenej mnoZine a veta (6.1) teda potvrdzuje, Ze z istého hladiska
je kvazispojitd funkcia blizka spojitej. Mnohé topologické tvrdenia su takého typu,
Ze zaruCujui invariantnost niektorych dolezitych vlastnosti pri spojitom zobrazeni.
D4 sa teda oCakdvaf, Ze v niektorych sa kvazispojitost dd nahradit spojitostou. Také
ocakadvanie sa skutoéne potvrdilo. Z mnohych tvrdeni takého druhu pripomeiime nasle-
dujuce dve dokdzané v [4]:

(6.2) Ak f je prosté kvdzispojité zobrazenie topologického priestoru X na topolo-
gicky priestor Y spliiujiice podmienku, Ze pre kaZdu otvorenii mnoZinu G < X obsahuje
jej obraz f(G) otvorenii mnoZinu v Y, tak X je druhej kategdrie vtedy a len vtedy, ked Y
je druhej kategorie.

(6.3) Ak f spliia predpoklady vety (6.2), pak X je Bairov priestor vtedy a len vtedy,
ked Y je Bairov priestor.

Nakonec spomenime jeden suvis s tedriou pravdepodobnosti. UvaZujme pravde-
podobnostny priestor (X, S, P), teda X je mnoZina, S neprdzdny systém podmnoZin
mnoZiny X a P pravdepodobnostnd miera na X. Redlnu funkciu f: X — R nazyvame
meratelnou alebo v pravdepodobnostnej terminolégii ndhodnou premennou, ak pre
kazdy interval (a, b) je f~*((a, b)) € S. Systém {f,} (t € T) ndhodnych premennych sa
nazyva stochasticky proces. T je tu mnoZina, v ktorej sa meni parameter . Pre jedno-
duchost predpokladajme, Ze T < R. So stochastickym procesom je tazko pracovat,
ak je Uiplne vieobecny, pretoZe obyajne je potrebné, aby nielen platilo f; '((a, b)) € S,
pre kazdé t € T, ale aby platilo ( f; '((a, b)) € S. To sa vo vieobecnosti nedd zarucit,

teT

pretoZe S je systém uzavrety vo vSeobecnosti len vzhladom na spotitateIné prieniky.
Dobre zvlddnutelné su separabilné stochastické procesy. St to procesy, pre ktoré existuje
spocitateInd mnoZina {t,,: n=1,2, } parametrov z T tak, Ze

® 057(@ ) = N 7o)

pre Tubovolny interval (a, b). Ako viak poznat, &i je proces separabilny, teda &i (3) plati?
Jedno zndme kritérium separability je spojitost stochastického procesu, t. j. podmienka,
Ze f/(x) je spojitd funkcia pri kadom pevnom x € X. MoZno viak daf vieobecnejsie
kritérium stochastického procesu, ktorym je toto tvrdenie ([10]).

(6.4) Kuvdzispojity stochasticky proces je separabilny.

Uvedené tvrdenie je len ukdZkou toho, Ze v niektorych tvrdeniach o stochastickych
procesoch moZno spojitost zamenit kvdzispojitostou. Také tvrdenia st uvedené v [10].
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ZAaver

Uviedli sme tu niekolko zdkladnych tvrdeni o kvdzispojitych funkcidch a niekolko
oblasti, kde moZno kvdzispojitost pouZif. Existuje cely rad dalsich stivisov medzi kvdzi-
spojitostou a inymi oblastami matematiky. Z mnohych nespomenutych uvedieme eSte
stvis s tzv. Blumbergovymi mnoZinami. Blumbergova mnoZina pre funkciu f: X — R,
kde X je topologicky priestor, je takd hustd mnoZina D < X, Ze plati f|D je spojitd na D.
H. Blumberg v préci [2] objavil, Ze v pripade redlnych funkcii md kazdé f: R - R
Blumbergovu mnoZinu. Bolo dokdzané, Ze f: R — R je kvdzispojitd prdve vtedy, ked md
tzv. silni Blumbergovu mnoZinu. Pritom tzv. silnd Blumbergova mnoZina pre f: R = R
je takd Blumbergova mnoZina D, Ze pre kaZdy interval I < R je f(I n D) hustd mnoZina
v f(I). O tomto déleZitom aspekte kvdzispojitosti nebolo moZné v rdmci tohoto infor-
mativneho ¢ldnku hovorif, tak isto ako u mnohych inych zaujimavych vysledkoch nasich
a zahrani¢nych autorov dotykajucich sa kvdzispojitosti.

Nakoniec efte poznamenajme, Ze v poslednych desiatich rokoch sa mnoho autorov
zaoberalo kvdzispojitosfou mnohoznaénych zobrazeni (multifunkcii). O vysledkoch
tohoto druhu sme sa tu nezmieiiovali.
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