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Kombinatorické konstrukce, jejich složitost 
a praktický význam 

Jaroslav Nešetřil, Praha 

0. Cílem tohoto příspěvku je seznámit čtenáře s tou oblastí soudobé kombinatoriky, 
která se zabývá konstrukcemi (a efektivností těchto konstrukcí) dávajícími odpověď 
na otázky kombinatorického charakteru. 

Článek není určen výhradně specialistům v oboru a je zaměřen převážně na oblast 
výzkumu, který se provádí na MFF UK v poslední době (hlavně v rámci kombinatoric
kého semináře) a který je součástí řešení dílčího úkolu státního plánu a fakultního 
výzkumného úkolu. 

Pojednání vzniklo na základě přednášek na algebraickém semináři a semináři mate
matických metod v psychologii na MFF UK. 

Děkuji kolegům M. CHYTILOVI, L. KUČEROVI a P. PUDLÁKOVI za připomínky k před
běžné verzi tohoto článku. Rovněž děkuji recenzentovi za návrhy, které zlepšily srozu
mitelnost této studie. 

1. Klasické vymezení pojmu kombinatorika je dáno touto větou: kombinatorika je věda 
o rozmístění, výběru, pořadí a počtu podmnožin nějaké množiny. Někdy se také (ještě 
nepřesněji) říká, že kombinatorika zkoumá ty matematické otázky, které lze elementárně 
formulovat. Tyto charakteristiky je však třeba chápat ne ve smyslu definice, ale jako 
snahu o vystižení pocitu, který je matematikům společný. Každý matematik má vlastní 
představu o tom, co znamená „kombinatorická otázka" a mnoho základních pouček 
zná nebo implicitně používá (nebo si je snadno sám dokáže). 

Výše uvedená vymezení pojmu kombinatorika jsou natolik široká, aby mohla za
hrnout nejrozmanitější objekty a vlastnosti. Možno však říci, že základními kombina
torickými pojmy jsou pojmy grafu a společnosti (jiné užívané názvy: síť, hypergraf, 
množinový systém, design): 

GrafG je dvojice (V, E), kde V je (zpravidla konečná) množina (tzv. množina vrcholů) 
a E je množina některých dvoubodových podmnožin množiny V (tzv. množina hran). 

Společnost Sje dvojice (V, Ji), kde Vje (zpravidla konečná) množina a Ji je množina 
některých podmnožin množiny V. 

Uvedené definice grafu a společnosti nejsou ani nejobecnější možné, ani jediné 
v kombinatorice studované (viz [20] pro obecnou definici grafu), ale mají roli univer
zálních struktur: ostatní druhy objektů lze zpravidla (v té či oné formě) za grafy a spo
lečnosti považovat. Na obr. 1 jsou uvedeny některé příklady grafů (vrcholy jsou zná
zorněny malými kroužky, hrany jsou znázorněny spojnicemi mezi příslušnými vrcholy). 

Výhodou grafů je, že jsou názorné a jednoduché a přesto je jimi možno popsat mnoho 
situací, které se vyskytují v praxi. To jsou dva základní aspekty důležitosti grafů v apli-
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kacích, což nabylo na významu právě s rozvojem diskrétní matematiky a výpočetní 
techniky. 

Kombinatorika a zejména teorie grafů se v současné době rychle rozvíjejí. Existuje 
například 9 specializovaných časopisů (Diskretnyj analiz; Discrete mathematics; Annals 
of discrete mathematics; Networks; Ars Combinatoria; Journal of Combinatorics, Infor
mation and System Science; Journal of Combinatorial Theory A; B; Journal of Graph 
Theory). V poslední době bylo také vyřešeno mnoho význačných problémů, mezi nimi 
jeden z nejslavnějších matematických problémů vůbec, problém čtyř barev (viz [1]). 

Brožura [6], vydaná MFF, poskytuje přehled o československých matematicích pra
cujících v tomto oboru. 

Obr. 1 la) lb) lc) ld) 

2. Základním problémem teorie grafů je otázka, zda existuje graf určitých vlastností. 
Ponecháme zde stranou otázku, kolik takových grafů existuje, což je základní otázka 
teorie enumerace, viz např. [11]. 

Cílem tohoto článku je uvést a na jednoduchých příkladech ilustrovat různé možné 
přístupy k řešení této základní otázky. 

Schéma článku je možno vystihnout touto osnovou, která odpovídá členění do jed
notlivých odstavců: 

0. Úvod 
1. Základní pojmy 
2. Obsah 
3. Nekonstruktivní metody 
4. Konstruktivní metody 
5. Jeden příklad 
6. Efektivní řešení 
7. Dobrá charakteristika 
8. Klasifikace složitosti problémů 
9. Závěr 

Budeme tedy postupovat směrem ke „snadnějšímu" a „efektivnějšímu" zpracování 
úloh. 

3. Začněme s tímto konkrétním problémem (který uvedeme v populární formě): Před
stavte si, že na večírku neexistuje k osob, které se navzájem znají nebo navzájem ne
znají. Jaký je maximální počet osob, které se mohou takového večírku zúčastnit? 
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V řeči teorie grafů tato úloha zní: jaký maximální počet vrcholů může mít graf 
G = (V, E), který neobsahuje úplný graf Kk s k vrcholy (graf K5 je znázorněn na obráz
ku lc) a jehož doplněk — G = (V, {e c v; \e\ = 2 } \ E) rovněž neobsahuje úplný graf 
s k vrcholy. Označme r(k) příslušný maximální počet vrcholů. (Ramseyova věta [33] 
tvrdí, že pro každé k SM číslo r(k) skutečně existuje. Tento netriviální fakt, představu
jící strukturální zesílení Dirichletova principu, je jedním z nejaplikovanějších kombi
natorických výsledků vůbec. Právě teorii svázané s touto větou a jejím aplikacím byla 
v posledních letech věnována na MFF (a FJFI ČVUT) značná pozornost, viz např. 
[23], [24]. Popisovat tento výzkum není účelem tohoto článku.) 

Pro dané n lze v konečném počtu kroků rozhodnout, zda existuje graf požadovaných 
(n) vlastností s n vrcholy (tj. zda r(k) ^ ri): všech grafů na dané rz-bodové množině je 2 W 

(n) 
a všech „neizomorfních" grafů s n vrcholy je pro velká n řádově 2y2)/nl. Metoda pro
brání všech možností je však úspěšná jen pro malé hodnoty n — k (např. je snadné 
dokázat, že r(l) = 0, r(2) = 1, r(3) = 5, méně snadné, že r(4) = 1 7 . Jiné hodnoty r(k) 
již přesně známy nejsou.) K rozhodnutí, zdali r(k) ^ n pro větší hodnoty n — k, je 
třeba použít buď speciálních konstrukcí, nebo jiných „nekonstruktivních" metod. 

Zatímco v jiných oblastech matematiky je používání nekonstruktivních metod běžné 
(např. již užití axiómu výběru), je poněkud překvapující, že podobné metody existují 
rovněž v konečné kombinatorice.*) 

Jedna z nejznámějších nekonstruktivních metod je metoda, která se nazývá pravdě
podobnostní (nebo prostě nekonstruktivní) a která byla vyvinuta hlavně v pracích 
P. ERDOSE a A. RÉNYIHO. Této metodě je věnována kniha [8]. 

Typickou ukázkou použití zmíněné metody je důkaz nerovnosti r(k) ^ 2fe/2 (z této 
nerovnosti pak mimo jiné plyne, že metoda probrání všech možností principiálně ne
vede k cíli). Tento důkaz je (ve své elementární formě) tak prostý, že jej můžeme pro 
ilustraci uvést celý. 

Zvolme pevně n-bodovou množinu V. Počet všech grafů (V, E) je (jak jsme již uvedli) 
(n\ 

2>2). Odhadněme počet všech grafů s množinou vrcholů V, které obsahují nějaký úplný 
graf s k vrcholy. Nechť V je pevně zvolená k-bodová podmnožina V. Potom počet 
všech grafů (V, F), jejichž zúžení na množinu V'je úplný graf (tj. pro něž {e s= v'\ \e\ = 

(n)-(k) = 2} _= F) je zřejmě T-2' y2) (neboť (2) hran na V'je již určeno). Protože V' lze zvolit 
Q) způsoby, je počet grafů (V, E), které obsahují nějaký úplný graf s k vrcholy, menší 

(n)-(k) nebo roven číslu (£) 2r2' . Použitím elementárních úprav lze dokázat, že pro n = 

= 2fe/2 je ® 2 ^ ~ ( 2 ) < i 2®. Zřejmě počet grafů G = (KE), jejichž doplněk - G 
(n) obsahuje úplný graf s k vrcholy, je pro |V| -= 2 k / 2 omezen shora stejným číslem \ T2). 

Celkem dostáváme, že počet grafů G = (V, E) s n = 2fe/2 vrcholy, pro něž G nebo — G 

obsahuje úplný graf s k vrcholy, je menší než 2 W . Musí tedy existovat příklad grafu 

*) Zde ovšem nepoužíváme přívlastek „nekonstruktivní" ve smyslu běžném v matematické logice. 
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G = (V, E) s 2k/2 vrcholy tak, že G ani — G neobsahují úplný graf s k vrcholy. To doka
zuje nerovnost r(k) ^ 2k/2. 

Tak elementární důkaz možná čtenáři příliš podstatu nekonstruktivní metody ne
přiblížil. Připojme tedy několik poznámek: 

i. Konstrukce grafů, které dokazují r(k) ^ 2k/2, není známa. Pomocí speciálních 
a obtížných konstrukcí je možno pouze dokázat, že čísla r(k) rostou rychleji než libo
volný polynom (tj. že kcjr(k) = O(l) pro každé c > 0). To je nedávný a dosud nejlepší 
konstruktivní výsledek. 
Má tedy uvedený důkaz výrazný znak metody: není známo, jak obdržet stejný výsledek 
jiným způsobem. 

ii. Důkaz jsme uvedli také proto, že přes svou jednoduchost a stáří (pochází z roku 
1947) poskytuje v podstatě dosud nejlepší výsledek. Velice jednoduchými prostředky 
lze tedy nekonstruktivním způsobem obdržet velmi silné výsledky. 

iii. Výše uvedený důkaz tedy žádaný graf nekonstruuje, ale dokazuje pouze jeho 
existenci. Lze ho rovněž provést v jazyce teorie pravděpodobnosti, jestliže uvážíme ná
hodnou veličinu GM, jejímiž hodnotami jsou všechny grafy ({l, 2,...,«}, F) a která 

~(n) splňuje p(Gn = G) = 2 y2) pro každý graf G = ({1, 2,..., n), E). V důkaze jsme potom 
dokázali, že p(Gw obsahuje Kk) < \ (což bylo jádro důkazu). Pravděpodobnostní pře
formulování výše uvedeného důkazu se může zdát zbytečností. Pro použití jazyka teorie 
pravděpodobnosti svědčí však alespoň dvě skutečnosti: Ve složitějších případech je 
pravděpodobnostní formulace přehlednější a názornější a je možno použít vět teorie 
pravděpodobnosti (i když v převážné většině vět máme co činit pouze s diskrétními 
pravděpodobnostními prostory). Na druhé straně v souvislosti s teorií pravděpodob
nosti nekonstruktivní metoda získává širší platnost. Tak například ve výše uvedeném 
důkaze jsme ve skutečnosti dokázali, že p(G„ obsahuje Kk) <š \ kdykoliv n ^ 2k/2. To 
může být využito v praxi. Je-li třeba sestrojit graf s 256 vrcholy, který neobsahuje úplný 
graf s 16 vrcholy a jehož doplněk má touž vlastnost, potom z důkazu plyne, že převážná 
většina grafů s 256 vrcholy má tuto vlastnost. Propočtením výše uvedených odhadů 
dostáváme, že pravděpodobnost nalezení takového grafu je větší než 

256 

, - ^ _ 1 - M . , 0 -

Je možno se pokusit o náhodné generování žádaného grafu (přímá konstrukce takového 
grafu by byla obtížná). 

Příklady použití pravděpodobnostních metod se neomezují na konstrukci „obtížných" 
grafů (i když to je dosud použití nejčastější; je mu věnována téměř celá kniha [8], jiný 
příklad je uveden v [25]). Používá se rovněž pravděpodobnostní testování kombinato
rických algoritmů ([16] obsahuje testování algoritmů pro určení barevnosti grafu) nebo 
pravděpodobnostní zkoumání obtížných problémů. [19] obsahuje důkaz, že tzv. Ula-
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mova hypotéza — obtížný problém týkající se izomorfismu grafů — platí s pravdě
podobností 1. Pravděpodobnostní metody byly využity i při testování postupů vedou
cích k řešení problému 4 barev. 

Metody inspirované teorií pravděpodobnosti nejsou jediným nekonstruktivním pro
středkem, který se v kombinatorice používá. Příklady jiného typu představují algebraic
ké metody (zvláště zkoumání vlastních čísel matic odpovídajících grafům) a teorie 
vytvořujících funkcí (formálních mocninných řad). I tyto metody poskytují výsledky, 
které nejsou (zatím) dosažitelné konstruktivně (viz např. [12], [18]). 

4. Za řešení kombinatorické úlohy se však zpravidla pokládá konstruktivní řešení. 
(Jedním z důvodů pro tuto skutečnost je fakt, že nekonstruktivním řešením se vzdáváme 
jedné z nejvýznačnějších vlastností grafu — názornosti.) V některých případech ne
konstruktivní řešení předběhlo konstruktivní o dlouhou dobu, v jiných případech kon
strukce není známa dosud (tak jako v některých výše uvedených případech). 

Mezi konstrukcemi, které dávají odpověď na kombinatorické otázky, jsou však veliké 
rozdíly z hlediska jejich „efektivnosti". 

Při konstrukcích „obtížných" grafů a společností se často vyskytují astronomicky 
veliké hodnoty, neboť dílčí konstrukce se mnohokrát iterují a kombinují. Typickým, 
a navíc klasickým příkladem „obtížných" grafů jsou grafy, které neobsahují kružnice 
délek 3, ..., /, / ^ 3 a které mají barevnost ^ n. (Pojem kružnice v grafu odpovídá 
názorné geometrické představě; barevnost grafu je minimální počet barev, které stačí 
k obarvení vrcholů grafu tak, že žádné dva vrcholy spojené hranou nejsou obarveny 
stejnou barvou, barevnost grafu G označíme x(G).) Pro / = 3, n = 4 je příklad takového 
grafu uveden na obrázku la). O obtížnosti problému se každý přesvědčí, pokusí-li se 
najít graf s parametry / = n = 4 nebo / = 8, n = 4. [27] poskytuje nejsnazší konstruk
tivní důkaz existence těchto grafů. 

Konstrukce tak někdy poskytují grafy s počtem vrcholů 

.2n 

2 {n parametr). 

50krát 

Takové konstrukce se (kromě výše uvedeného příkladu vysoce barevných grafů bez 
krátkých kružnic) často vyskytují v otázkách Ramseyova typu (viz [23], [24]) nebo 
v nedávno dokázaném významném výsledku [32], dosaženém na semináři kombinato
rické algebry P. GORALČÍKA („každý konečný svaz je podsvazem svazu ekvivalencí 
vhodné konečné množiny" — tento algebraický výsledek byl dokázán z velké části 
pomocí teorie grafů). 

Konstrukce výše uvedeného typu mají čistě existenční charakter a svou povahou leží 
„někde mezi" konečnou a nekonečnou matematikou. Poněkud překvapivě někdy také 
nacházejí v nekonečné matematice uplatnění, viz [23]. 

Pro snadnější zvládnutí podobných konstrukcí byly vyvinuty různé kombinatoricko-
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kategoriální metody, které mohou mít zpětně širší význam. Tyto metody se zpravidla 
opírají o vhodnou reprezentaci grafů. Tak například chceme-li sestrojit graf, který 
neobsahuje trojúhelníky (tj. podgraf izomorfní K3) a má barevnost větší nebo rovnu n, 
stačí uvážit graf GN s množinou vrcholů {(Uj)\ 1 -̂  i < j ^ N} a množinou hran 
{{(/,/), (I, k)}; i <j < k}. Pro dostatečně veliké číslo N (např. pro N ^ n\ e, kde e je 
základ přirozených logaritmů) platí x(GN) > n a je snadné se přesvědčit, že graf GN 

neobsahuje trojúhelníky. Uvedená konstrukce je speciálním příkladem konstrukce tzv. 
typových grafů (viz [26])! Jiným příkladem je použití součinů grafů (a odtud odvozené 
dimenze grafu, viz [17], [22J) a zkoumání lepení (amalgamace) grafů [27], [35]. Pomocí 
vhodných „elementárních" operací je možno také ze třídy všech grafů a relací (o které 
víme, že je velmi složitá) vydělit podtřídy, které jsou „zvládnutelnější", viz [26], [28], 
[30], [34]. 

5. Neefektivnost kombinatorických konstrukcí se však nemusí projevit v tak drastické 
formě. Může být mnohem skrytější. 

Pro ilustraci tohoto a dalších odstavců uvažme jako příklad konkrétního problému 
problém určení nezávislosti a(G) daného grafu G = (V, E): ptáme se po možnosti se
strojení množiny A c V, která neobsahuje žádnou hranu grafu G (tj. {a,b} $E pro 
každé a e A, b e A) a která má velikost ^ k . a(G) je maximální hodnota čísla k; použitím 
operace doplňku je možno nezávislost grafu G definovat jako maximální velikost úpl
ného podgrafu v — G. 

Nezávislost grafu (a obdobně definovaná nezávislost společnosti) je důležitý pojem. 
Na problém určení nezávislosti daného grafu nebo dané společnosti lze jednoduchým 
způsobem převést tak rozdílné úlohy jako jsou: 

(i.) zjištění, zdali dva grafy jsou izomorfní (grafy na obr. lb) a Id) jsou izomorfní); 
(ii.) určení maximálního počtu disjunktních množin (v daném souboru množin); 
(iii.) nalezení minimální souvislé části (F, E') v daném souvislém grafu (V, E); tzv. 

problém minimální kostry daného grafu; 

(iv.) konstrukci blokových schémat a konečných geometrií; 
(v.) nalezení hamiltonovské kružnice v daném grafu (tj. nalezení kružnice, která pro

chází všemi vrcholy daného grafu; graf na obrázku lb) tuto kružnici neobsahuje); 
(vi.) pro danou společnost (V, Ji) nalezení systému různých reprezentantů (tj. prosté 

funkce /: Ji -» V splňující f(M) e M pro každé M e Ji\ tato úloha souvisí na
příklad s vytvořením optimálního rozvrhu práce). 

(Tak například chceme-li nalézt minimální souvislou část (V, E') v daném souvislém 
grafu G = (V, E), potom stačí uvážit společnost (E, j f ) , kde týmy společnosti tvoří 
právě množiny hran všech kružnic grafu G. Lze snadno nahlédnout, že každá maxi
mální nezávislá množina E' s E společnosti (E, Jf) je minimální souvislá část grafu G. 
Ostatní převody nejsou o mnoho složitější. O těchto a dalších významech nezávislosti 
grafu a společnosti se čtenář dočte v [20].) 

V různých podobách se tedy nutnost řešit úlohu nalezení maximální nezávislé mno
žiny daného grafu (nebo úloha získání „dobrého" odhadu) vyskytuje velmi často. 
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