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Kombinatorické konstrukce, jejich sloZitost
a prakticky vyznam

Jaroslav NeSetril, Praha

0. Cilem tohoto pfispévku je sezndmit Ctenafe s tou oblasti soudobé kombinatoriky,
ktera se zabyva konstrukcemi (a efektivnosti téchto konstrukci) davajicimi odpovéd
na otazky kombinatorického charakteru.

Clanek neni uréen vyhradné specialistim v oboru a je zaméfen pfevaZn& na oblast
vyzkumu, ktery se provadi na MFF UK v posledni dobé (hlavné v rAmci kombinatoric-
kého seminafe) a ktery je soudasti feSeni diléiho tkolu stitniho planu a fakultniho
vyzkumného tkolu.

Pojednani vzniklo na ziklad€é prednasek na algebraickém seminafi a seminafi mate-
matickych metod v psychologii na MFF UK.

Dékuji kolegim M. CuytiLovl, L. KUCEROVI a P. PUDLAKOVI za pfipominky k pfed-
béZné verzi tohoto ¢lanku. RovnéZ dékuji recenzentovi za navrhy, které zlepsily srozu-
_mitelnost této studie.

1. Klasické vymezeni pojmu kombinatorika je dano touto vétou: kombinatorika je véda
o rozmisténi, vybéru, pofadi a poctu podmnoZzin n&aké mnoZiny. N&kdy se také (jeste
nepiesnéji) fika, Ze kombinatorika zkouma ty matematické otazky, které lze elementarné
formulovat. Tyto charakteristiky je vSak tfeba chdpat ne ve smyslu definice, ale jako
snahu o vystiZeni pocitu, ktery je matematikiim spolecny. Kazdy matematik ma vlastni
pfedstavu o tom, co znamena ,,kombinatoricka otdzka* a mnoho zékladnich poudek
zn4 nebo implicitné pouZiva (nebo si je snadno sam dokaze).

Vyse uvedend vymezeni pojmu kombinatorika jsou natolik Siroka, aby mohla za-
hrnout nejrozmanitéjsi objekty a vlastnosti. MoZno vSak ¥ici, Ze zdkladnimi kombina-
torickymi pojmy jsou pojmy grafu a spolec“:nosti'(jiné uZivané nazvy: sif, hypergraf,
mnoZinovy systém, design): ‘

Graf G je dvojice (V, E), kde V je (zpravidla kone¢nd) mnoZina (tzv. mnoZina vrcholi)
a E je mnoZina n&kterych dvoubodovych podmnoZin mnoZiny V (tzv. mnoZina hran).

Spolecnost S je dvojice (V, #), kde V je (zpravidla koneénd) mnoZina a .# je mnoZina
nékterych podmnoZin mnoZiny V.

Uvedené definice grafu a spole¢nosti nejsou ani nejobecnéjsi mozZné, ani jediné
v kombinatorice studované (viz [20] pro obecnou definici grafu), ale maji roli univer-
zélnich struktur: ostatni druhy objektii Ize zpravidla (v té &i oné formé) za grafy a spo-
le¢nosti povaZovat. Na obr. 1 jsou uvedeny nékteré pfiklady grafai (vrcholy jsou zna-
zornény malymi krouZky, hrany jsou znazornény spojnicemi mezi pfislu§nymi vrcholy).

Vyhodou grafti je, Ze jsou nazorné a jednoduché a presto je jimi moZno popsat mnoho
situaci, které se vyskytuji v praxi. To jsou dva zakladni aspekty duleZitosti grafu v apli-
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kacich, coZ nabylo na vyznamu pravé€ s rozvojem diskrétni matematiky a vypodetni
techniky.

Kombinatorika a zejména teorie grafii se v souasné dobé rychle rozvijeji. Existuje
napfiiklad 9 specializovanych Casopistt (Diskretnyj analiz; Discrete mathematics; Annals
of discrete mathematics; Networks; Ars Combinatoria; Journal of Combinatorics, Infor-
mation and System Science; Journal of Combinatorial Theory A; B; Journal of Graph
Theory). V posledni dobé& bylo také vyfeSeno mnoho vyznaénych probléml, mezi nimi
jeden z nejslavn&jSich matematickych probléma vitbec, problém C&tyf barev (viz [1]).

BrozZura [6], vydana MFF, poskytuje piehled o eskoslovenskych matematicich pra-
cujicich v tomto oboru.
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2. Zéakladnim problémem teorie grafi je otazka, zda existuje graf urcitych vlastnosti.
Ponechdme zde stranou otazku, kolik takovych grafii existuje, coZ je zakladni otazka
teorie enumerace, viz napt. [11].

Cilem tohoto ¢lanku je uvést a na jednoduchych ptikladech ilustrovat riizné mozné
pfistupy k feSeni této zakladni otazky.

Schéma ¢lanku je moZno vystihnout touto osnovou, kterd odpovida ¢lenéni do jed-
notlivych odstavci:

. Uvod

. Zékladni pojmy

. Obsah _

. Nekonstruktivni metody

. Konstruktivni metody

. Jeden priklad

. Efektivni feSeni

. Dobra charakteristika

. Klasifikace sloZitosti problému
. Zavér
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Budeme tedy postupovat smérem ke ,,snadnéjsimu‘ a ,,efektivnéjsimu® zpracovani
tloh. :

3. Zaénéme s timto konkrétnim problémem (ktery uvedeme v popularni formé): Pred-
stavte si, Ze na veirku neexistuje k osob, které se navzajem znaji nebo navzajem ne-
znaji. Jaky je maximalni pocet osob, které se mohou takového velirku zucastnit?
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V fedi teorie grafii tato wloha zni: jaky maximalni podet vrcholi miiZe mit graf
G = (V, E), ktery neobsahuje Uplny graf K, s k vrcholy (graf K5 je zndzornén na obraz-
ku 1c) a jehoZ doplngk —G = (V, {e = v; |e| = 2} \ E)rovn&Z neobsahuje tplny graf
s k vrcholy. Oznacme r(k) pfislusny maximalni po&et vrcholi. (Ramseyova véta [33]
tvrdi, Ze pro kazdé k = 1 Cislo r(k) skutecné existuje. Tento netrivialni fakt, pfedstavu-
jici strukturalni zesileni Dirichletova principu, je jednim z nejaplikovan&jSich kombi-
natorickych vysledkd viibec. Pravé teorii svizané s touto vétou a jejim aplikacim byla
v poslednich letech vénovéana na MFF (a FJFI CVUT) znand pozornost, viz napf.
[23], [24]. Popisovat tento vyzkum neni tGCelem tohoto ¢lanku.)

Pro dané n 1ze v kone¢ném poctu krokti rozhodnout, zda existuje graf poZadovanych
n
vlastnosti s n vrcholy (tj. zda r(k) = n): vSech grafii na dané n-bodové mnoZinég je 2(2)

n
a viech ,,neizomorfnich‘ grafii s n vrcholy je pro velki n fadové 2(2)/n!. Metoda pro-
brani vSech mozZnosti je vSak Uspé€S$néd jen pro malé hodnoty n — k (napf. je snadné
dokazat, Ze r(1) = 0, r(2) = 1, r(3) = 5, méné snadné, Ze r(4) = 17. Jiné hodnoty r(k)
jiZz pfesné znamy nejsou.) K rozhodnuti, zdali r(k) = n pro vétsi hodnoty n — k, je
tfeba pouzit bud specialnich konstrukci, nebo jinych ,,nekonstruktivnich‘ metod.

Zatimco v jinych oblastech matematiky je pouzivani nekonstruktivnich metod b&Zné
(napf. jiz uziti axiému vybéru), je pongkud piekvapujici, Ze podobné metody existuji
rovnéZ v kone¢né kombinatorice.*)

Jedna z nejznaméjsich nekonstruktivnich metod je metoda, kterd se nazyva pravdé-
podobnostni (nebo prosté nekonstruktivni) a kterd byla vyvinuta hlavné€ v pracich
P. ERDOSE a A. RENyIHO. Této metodé je vénovana kniha [8].

Typickou ukazkou pouZiti zminéné metody je ditkaz nerovnosti r(k) = 22 (z této
nerovnosti pak mimo jiné plyne, Ze metoda probrani vSech moZnosti principialné ne-
vede k cili). Tento diikaz je (ve své elementarni formé) tak prosty, Ze jej miZeme pro
ilustraci uvést cely.

Zvolme pevné n-bodovou mnoZinu V. Pocet vsech grafii (V, E) je (jak jsme jiZ uvedli)

n
2(2). Odhadnéme pocet viech grafii s mnoZinou vrcholl ¥, které obsahuji néjaky uplny
graf s k vrcholy. Necht ¥’ je pevné zvolend k-bodova podmnoZina V. Potom pocet

viech graf (¥, E), jejichZ ziZeni na mnoZinu V' je uplny graf (tj. pron&z {e = V'; Iel =
n\_(k
=2} c E) je ziejmé 2(2) ) (nebof (%) hran na V' je jiZ uréeno). ProtoZe V' lze zvolit

() zpusoby, je podet grafii (V, E), které obsahuji néjaky Gplny graf s k vrcholy, mensi
n\_(k

nebo roven &islu () 2(2) (2) Pouzitim elementarnich Uprav lze dokazat, Ze pro n =
n\_(k n

=2"%je () 2(2) () < %2(2). Z¥ejm& polet grafa G = (V, E), jejichz doplngk —G

obsahuje uplny graf s k vrcholy, je pro ]VI = 22 omezen shora stejnym &islem 4 2(2).
Celkem dostavame, Ze potet grafi G = (V, E) s n = 2% vrcholy, pro n&% G nebo —G

n
obsahuje uplny graf s k vrcholy, je mensi nez 2(2). Musi tedy existovat pfiklad grafu
*) Zde oviem nepouZivame pfivlastek ,,nekonstruktivni* ve smyslu b&Zném v matematické logice.

18



G = (V, E) s 2/* vrcholy tak, Ze G ani — G neobsahuji Gplny graf's k vrcholy. To doka-
zuje nerovnost r(k) = 242

Tak elementarni dikaz moZna ¢tenafi pfili§ podstatu nekonstruktivni metody ne-
pfibliZil. Pfipojme tedy né€kolik poznamek:

i. Konstrukce graffi, které dokazuji r(k) = 22, neni znima. Pomoci specidlnich
a obtiZnych konstrukci je moZno pouze dokazat, Ze Cisla r(k) rostou rychleji neZ libo-
volny polynom (tj. Ze k°/r(k) = o(1) pro kazdé ¢ > 0). To je nedavny a dosud nejlepsi
konstruktivni vysledek.

Ma4 tedy uvedeny diikaz vyrazny znak metody: neni znimo, jak obdrZet stejny vysledek
jinym zpisobem.

ii. Diikaz jsme uvedli také proto, Ze pfes svou jednbduchost a stafi (pochazi z roku
1947) poskytuje v podstaté dosud nejlepsi vysledek. Velice jednoduchymi prostiedky
Ize tedy nekonstruktivnim zplisobem obdrzet velmi silné vysledky.

iii. VySe uvedeny dikaz tedy Zadany graf nekonstruuje, ale dokazuje pouze jeho
existenci. Lze ho rovnéZ provést v jazyce teorie pravdépodobnosti, jestlize uvazime na-
hodnou veliginu G,, jejimiZ hodnotami jsou viechny grafy ({1,2,...,n}, E) a ktera

n

spliiuje p(G, = G) = 2_(2) pro kazdy graf G = ({1, 2, ..., n}, E). V dikaze jsme potom
dokazali, e p(G, obsahuje K;) < % (coZ bylo jadro diikazu). Pravdépodobnostni pie-
formulovani vyse uvedeného ditkazu se miiZe zdat zbyteCnosti. Pro pouZiti jazyka teorie
pravd€podobnostni formulace pfehledn&j$i a ndzorn&jsi a je moZno pouZit vét teorie
pravdépodobnosti (i kdyz v pfevazné vétSin€ vét madme co Cinit pouze s diskrétnimi
pravdépodobnostnimi prostory). Na druhé strané v souvislosti s teorii pravdépodob-
nosti nekonstruktivni metoda ziskava §ir§i platnost. Tak napfiklad ve vySe uvedeném
dtikaze jsme ve skute¢nosti dokazali, Ze p(G, obsahuje K,) < 1 kdykoliv n £ 2¥/2. To
muZe byt vyuZito v praxi. Je-li tfeba sestrojit graf s 256 vrcholy, ktery neobsahuje uplny
graf s 16 vrcholy a jehoZ doplné€k ma touz vlastnost, potom z ditkazu plyne, Ze pfevazna
vétSina grafli s 256 vrcholy mé tuto vlastnost. Propoétenim vySe uvedenych odhada
dostavame, ze pravdépodobnost nalezeni takového grafu je vétsi nez

(%)

69

=1-—1,4.10"8.

Je mozZno se pokusit o nahodné generovani Zadaného grafu (pfimé konstrukce takového
grafu by byla obtiZna).

Priklady pouZiti pravdépodobnostnich metod se neomezuji na konstrukci ,,obtiznych*

Yenr

pfiklad je uveden v [25]). PouZiva se rovnéZ pravdépodobnostni testovani kombinato-
rickych algoritmi ([16] obsahuje testovani algoritmil pro urceni barevnosti grafu) nebo
pravdépodobnostni zkouméni obtiznych problému. [19] obsahuje diikaz, Ze tzv. Ula-
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mova hypotéza — obtizny problém tykajici se izomorfismu grafd — plati s pravdé-
podobnosti 1. Pravdépodobnostni metody byly vyuZity i pfi testovini postupti vedou-
cich k feseni problému 4 barev.

Metody inspirované teorii pravdépodobnosti nejsou jedinym nekonstruktivnim pro-
stfedkem, ktery se v kombinatorice pouziva. Pfiklady jiného typu pfedstavuji algebraic-
ké metody (zvlast€ zkoumani vlastnich Cisel matic odpovidajicich grafiim) a_teorie
vytvofujicich funkci (formalnich mocninnych fad). I tyto metody poskytuji vysledky,
které nejsou (zatim) dosaZitelné konstruktivné (viz napft. [12], [18]).

4. Za feSeni kombinatorické tlohy se vSak zpravidla poklad4d konstruktivni feSeni.
(Jednim z diivod pro tuto skute¢nost je fakt, Ze nekonstruktivnim feSenim se vzdavame
konstruktivni feseni pfedb&hlo konstruktivni o dlouhou dobu, v jinych pfipadech kon-
strukce neni zndma dosud (tak jako v nékterych vyse uvedenych pt¥ipadech).

Mezi konstrukcemi, které davaji odpovéd na kombinatorické otizky, jsou vSak veliké
rozdily z hlediska jejich ,,efektivnosti.

Pfi konstrukcich ,,obtiznych* grafii a spole¢nosti se asto vyskytuji astronomicky
veliké hodnoty, nebot diléi konstrukce se mnohokrat iteruji a kombinuji. Typickym,
a navic klasickym prikladem ,,obtiznych* grafi jsou grafy, které neobsahuji kruznice
délek 3,...,1, I = 3 a které maji barevnost = n. (Pojem kruZnice v grafu odpovida
nazorné geometrické piedstave; barevnost grafu je minimalni polet barev, které stadi
k obarveni vrcholti grafu tak, Ze Zadné dva vrcholy spojené hranou nejsou obarveny
stejnou barvou, barevnost grafu G oznaéime y(G).) Pro ! = 3, n = 4 je pfiklad takového
grafu uveden na obrazku la). O obtiZnosti problému se kazdy pfesvédéi, pokusi-li se
najit graf s parametry / = n = 4 nebo / = 8, n = 4. [27] poskytuje nejsnazsi konstruk-
tivni dtikaz existence téchto grafii.

Konstrukce tak nékdy poskytuji grafy s po¢tem vrcholi

2 (n parametr).
50krat

Takové konstrukce se (kromé& vySe uvedeného piikladu vysoce barevnych grafa bez
kratkych kruZnic) ¢asto vyskytuji v otdzkdch Ramseyova typu (viz [23], [24]) nebo
v nedavno dokizaném vyznamném vysledku [32], dosaZeném na semindfi kombinato-
rické algebry P. GORALCIKA (,,kazdy koneCny svaz je podsvazem svazu ekvivalenci
vhodné kone&né mnoZiny“ — tento algebraicky vysledek byl dokazin z velké &asti
pomoci teorie graft).

Konstrukce vySe uvedeného typu maji Cisté existenéni charakter a svou povahou lezi
,,n€kde mezi* koneénou a nekoneénou matematikou. Ponékud pfekvapivé né€kdy také
nachazeji v nekoneéné matematice uplatnéni, viz [23].

Pro snadngj§i zvladnuti podobnych konstrukci byly vyvinuty razné kombinatoricko-
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kategorialni metody, které mohou mit zp&tné $ir§i vyznam. Tyto metody se zpravidla
opiraji o vhodnou reprezentaci grafii. Tak napfiklad chceme-li sestrojit graf, ktery
neobsahuje trojuhelniky (tj. podgraf izomorfni K3) a ma barevnost vétsi nebo rovnu n,
sta®i uvazit graf Gy s mnoZinou vrchold {(i,j); 1 £ i <j £ N} a mnoZinou hran
{{G,)), (. k)}; i <j < k}. Pro dostatetn veliké &islo N (napf. pro N = n'e, kde e je
zéklad pfirozenych logaritmi) plati x(Gy) > n a je snadné se pfesvédlit, Ze graf Gy
neobsahuje trojuhelniky. Uvedena konstrukce je specialnim pfikladem konstrukce tzv.
typovych grafi (viz [26]). Jinym p¥ikladem je pouZiti soudinti grafii (a odtud odvozené
dimenze grafu, viz [17], [22]) a zkoumAni lepeni (amalgamace) grafi [27], [35]. Pomoci
vhodnych ,,elementarnich* operaci je mozZno také ze t¥idy.vSech grafii a relaci (o které
vime, Ze je velmi sloZitd) vydélit podtfidy, které jsou ,,zvladnutelng&jsi, viz [26], [28],
[30], [34].

5. Neefektivnost kombinatorickych konstrukci se v§ak nemusi projevit v tak drastické
formé. MiiZze byt mnohem skryté&jsi.

Pro ilustraci tohoto a dalSich odstavch uvazme jako pfiklad konkrétniho problému
problém uréeni nezavislosti a(G) daného grafu G = (V, E): ptaime se po moZnosti se-
strojeni mnoZiny 4 < V, kter4 neobsahuje Zadnou hranu grafu G (tj. {a, b} ¢ E pro
kazdé a e A, b € A) a kterd ma velikost = k. «(G) je maximalni hodnota &isla k; pouzitim
operace dopliiku je moZno nezévislost grafu G definovat jako maximalni velikost tipl-
ného podgrafu v —G.

Nezavislost grafu (a obdobné definovana nezavislost spole¢nosti) je duleZity pojem.
Na problém uréeni nezavislosti daného grafu nebo dané spole€nosti lze jednoduchym
zpusobem prevést tak rozdilné tlohy jako jsou:

(i.) zjisténi, zdalidva grafy jsou izomorfni (grafy na obr. 1b) a 1d) jsou izomorfni);

(ii.) ureni maximalniho poctu disjunktnich mnoZin (v daném souboru mnoZin);

(iii.) nalezeni minimélni souvislé &asti (¥, E’) v daném souvislém grafu (V, E); tzv.
problém minimalni kostry daného grafu;

(iv.) konstrukci blokovych schémat a koneénych geometrii;

(v.) nalezeni hamiltonovské kruZnice v daném grafu (tj. nalezeni kruZnice, ktera pro-
chazi v§emi vrcholy daného grafu; graf na obrazku 1b) tuto kruZnici neobsahuje);

(vi.) pro danou spole€nost (V, .#) nalezeni systému riiznych reprezentantd (tj. prosté
funkce f: A4 — V spliwjici f(M) e M pro kazdé M e .#; tato tloha souvisi na-
pfiklad s vytvofenim optimalniho rozvrhu prace).

(Tak napfiklad chceme-li nalézt minimalni souvislou &ast (¥, E’) v daném souvislém
grafu G = (V, E), potom sta¢i uvaZit spole¢nost (E, ), kde tymy spolednosti tvoii
pravé mnoZiny hran vSech kruZnic grafu G. Lze snadno nahlédnout, Ze kaZd4 maxi-
malni nezavisla mnoZina E’ = E spoleénosti (E, ') je minimalni souvisla &ast grafu G.
grafu a spole€nosti se &tenaf dodte v [20].)

V riiznych podobéch se tedy nutnost fesit ilohu nalezeni maximalni nezavislé mno-
Ziny daného grafu (nebo tloha ziskani ,,dobrého* odhadu) vyskytuje velmi &asto.
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