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Fraktalni geometrie

Véra Kiarkovd, Praha

Harmonie sv&ta se zjevuje ve form& a &isle a v pojmu matematické krasy je zt&€lesn&na veSkera poezie
filozofie ptirody.

D’Arcy THOMPSON: On Growth and Form (Epilog)

Fraktdlni geometrie se stala v posledni dobé diky rozvoji poéitatové grafiky velice
populdrni. Barevné fotografie obrazovek pocitact s nddhernymi ornamenty pfipomi-
najicimi orientdlni koberce a s obrdzky krajin s horami a jezery, které byly vytvofeny
na zdkladé algoritmi pro generovdni fraktdlnich mnoZin, jsou dnes zndmy S§iroké
vefejnosti z Casopistt a dokonce i z vystav tzv. artware.

Fraktdlni geometrie viak byla vytvofena jiZz pfed vice neZ dvaceti lety matematikem
B. B. Mandelbrotem. Pfedstavuje novy pohled na geometrii — nové paradigma. Man-
delbrot sdam ji charakterizoval jakoZto morfologii amorfniho. Zhruba v téZe dobg, kdy
Mandelbrot vytvafel fraktdlni geometrii, objevil E. N. Lorenz podivny atraktor (r. 1963),
coz vedlo ke vzniku teorie tzv. deterministického chaosu. Jako kdyby se nezdvisle na
riznych mistech vynofilo nové téma ve védé — hleddni fddu v chaosu.

Jak zhstalo zachovdno v ndzvu (ye je Fecky zemé& a petoov je mira, méfitko), vyvinula
se geometrie ve starovékém Recku ze zeméméfistvi. Zemémétitstvi pouzivalo kolik
a provaz — odtud kruZitko a pravitko (které vsak umoZfiovaly méné& konstrukcf).
Pod vlivem platénské filozofie se geometrie vénovala studiu idedlnich pravidelnych
utvarl jako jsou kruZnice, ¢tverce a pravidelné mnohotihelniky a mnohostény. Napf.
étverec nebyl povaZovdn za specidlni pfipad obdélniku, ale obdélnik za nedokonaly
&tverec. FyzikdIn€ platnym se eukleidovsky prostor stal teprve v novovéku, kdy do néj
Newton umistil svou mechaniku.

Teprve v minulém stoleti se matematici zacali zabyvat velmi Elenitymi titvary. Prvni
z nich byly spojité funkce, které nemaji nikde derivaci, popsané Weierstrassem a Rie-
mannem*). Koncem minulého a na po&dtku tohoto stoleti byla objevena celd fada
konstrukci podivnych tutvari jako napf. r. 1883 Cantorovo diskontinuum (obr. 1),
r. 1890 Peanova kfivka (spojité zobrazeni usetky na &tverec) (obr. 3) a r. 1904 kfivka
Kochové (kfivka nekone&né délky ohranitujici kone¢nou plochu) (obr. 2). Objevy t&chto
konstrukci byly nékterymi matematiky pfijimdny s odporem, byly povaZovdny za
patologické a nazyvdny matematickd monstra.**)

Teprve Mandelbrot ukdzal, Ze logika vedla matematiky blize ke skutenosti, nez
sami tugili, Ze to, co bylo povaZovdno za pouhé domysleni myslenkovych konstrukci

*) K. Weierstrass Sokoval berlinskou akademii r. 1872 spojitou funkci, kterd nemé v Zddném bod&
derivaci. Prvni takovou funkci popsal jiZ r. 1830 B. Bolzano, ale jeho objev byl publikovdn pozd&ji.

**) Ch. Hermite napsal v dopise T. Stieltjesovi (r. 1893), Ze se ,,odvratil s hruzou a o¥klivosti
od toho politovanihodného zla, jimZ jsou funkce bez derivaci‘‘.
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Obr. 1. Prvni &tyfi aproximace Cantorova
diskontinua. Obr. 2. Prvni t¥i aproximace kfivky Kochové.

Obr. 3. Prvni t¥i aproximace Peanovy kfivky.

ad absurdum, miiZe slouZit jako zdklad pro modelovdni mnohych pfirodnich tvari.
,,Matematickd monstra* jsou vlastné¢ limity posloupnosti mnoZzin, které se vyznacuji

vy’

opakovanim téhoz vzoru ve stdle mensim métitku. Mandelbrot si pov§iml, Ze i v pfirodé

vy’

jsou mnohé tvary vice méné invariantni vic¢i zméné métitka. Napf. mapy pobiezi
zobrazeného v urlitém méfitku vykazuji jakousi podobnost se zobrazenimi v méfitku
jiném, vétsim ¢i men§im — zplisob, jakym je pobieZi ¢lenité, nezdvisi na tom, jak detailné
tvar kfivky zaznamendvame. RovnéZ rist rostlin a n€kterych krystalti, Browniiv pohyb
mikroskopickych cdstedek, agregace molekul v elektrolytu, turbulence tekutin, tvar
elektrického vyboje, vzduchové bublinky v oleji, prosakovani vody skrz zem, roztoky,
aerosoly, nékteré polymery a dokonce distribuce galaxii se vyznaéuji opakovdnim téhoz
vzoru ve stdle jemnéj§im detailu.

Vlastnost byt invariantni vi¢i zmé&né méfitka nazval Mandelbrot sobépodobnost
(anglicky self-similarity) a u¢inil z ni Ustfedni pojem celé své teorie. Zatimco klasickd
geometrie se zabyvd objekty invariantnimi viéi transformacim pfedstavujicim rizné
symetrie, fraktdlni geometrie se zabyvd invarianty vici transformacim pfedstavujicim
zménu meéfitka.

B. B. Mandelbrot se narodil r. 1924 ve Variavé, vystudoval v PatiZi Ecole polytech-
nique a vénoval se aplikované matematice. Od r. 1958 piisobi v USA u firmy IBM ve
Vyzkumném stfedisku Thomase J. Watsona u New Yorku, kde r. 1964 vytvofil pojem
sobépodobnosti.

Se sob&podobnosti se setkal poprvé pfi studiu chyb pii pfenosu telekomunikacnich

signdlf. V datech, kterd studoval, se stfidaly intervaly bez chyb s intervaly, v nichZ byl
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pfenos chybny. Po zvy3eni pfesnosti méfeni se intervaly, které se pfi méné& pfesném méie-
ni jevily jako bezchybné, rozpadly na stfidajici se sprdvné a chybné intervaly. To se
opakovalo pfi libovolném zpfestiovdni méfeni. Mandelbrotovi to pfipomnélo Cantorovo
diskontinuum (obr. 1).

Kdyz se Mandelbrot setkal se sobépodobnosti podruhé — bylo to pfi studiu fluktuaci
trZznich cen, jejichz krdtkodoby i dlouhodoby ¢asovy priibéh si byly podobné — zacal se
Mandelbrot o sobépodobnost zajimat. K podstatnému objevu ho v§ak pfivedlo teprve
studium empirickych dat tykajicich se délek rtiznych pobiezi, kterd nashromdzdil a r.
1961 publikoval anglicky excentricky védec L. F. Richardson.

Meéfeni délky pobreZi je problematické, nebot zavisi na délce tyCe, kterou pobiezi
méfime. Kdybychom uZivali stdle krat$i ty¢, naméfend délka by se zvétSovala. Dosli
bychom tak k zdvéru, Ze viechna pobfeZi jsou stejn&, a to nekonetné dlouhd. L. F.
Richardson odvodil na zdklad€ svych méfeni riiznych pobieZi empiricky vzorec vyjadfu-
jici délku pobfezi m&feného tyci délky e ve tvaru L(e) = K . &' P, kde ob& konstanty
K i D jsou pro dané pobiezi invariantni. TakZe charakteristikou pobfeZi nebyla délka,
kterd zdvisela na pfesnosti méfeni, ale jakési dv€é podivné konstanty, jejichz vyznam
byl nejasny. B. B. Mandelbrotovi se podafilo d4t témto konstantdim vyznam a udinit
z nich zdkladni pojmy fraktdlni geometrie. Richardsoniv vzorec piepsany do tvaru
K = N(e). €, kde N(e) = L(¢) . ¢~ je polet usekii délky &, mu totiz pfipomn&l Haus-
dorffovu miru a dimenzi.

Myslenka definovat pojem miry jakoZto zobecnéni pojmit délky, plochy a objemu
pro sloZit&jsi podmnoZiny eukleidovského prostoru je pom&rn& novd. Borel (r. 1895)
uzival miry k odhadu velikosti mnoZin pfi konstrukcich urcitych ,,patologickych‘
funkei. Lebesgue (r. 1904) vyuzil jeho my3lenku pro vytvofeni zdkladniho pojmu pro
svou konstrukci integrdlu. Carathéodory (r. 1914) zavedl mnohem obecn&j§i tzv. Ca-
rathéodoryho vnéjsi miry. Mimo jiné definoval téZ 1-dimenziondlni neboli linedrni miru
na n-dimenziondlnim eukleidovském prostoru a naznacil, Ze obdobn¢€ mtize byt pro libo-
volné ptirozené &islo d definovdna d-dimensiondlni mira. Hausdorff (r. 1919) poukdzal,
Ze Carathéodoryho mira md smysl i pro neceld &isla d. Ukdzal, Ze Cantorovo diskon-
tinuum md kladnou kone¢nou d-dimenziondlni Carathéodoryho miru pravé pro d =
= log 2/10g 3 =~ 0,6309. Proto nese tato mira a dimenze Hausdorffovo jméno.

Hausdorffova d-dimenziondlni vnéj§i mira, kde d je libovolné nezdporné &islo, je
definovdna pro podmnoZinu E n-dimenziondlniho eukleidovského prostoru E, pred-
pisem:

HUE) = liminf { ) (diam U;)?, {U, i€ w,} je e-pokryti E}
£-0 iewg
(pokryti {U,, i € wo} mnoziny E se nazyvd jeji e-pokryti, jestlize pro viechna i € w, je
diam U; < ¢). Tato limita miZe byt rovna i co. Pro kazdou podmnoZinu E eukleidov-
ského prostoru E, je 5#*(E) jakoZto funkce parametru d definovdna na mnoZin& <0, o)
nerostouci a jestlize pro n&které d je #%(E) < oo, pak pro viechna > d je #%E) = 0
(pro viechna & > n je #%(E) = 0). Jestlize pro n&které 6 > 0 je #*(E) > 0, pak pro
viechna d € €0, 8) je #“(E) = oo. Existuje tedy prdv& jedna hodnota D parametru d
(0 £ D £ n) takovd, Z¢ #°(E) = 0 pro viechna § > D a #°(E) = o pro viechna
kladnd & < D. D je tedy jedind hodnota parametru vyjadfujici smysluplnou miru (umoz-
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tiujici srovndvdni typu vEétsi/mensi). Toto &islo D se nazyvd Hausdorffova dimenze
mnoZiny E.

Pojem Hausdorffovy dimenze nejlépe pochopime, uvédomime-li si, Ze plocha usecky
je rovna nule, stejné tak jako objem &tverce, zatimco délka ¢tverce i krychle je nekoneéna.
Chceme-li tedy zji§tovat miru tsecky, ¢tverce a krychle, musime zvolit pro isecku délku,
pro Ctverec plochu a pro krychli objem, abychom dostali smysluplnou miru. Matema-
ticky miZeme tyto Gvahy vyjddfit takto: Pokryjeme-li jednotkovy ¢tverec N(e) = 1/¢?
malych &tvereCkdt o strang & dostaneme ve vzerci lim 1/e*. ¢! pro exponent d = 2

-0
hodnotu 1, zatimco pro exponent d = 1 dostaneme oo a pro exponent d = 3 dostane-
me 0. VySe uvedend definice Hausdorffovy miry a dimenze je zobecnénim tohoto
postupu.

Hladké kfivky maji Hausdorffovu dimenzi rovnou 1, aviak s rostouci ¢lenitosti tato
dimenze roste; dokonce existuji kfivky, jejichz Hausdorffova dimenze je rovna 2.
Hausdorffova dimenze se tedy li§i od dimenze topologické, kterd je invariantni vici spoji-
tym transformacim (Hausdorffova dimenze libovolné podmnoZiny n-dimenziondlniho
eukleidovského prostoru je v&tsi nebo rovna jeji dimenzi topologické). Hausdorffova
dimenze neni tedy pojem topologicky, ale geometricky. Sila tohoto pojmu spocivd
v tom, Ze je mirou ¢lenitosti. Proto také Mandelbrot pouzil tento pojem pro exaktni
definici €lenité mnoZiny, kterou nazval fraktdl (fractus znamend latinsky lomeny, zlo-
meny) a definoval ji jako mnoZinu, jejiz Hausdorffova dimenze je ostfe v&tsi neZ jeji
dimenze topologickd. Pojem fraktdl vytvoiil Mandelbrot r. 1974, kdyZ psal svou prvni
knihu [4] v&novanou geometrii amorfniho.

Definice fraktdlu neni Uplné uspokojivd,
nebot existuji velmi ¢lenité mnoZiny,
jejichz Hausdorffova dimenze je rovna Obr. 4. Dabelské schodi3ts.
dimenzi topologické, napft. tzv. ddbelské
schodi3té (obr. 4). Je to graf schodovité
funkce definované na intervalu <O, 1).
Schody jsou v bodech Cantorova diskon-
tinua. Hausdorffova dimenze grafu této
funkce je rovna 1 (jeho délka je totiz
rovna 2 a kfivky konecné délky mayji
Hausdorffovu dimenzi rovnou 1). Ve v&tsi-
né pripadt vSak velmi ¢lenité mnoZiny
vyhovuji Mandelbrotové definici.

Uréeni Hausdorffovy dimenze je vzhledem ke sloZitosti jeji definice ¢asto obtizné
se t&Zko ziskdvaji dolni odhady). Nastésti viak pro dosti velkou tfidu sobépodobnych
mnoZin lze Hausdorffovu dimenzi spocitat podle velmi jednoduchého vzorce.

Mandelbrotiiv intuitivni pojem sob&podobnosti matematizoval Hutchinson [2].
Vysel z toho, Ze sobépodobné mnoziny, jako napf. Cantorovo diskontinuum (obr. 1)
a kiivka Kochové (obr. 2), jsou sestaveny z &dsti, které jsou geometricky podobné celku

270 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro&nik 34 (1989), &. 5



zmenSenému v uréitém poméru. Definoval sob&épodobnou podmnoZinu E n-dimenzio-
ndlniho eukleidovského prostoru E, jakoZto takovou neprdzdnou kompaktni mnoZinu,
pro niZ existuje kone¢n& mnoho kontrahujicich podobnych zobrazeni (= sloZeni zmen-
$eni, posunuti, rotace a popt. reflexe) ¢, ..., ¢,: E, - E, (m = 2) takovych, Z¢ plati

E-= Q;p,.(g).

Kromé toho je jesté v jeho definici ur¢itd podminka zajisfujici, Ze se obrazy mnoZiny E
pro jednotlivd ¢, pfili§ neprotinaji (tato podminka je napf. splnéna, kdyZ priniky
¢©{E) n ¢,(E) pro i # j jsou kone¢né mnoZiny bodii). Hausdorffovu dimenzi takto defi-
novanych sobépodobnych mnoZin lze snadno pocitat, nebot pro tyto mnoZiny je Haus-
dorffova dimenze rovna tzv. podobnostni dimenzi (angl. similarity dimension). Jsou-li
@1, ..., O, kontrahujici podobnd zobrazeni, pak existuji kladnd Cisla ry, ..., 1, <1
takovd, e pro viechna x, y € E, plati |¢/(x) — ¢(y)| = ri|x — y|. Podobnostni di-
menze je jediné kladné &islo D splitujici rovnost

YrP=1.
i=1

V ptipad&, Ze viechna zobrazeni ¢, ..., ¢,, maji tentyZ pomlr podobnosti r, plati
m . rP = 1 a odtud dostaneme vzorec D = log m/log 1/r, podle n¢hoz miZeme spocitat
Hausdorffovu dimenzi mnoha sobépodobnych mnoZin. Napf. Cantorova diskontinua
(obr. 1), které je sjednocenim dvou kopii sebe sama zmenienych na tfetinu: D =
= log 2/log 3 ~ 0,6309. Pro horni &dst kiivky Kochové (obr. 2), kterd je sjednocenim
étyf svych vlastnich kopii, zmen§enych na tfetinu a prekryvajicich se pouze v krajnich
bodech, dostaneme D = log4/log 3 ~ 1,2618. Pro Peanovu kfivku (pfesn&ji feeno
mnoZinu) (obr. 3), kterd je sjednocenim 9 svych kopii zmensenych na tfetinu), dosta-
neme D = log 9/log 3 = 2.

Kromé jednoduchého vzorce pro vypocet Hausdorffovy dimenze md Hutchinsonova
véta také existenni Cdst. Pro libovolnou kone¢nou mnoZinu kontrakci ¢, ..., ¢,
eukleidovského prostoru E, (zobrazeni ¢ : E, — E, se nazyva kontrakce, jestliZe existuje
¢ <1 takové, Ze plati (Vx, yeE,)(Jo(x) — ¢(y)| £ c|x — y|) existuje prdvé jedna
neprdzdnd kompaktni podmnoZina E < E, takovd, Ze

E=U (Pi(E)
i=1
a tato E je uzdvérem mnoZiny vSech pevnych bodii zobrazeni z pologrupy transformaci
generované kontrakcemi ¢, ..., @, (tj. sloZeni viech kone¢nych posloupnosti téchto
zobrazeni)*)

*) Elegantni dikaz této v&ty dostaneme, prejdeme-li k prostoru H#(E,) vSech neprdzdnych kom-
paktnich podmnoZin prostoru E, s Hausdorffovou metrikou. Jsou-li 4, B podmnozZiny E,, jejich
vzdalenost v Hausdorffov€ metrice je definovana ptedpisem

5(A, B)=inf{6 >0,A< {x€E,inf{|x— y|,ye B} < 6} & B {x€E,
inf{[x — y|,ye A} < d}}.
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Hutchinsonova definice vSak nevystihuje plné intuitivni pojem sob&podobnosti.
Napf. mnoZina na obr. 5, kterou Mandelbrot nazval Apolloniova sit (angl. Apollonian
gasket podle feckého matematika Apollonia Zijiciho ve 2. stoleti pf. n. 1., ktery nalezl
konstrukci kruZnice vepsané do sférického trojuhelniku vytvofeného tiemi te¢nymi
kruZnicemi) neni sob&podobnd ve smyslu Hutchinsonovy definice, nebot trojuhelniky
vzniklé v ndsledujicich krocich nejsou geometricky podobné trojuhelnikim z pied-
choziho kroku. Hausdorffova dimenze této mnoZiny neni zndma *).

Obr. 5. Apolloniova sif.

Sob&podobné obrazce se daji velice dobfe generovat pocitaem. Opakovédni téhoZ
vzoru lze realizovat opakovanym voldnim téhoZ podprogramu se stdle se zmensujicimi
parametry. Pokud do t&chto algoritmi zavedeme ndhodny prvek (napf. v piipadg
Cantorova diskontinua nebudeme tusecky délit stdle na tfetiny, ale na kazdém kroku
budeme ndhodng volit dva body), dostaneme tzv. statisticky sob&podobné fraktily.
Pomoci takovych algoritmi miZeme velmi dobfe simulovat mnohé pfirodni tvary jako
napf. tvary rostlin, pohofi ¢i pobfeZi. Fraktdlni geometrii se tak podafilo vystihnout jiny
druh krdsy, neZ je dokonald krdsa idedlnich ttvari klasické geometrie.Krdsa statisticky
sob&épodobnych fraktdli spocivd v kiehké harmonii mezi pravidelnosti a nahodilosti.
V této harmonii spodivd také krdsa pfirody. V lese nepanuje chaos, pfestoZe je kazdy
strom jedineCny. Proto se ndm les zd4 krdsnéjsi nez sidli§t€, vyznacujici se umélou pravi-
delnosti, i neZ smetisté, které je iplné chaotické.

Jsou-li ¢4, ..., ¢,, kontrakce, je zobrazeni ¢ : #(E,)— H(E,) definované predpisem
m
o(X) = -UI“"(X)
i=

pro kaZdou podmnoZinu X S E,, také kontrakce. ProtoZe X#'(E,) je uplny metricky prostor, miZeme
uZit v&tu o pevném bodu, z niZ plyne existence prav€ jedné mnoziny E € X'(E,) spliiujici

m

E= | oi(E).
i=1

*) Ztejm& 1 = D = 2, ale jiZ dukaz, Ze nerovnosti jsou ostré, je nefekané obtiZzny. Nejlepsi
doposud ziskany odhad je 1,300197 < D < 1,314534.
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Mnohé fraktdly se viak vyznaduji jinym druhem krdsy — je to krdsa sloZitych vzort
nekoneéné &lenitych mnoZin pfipominajicich nddherné ornamenty. Tyto fraktdly patfi
do nejnovéjsi oblasti fraktdlni geometrie, kterd se rozvinula teprve v 80. letech. V pred-
chozim obdobi studovala fraktdlni geometrie sobépodobné mnoZiny a podafilo se ji
matematicky uchopit a modelovat mnohé pfirodni tvary pomoci statisticky sobépod ob-
nych fraktdli. Vrcholem tohoto obdobi byly poditatem generované obrdzky krajin
s horami a jezery, planet s pevninami a ostrovy a jejich mésict s krdtery, ptisobici tak
pfirozeng, Ze bychom je nedokdzali rozlisit od fotografii.

Sob&podobné fraktdly jsou invariantni viiéi linedrnim transformacim. V r. 1980 za¢al
Mandelbrot hledat fraktdly mezi mnoZinami, které jsou invariantni viéi nelinedrnim
transformacim. JiZ v oblasti iteraci téch nejjednodusfich nelinedrnich komplexnich
polynomi objevil nepieberné mnoZstvi krdsnych a zajimavych fraktdli. Tim doslo
ke spojeni fraktdlni geometrie, kterd se doposud zabyvala morfologii n¢kterych ptirod-
nich tvard, s teorii dynamickych systému, kterd se zabyvd modelovdnim a zkoumdnim
morfologie mnoZin moZnych stavi riznych systémiti ménicich se v ¢ase. Zménu takového
systému vyjadfuje transformace na mnoZin€ moznych stavit daného systému. V pfipadé
tzv. diskrétniho dynamického systému, kdy pfedpokldddme, Ze se systém méni v diskrét-
nich &asovych intervalech, popisuji iterace této transformace postupné nabyvané stavy
tohoto systému. MnoZiny, k nimZ dynamicky systém v néjaké oblasti konverguje, se
nazyvaji atraktory. Ukdzalo se, Ze mnohé atraktory i hranice oblasti pfitazlivosti nékte-
rych atraktori jsou velice zajimavé fraktdlni mnoZiny.

Prvni fraktdly tohoto druhu, které Mandelbrot zkoumal, byly tzv. Juliovy mnoZiny.
Gaston Julia a Pierre Fatou se v dobé kolem r. 1918 zabyvali studiem iteraci raciondlnich
komplexnich funkci, tj. zobrazeni

R(z)=§—3:€—>f,

kde P(z) a Q(z) jsou polynomy bez spole¢ného délitele a T je tzv. Riemannova sféra,
coz je Cu {0}, kde C zna&i komplexni rovinu. Nejjednodudsi nelinedrni raciondlni
komplexni funkce je kvadraticky polynom f,(z) = z? + ¢, kde ¢ je komplexni parametr.
Juliova mnoZina J, této funkce je hranice mnoZiny téch z, pro kterd je posloupnost
{f(z), fof2)) = f(2),...}, vytvofenid postupnym iterovdnim této funkce, ome-
zend. Pocitacovd grafika zpfistupnila neodekdvané bohaty svét tvari Juliovych mnoZin.

S vyjimkou ¢ = 0 (Jo je jednotkovd kruZnice) a ¢ = —2 (J_, je redlny intervat
{=2,2)) jsou Juliovy mnoZiny sobépodobné fraktdlni mnoZiny nejrizn&jsich tvard.
Pro n&kterd c jsou to Jordanovy kfivky (tj. jsou homeomorfni s kruZnici) (obr. 6), pro
jiné hodnoty parametru cjsou to tzv. dendrity (obr. 7) (tak se nazyvaji ty Juliovy mnoZi-
ny, které jsou totoZné s mnoZinami téch z, pro kterd je vyse uvedend posloupnost ome-
zend) a pro mnohé hodnoty ¢ se J, rozpadnou na totdln& nesouvislé mnoZiny, kterym
se fikd Cantorovy, nebof jsou dvoudimenziondlni obdobou Cantorova diskontinua
(obr. 8).

Kli¢em ke klasifikaci chovdni funkci f(z) = z* + ¢ v zdvislosti na parametru c je
tzv. Mandelbrotova mnoZina M = {c e C, J, je souvisld} (obr. 10). Je pojmenovéna po
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Obr. 6. Juliova mnoZina (Jordanova ktivka). Obr. 7. Juliova mnoZina (dendrit).

Obr. 8. Juliova mnoZina (Cantorova mnoZ%ina). Obr. 9. Juliova mnoZina (trojcyklus).

B. B. Mandelbrotovi, ktery ji jako prvni zobrazil pomoci pocitacové grafiky. Je to frak-
tdlni mnoZina, kterd obsahuje nekone¢né mnoho libovolné malych kopii sama sebe.
Pomé&r zmenseni téchto kopii se viak méni v zdvislosti na misté, takZe tato mnoZina neni
sob¥podobnd ve smyslu Hutchinsonovy definice (neni invariantni v&i Zddné linedrni
transformaci). Mandelbrotovu mnoZinu lze snadno generovat na pocitadi, nebot podle
vysledku P. Fatou a G. Julia z r. 1919 je mnoZina J, souvisld, pravé kdyZ je posloupnost
{e, > + ¢, (¢ + ¢)* + ¢,...} omezend. Topologickd dimenze Juliovych mnoZin J,
zdvisi na poloze parametru ¢ vzhledem k Mandelbrotové mnoZin€ M: Je-li ¢ uvniti M,
m4 ptislu§nd J, topologickou dimenzi 2, je-li ¢ na hranici M, ma J, topologickou dimenzi
rovnou 1 a je-li ¢ mimo M, md J, topologickou dimenzi rovnou 0. Poloha ¢ vzhledem
k M také uruje, jakého typu jsou atraktory dynamického systému f,. Dynamika f,
na viech Juliovych mnoZindch je chaotickd, tj. je citlivd vi¢i po¢dteénim podminkdm,
coZ znamend, 7Ze existuje uritd konstanta takovd, Ze v libovolné malém okoli kazdého
bodu vzdy existuje bod, ktery md tu vlastnost, Ze po dostateéném poctu iteraci bude
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Obr. 10. Mandelbrotova mnoZina.
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vzddlenost obrazi obou bodu vét§i nebo rovna této konstanté. Juliova mnozina J,
tvofi hranici mezi oblasti pfitaZlivosti bodu oo Riemannovy sféry a oblastmi pritaZli-
vosti ostatnich atraktortt dynamického systému f,(z) = z? + c.*)

To, Ze pro obecnou komplexni raciondlni funkci maji v§echny oblasti pfitaZlivosti
spole¢nou hranici a Ze na této hranici je dynamika chaotickd, bylo zndmo jiZ kolem r.
1918 G. Juliovi a P. Fatouovi. Péknym ptikladem takové funkce je (2z° + 1)[3z7,
pomoci niz lze tzv. Newtonovou iterani metodou najit kofeny rovnice z> — 1 = 0.
Tento dynamicky systém m4 tfi jednobodové atraktory (kofeny rovnice z* — 1 = O),
V oblasti pfitaZlivosti kazdého z t&chto tii atraktorti je Newtonova metoda u¢innd.
nebot vyjdeme-li z libovolného bodu oblasti, dostaneme postupnym iterovdnim funkce
(22* + 1)/32? posloupnost konvergujici k ptislusnému kotfenu rovnice. Tyto tfi oblasti
pfitaZlivosti maji spole¢nou hranici, Juliovu mnoZinu funkce (2z° + 1)/3z%, na niZ je
Newtonova metoda netéinnd. Tato hranice je zajimavé ¢lenitd fraktdlni mnoZina s chao-
tickou dynamikou (obr. 11).

Obr. 11,
Newtonova metoda
fedeni rovnice 22 — 1= 0.

H. O. Peitgen a P. H. Richter z univerzity v Brémdch zkoumali Mandelbrotovu
mnoZinu, Juliovy mnozZiny réiznych funkci a dal§i dynamické systémy pomoci barevné
pocitatové grafiky. Podle rychlosti konvergence nebo divergence pfifadili oblastem rovi-
ny riizné barvy. Barevné fotografie obrazovek jejich pocita¢li byly natolik krdsné,
Ze byly vystaveny v fad& zdpadoevropskych zemi. Kniha [7] vznikla rozsifenim a pfe-
pracovanim katalogu k této vystavé.

V poslednich letech se zagala rozvijet experimentdlni matematika vyuZivajici moZnosti,
které poskytuje souCasnd pocitadovd grafika, pro ziskdvdni intuice v oblastech p¥ilis

*) Mandelbrotova mnoZina je vlastn® projekci bifurka&niho diagramu dynamického systému
f(2) = z2 + c(coZ je diagram znazoriiujici zavislost atraktora na parametru ¢). Pro komplexni funkci
je tento diagram &tyfrozm&rny.
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Prub&hy ruznych komplexnich dynamickych systému znazorn&né¢ pomoci barevné pocitaoveé grafiky
nam ukazuji, kde a jak rychle takovy systém konverguje, a navic nam poskytuji esteticky zaZitek.
Tyto obrazky byly vytvoteny v laboratofi po€itacové grafiky na univerzité v Brémach pod vedenim
H. O. Peitgena a P. H. Richtera. Barevné obrazky (a vétSina ernobilych) jsou prevzaty z knihy [7].












Obr. 12. Juliovy mnoZiny J, pro rizné hodnoty c.

e

sloZitych pro lidskou predstavivost. Snad se tak podafi pomoci poéitaci zvlddnout
nékteré z oblasti, které doposud svou sloZitosti vzdorovaly usili matematiki.
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Klaniam sa vam a tiZim po vas, &isla! Rozdiel medzi typom myslenia vedca exaktnych
Slobodné, nehmotné ste — sestry tiefia. vied a obraznym myslenim umelca vdbec nie je
Ste dihou, ktorad preklenuje v mysliach taky velky, ako si to niekedy Tudia predstavuja.

vrcholy tvorivého zanietenia.
V. Briusov P. Kapica
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