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VYUCOVANI MATEMATICE A FYZICE

MODERNIZACE VYUCOVANI GEOMETRII

VitEzsLAv JoziFek, Praha

Metody i obsah vyuCovani matematice na Skolach 2. a 3. stupné jsou pfedmétem
uvah, diskusi a pokust v celém matematickém svété. Otdzkou vyuCovani geometrii
v dne$ni jednotné matematice se zabyva znima pracovnice A. Z. KRYGOWSKA
v Casopise Mathematica et Pedagogica, roé. 1962, &. 23. Na nékteré jeji myslenky
a uvahy chceme upozornit v tomto ¢lanku.

Sledujeme-li d&jiny vyuCovani matematice, vidime, Ze kaZdy meznik téchto déjin
pfinasi boj kolem vyu€ovani geometrii. Matematik FLETCHER se napf. pta, zda miZe-
me zachranit geometrii a co se z ni da zachranit. V pojednani NICOLAS BOURBAKIHO
Eléments d’histoire des mathématiques (Hermann, Paris 1960), str. 142—143, se mluvi
o nevyhnutelném upadku elementarni geometrie jako samostatné dosud Zijici védy.
Nema pry problémy, které by mély ohlas v jinych odvétvich matematiky.

Toto skeptické tvrzeni neplati pro vyuku na vSeobecné vzdé€lavaci skole. Vyuco-
vani matematice je vychovou v §ir§im slova smyslu, jejiz cil i nedostatky se nevyCerpa-
vaji jen ve vychové v ryzi matematice. Vychova v matematice je jen Casti vychovy
matematikou. Ve vyucovani je mnoho zajmt kulturnich i praktickych, které ztsta-
vaji nad matematikou jako v€dou i nad zajmy badatele a pfesto jsou Casto ve stfedu
zajml pedagogiky. Usuzovani, prostorova predstavivost jako slozky vychovy jsou
rizné a uditel nemiZe zavirat o¢i pfed nimi ani pfed potfebami praktického Zivota
nebo pred vztahy matematiky a jinych pfedmétd vyuky. Proto je nutno pfipojit
souhrn geometrickych znalosti a uplatnit je v aplikacich prave tak jako geometrickou
terminologii, kterd pronikla do vSech obori techniky.

Geometrickd terminologie uZivand v tvahach o prostoru dvojrozmérném a troj-
rozmérném je upotiebitelnd i pro prostor vicerozmérny i pro soucasnou matematiku
pro svou nesrovnatelnou pruZnost a ohebnost.

Elementarni geometrie triumfuje i bohatstvim zakladnich struktur. VétSina jich
zustala skryta béhem mnoha staleti pod pfisnou formou euklidovskou a byla obje-
vena aZ matematiky minulého stoleti. Mdme na mysli napf. transformace a jejich
invarianty. Je-li dne$ni matematika jednotna pro svoje struktury a pro svou axio-
matickou metodu, jsou psychologické cesty pfistupu k ni riizné i proménné pravé tak,
jako jsou mnohoznaéné aspekty reality, pokud jsou ndm dostupné. Vychova mysleni
v souCasné matematice nespociva ve volbg jednotné cesty vedouci do svéta abstrakt-
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nich struktur. Zakovi musime ukézat, Ze k téZe struktufe vedou mnohé cesty zcela
ptirozené a pohodlné€ a Ze tutéZ strukturu miiZeme studovat riznymi formami.

Jednu takovou cestu nazyvejme geometrickou. Je charakterizoviana schematizo-
vanim zaloZenym na vnimané analogii prostorovych vztahti konkretizovanych
v nakresech i v prostorovych modelech. Tak jsme vedeni ke vnimanému zobrazeni
geometrickych ttvard, ke geometrickym konstrukcim a transformacim. Cinnost
Zaka ve vyhodnych situacich, které mu vyu€ovani ma vytvofit, objevi mu matematické
struktury jaksi zespodu. Tyto znalosti otviraji mu moZnost ke schematizaci, ktera by
nebyla jiZ jenom vniman4, ale pojmova a po niZ by nasledovalo zceleni zachycenych
myslenek do souboru struktur.

Tato geometricka cesta miZe byt rizna. O jedné z nich mluvi C. CATTEGNO:
La pedagogiec des Mathématiques, L’enseignement des Mathématiques (Paris
1955) nebo v kursu deduktivni geometrie G. CHOQUET: Sur ’enseignement de la
géometrie élémentaire (Paris 1961).

Bylo by moZné takovéto geometrické cesty vnést do vSech moZnych cest jednotné
matematiky nebo vytvofit kurs geometrie konstruované logicky jako zvlastni kapi-
tolu. Moderni vyucovani geometrii miZe soustfedit rizné obsahy a miZe mit také
riizné formy. Zad4ame od ného:

1. Potenciélni bohatstvi zakladnich matematickych struktur a jejich Siroké vyuZiti
v kursu geometrie.

2. MozZnost ,,exportace* objevenych struktur do jinych kapitol matematiky a na-
opak.

3. Moiznost postupovat v ni metodou postupného odkryvani.

4. Zaruku moZnosti GspéSného a uCinného udeni znalostem zvanym tradi€né
geometrickym, prakticky nutnym a nepostradatelnym. Zaruka moZnosti rozvijet
u Zakd prostorovou predstavivost a schopnost pretvaret skute€né situace do geo-
metrickych schémat, které Zici ziskali pii feSeni prakticky duleZitych problému.

Dosavadni zkuSenosti i pokusy v okolnich statech ve vyuCovani geometrii ukazaly,
Ze v tradi¢ni euklidovské koncepci by toto uskuteériovani nebylo jednoduché. Dodnes
je vyuCovani geometrii ve zvlastni situaci. Prvni klasickd deduktivni dila byla geo-
metricka. To zaloZilo didakticky mytus vyucovani elementarni geometrii v euklidov-
ském pojeti. Odtud také prameni izolace §kolské geometrie, ktera trva dosud. Vneseni
transformaci do syntetické geometrie znamenalo pokus pfekonat tuto antickou
koncepci. BohuZel dosud netspésné.

Metodologicka revize matematickych zakladi odhalila pojem struktury defino-
vané axiomaticky i dosah a hranici axiomatické metody. Ukazala, Ze elementarni
geometrie v tradi¢nim pojeti neni modelem axiomatické teorie, ktery by se dal dobfe
pfizplsobit potfebam a moZnostem §kolského vyuCovani. Dokonce dava Zakovi
mylnou predstavu této metody z hlediska moderni védy.

Vysledky prvnich pokust, které budou jist€ dale pokraCovat, nas opraviuji
k domnénkam, které omezuji volbu axioml pro Gvodni praci se Zaky. Takova axio-
matika by méla splnit tyto podminky:
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1. Maly pocet axiomi vyjadfenych jednoduchou symbolikou.

2. Ziejmou polyvalenci. Je totiZ jednoduché nalézt rizné modely struktury defino-
vané takovouto axiomatikou v oboru znalosti Zdkovi znamych. Modely jsou pfirozené,
ponévad? jejich konstrukce nenf uméla a jsou Zakovi v podstaté jiZ dobfe znamy.

3. Jednoduchost prvnich odivodnéni. Prvni v&ty maji byt struéné vysloveny pravé
tak jako dusledky axiomi.

4. Snadné nalezeni zajimavych aplikaci. Interpretace vét v ruznych modelech
vede k novym zajimavym a neocekdvanym vétam.

5. DilezZitost uvaZované struktury. Teorie nema byt omezena jen na pfileZitost
ve vyucovani.

Zak diky mnoZstvi jemu znamych intepretaci pochopi smysl axiomatiky pravé
jako definici struktury, kterd je spoleni pro rizné modely. Potom neni pfesné
odlivodiiovani vnucovano a pfedem urCovino uditelem. Vzhledem ke zfejmé jedno-
duchosti axiomi i k jednoduchosti prvnich ukazek mtiZeme soustfedit mysleni Zaka
k samé axiomatické metod€. Interpretaci jednoduché véty v riznych modelech
jednoduchymi odivodnénimi zisk4 74k posloupnost novych, sloZitéj§ich a méné
nazornych vét v oboru jemu jiZ znamém.

Tyto vyslovené podminky byly jiZ pokusné uplatnény v axiomatice m¥iZi.

Autorka osvétluje uvedeni postulati metodologickou anekdotou. K velefi je
pozvana spole¢nost. Jeji ugastnici jsou pfedmétem takovéto hry. Pismeno v znadi byt
sousedem, f byt Clenem téZe rodiny. KaZdy navstévnik ma dva sousedy. Sousedi
nenaleZeji do pfibuzenského svazku.

Na zvlastnim listé je zaznamenana takovato informace $esti axiomy.

UvaZujme nyni tfi moZné typy navstévnikd. Prvni navstévnik mlZe uZit riznych
informaci u hostd a sledovat jejich reakce na jeho otazky. Potom informace ma pro
ného jen malou duleZitost. Druhy nav§tévnik znd obsah symboli v, f a Sest axiomi
zapsané informace. Jeho uvahy jsou deduktivni. Tfeti host dostane do ruky jen list
informaci bez vysvétleni v ném zapsanych symboli. Pro ného je informace strukturou
spoleénou riznym neizomorfnim modeliim.

Pro prvniho hosta je dedukce jednou z riiznych metod. Pro druhého je dedukce
jedinou metodou, kterd neni zaddna pfiznivymi podminkami. Tteti host mysli
axiomaticky, neomezuje se jen na dedukci, ktera neni pro ného dobfe zuZitkovatelna,
ponévadZ nema pro ni vhodné podminky.

Zak ve 3kole je v situaci prvniho hosta. Ugitel se ho pfitom snaZi presvédéit,
Ze jedinou cestou pro ného je dedukce. Ve sloZitgjSich pfipadech se ptame, jsou-li
vlastnosti, které byly dedukovany, pravdivé vidy a vSude. V takovém pfipadé
nestaci jenom vnimani Sezna-li napf. Zak, Ze se tfi vySky v trojuhelniku protinaji
v jediném bodé, je otazkou, je-li to pravda pro kazdy trojihelnik, napf. pro takovy,
ktery ma vrcholy ve dvou rozich se§itu a tfeti n€kde na né&jaké planet€. TéZko se
o tom presvédéime néjakym experimentem. I kdyZ jsme o tom sami piesvédcCeni,
nebudeme moci o tom pfesvédé&it pochybujiciho Zika. Podle Géometrie Plane (1960)
Andréa DELESSERTA je to pravé logika, kterd ma uvadét do geometrie poradek a pies-
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nost. Po vysvétleni naSeho pfipadu je Zak v situaci druhého hosta. Ma objekty, jejichZ
vlastnosti nemiiZze studovat na zéklad€ zkuSenosti ziskanych jen vnimanim. Situace
tietiho hosta se ve vyuCovani nevyskytuje.

Zbyva otazka, pro¢ geometrie ve svém klasickém pojeti neni vhodna pro cestu
axiomatickou. Euklidovska axiomatika je t&Zka a sloZitd. Teorie je jednoznaéna,
predmét je pro Zaka svétem schémat, kterd jsou mu pfedstavovana pojmové. Prvni
véty jsou samoziejmé, demonstrace uméla a zbytecna, vyjadfena casto Zakem slovy:
,,Dnes jsme dokazovali, Ze dva stejné trojuhelniky jsou stsjné®.

Hlavni znaky geometrie se podavaly jenom v drobtech, napf. definicemi kon-
vexnich utvard apod. Definice poddvané na pojmech mnoZiny bodu jsou metodolo-
gicky cizi deduktivni soustavé Euklidovych Zakladi.

Metodika moderniho pojeti geometrie neni dosud zpracovana. Budeme muset
zachranit vSe, co miiZe zjednodusit pfistup k moderni sou¢asné matematice a k mysle-
ni se vztahem k této disciplin€. Autorka uvadi tfi zdkladni struktury, metricky prostor,
grupu a vektorovy prostor ve form& vyuCovani pojmim vzdalenost, transformace,
vektor.

Kazdé dvojici bodl X, Y mnoZiny bodl pfifadime realné &islo d(X, Y), které
vyhovuje zndmym podminkam:

1. dX,Y) =0« X= Y,
2. d(X, Y) = d(¥, X),
3. d(X, Y) + d(¥, Z) = d(X, Z).

Dosazenim v 3 X za Z dojdeme ke vztahu d(X, Y) = 0.

MnoZinu bodi doplnime axiomy, které charakterizuji zvlastni strukturu euklidov-
ského metrického prostoru. Napfiklad: d(4, B) + d(B, C) = d(4, C), d(A4, C) =
= d(4, D), d(A, B) + d(B, D) = d(A4, D), odkud plyne C = D. To je interpretovano
v tradiéni geometrii pro AC = AD zobrazenim &tyZ riznych bodt 4, B, C, D na
usecce, coz odpovida vété Euklidovy geometrie.

Soustavu axiomi definujicich euklidovskou vzdalenost doplnénou definici tsecky
AB tak, Ze mnoZina bodl X, pro které plati d(X, 4) + d(X, B) = d(A, B), uvadi
geometrie ve studiu klasické geometrie. Ale euklidovska geometrie definovana
uvedenou axiomatikou nam velmi jasné predstavuje dileZitou strukturu metrického
prostoru.

UkéaZeme-li pojem vzdélenosti a tim i pojem metrického prostoru, vysvétlime Zakovi,
co rozumime cestou od vnimané schematizace ke schematizaci pojmové.

V nazorné geometrii se setkame s ukazkou nejkratsi cesty jako se spojenim dvou
bodil na riznych plochach. Nadrtneme obraz a najdeme postacujici podminky pro
vzdalenost. Potom si hrajeme s riznymi metrikami v afinni rovin€, v mnoZing volené
ulitelem, abychom dosli k obecnému pojmu vzdalenost v metrickém prostoru.
Nakreslime napf. dvé k sobé kolmé pfimky. Bod se pohybuje jen po téchto dvou
piimkach. Usetka omezena dvéma krajnimi body miliZe byt predstavena body
na téZe pfimce nebo body mohou byt na obou riznych pfimkach.
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Rozumime-li m&rou nejkratsi cesty dvou bodii na téchto pfimkach miru vyjadre-
nou délkou usecky, ptadme se, co je to vzdalenost dvou bodii? Jakym utvarem se stava
v tomto zvlastnim prostoru useCka definovana uZitim pojmu vzdilenost ? Ma tytéZz
vlastnosti jako dosud uvadéna tsecka?

Jiny pfiklad. Sledujme drahu tramvaje, ktera obiha v okruhu stale v témZe sméru
kolem mésta. Co je pro privod¢iho vzdalenosti? Je to délka nejkratsi spojnice dvou
bodl na trati ve sméru pohybu? Jisté¢ ne, nebot nespliiuje podminku symetriénosti
vzdalenosti. Vzdéalenost od bodu A do B je jina neZ vzdalenost od bodu B a A4 v témie
sméru pohybu.

Vsechna tato, i kdyZ omezena, pfece jen tvofiva pozorovani, neopoust&ji jeste
vnimané zobrazovéni. PfibliZit se k pojmovému uvaZovani miZeme aZz se Zaky
M, N bodl (zabstraktnénych stromtt ve dvou lesich) je vyjadfena vzorcem
d(M,N) = (a + b — 2¢)/(a + b — c), kde a zna&i polet prvki mnoZiny M, které
nejsou prvky mnoZiny N, b obdobn& pofet prvki mnoZiny N, ¢ pocet prvki spoled-
nych obéma mnoZindm. Vidime, Ze plati

0<dM,N)=1,
dM,N)=0<M=N,
dM,N)=1<¢c=0,
d(M, N) = d(N, M) .

Nejzajimavéj§i pro Zaky je moZnost ilustrace kalkulu d(M, N) + d(N, P) =
= d(M, P) a toho, Ze d(M, N) se stava vzdalenosti, takZe rostliny v lese se pro Zaky
stavaji body. Tim se dostavame k abstraktnimu prostoru, jehoZ podklad je konkrétni.
Pfitom jsme vysli ze hry. Takto mulZeme systematizovat se Zaky podle jejich
vkusu a zalib. O metrickém prostoru mluvime pokaZdé, mame-li jakykoli soubor
pfedméti a dmluvu pfizplisobenou pojmu vzdalenost. Zafindme porozuménim,
Ze &ast geometrické hry, kterou jsme ziskali jako popis zobrazujici redlnou skuted-
nost, je jen teorie struktury, ktera je nejdfive objevena v této skuteCnosti, ale kterd
odhaluje potom svou polyvalenci. Ukazany pfiklad nebyla jen hra, byly to vazné
problémy v mnoha oborech. Je to také pfesné vyznalena geometrickd cesta, pfi
které dit€ provadi néco s instrumenty, obrazky a nakonec najde zakladni strukturu
jednotné matematiky a jeji aplikace. Axiomatické mysleni je Zivé a tvofivé, nejenom
logické a ztrnulé. Pojem vzdalenosti miZeme vyt&Zit ve vSech kapitolach geometrie.

Dalsi ¢asti je nauka o prostoru a o jeho transformacich. K definici ttvaru vyslo-
vime axiomy, které se tykaji soustavy vztahi. JestliZe se redukuje soustava na jeden
vztah, ziskavame velmi jednoduchou strukturu, napf. pofadi, ekvivalenci, funkci atd.
Omezme se na problémy, které se zdaji nejdiileZit&j$i k odvozeni pojmu transformace.

Zak vyjde z toho, Ze transformace mnoZiny bodi je jen zvlastni ptiklad funkce.
ZkuSenosti ukazuji, Ze musime zadit studiem transformaci v geometrii piiklady,
které jsou voleny mimo grupu podobnosti. Pfiklady nesmé&ji byt p¥ili§ abstraktni
a konstrukce musi byt co nejjednodussi.
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Zvolme napf. pevny bod O nasi roviny a useCku délky a. K bodu M £ O pfita-
dime bod M’, kde M’ leZi na polopfimce OM a MM’ = a. Pfedstava roviny zbavena
bodu O je vnéjSek kruZnice o sttedu O a o poloméru a. Pfimka neincidujici s bodem O
se takto transformuje ve vétev pfimkové konchoidy.

Uvedme tfi zakladni otazky:

1. Uloha invariantd ve znalostech matematickych ttvarii.

2. Algebraické aspekty pfi studiu transformaci.

3. Pojem transformace jako metodologicky prostfedek syntézy v kursu geometrie.

Nechme hrat déti s Cervenymi a Zlutymi kostkami. Pfi uréitém rozloZeni kostek
dité pozna jedno-jednoznacny vztah mezi ob&ma druhy stejného podtu kostek. Hra-
je-li si s nimi, ztraci pfedstavu této korespondence a je zapotfebi znovu je uspofa-
dat tak, aby si tuto korespondenci uvédomilo.

Vyudovani geometrii nam davé pfileZitosti znovu oZivit Gtvary rozdilné struktury
zpusobem, ktery ukazuje nejen to, co se zachovava v ténebo oné transformaci, ale
také to, co se nezachovavd. MiZeme analyzovat zcela pfistupnym zplisobem prenos
struktury jedné mnoZiny do jiné uZitim pfizptsobené aplikace. Tak vybavime pojem
izomorfismu, a to dokonce v kursu, ktery vénuje pozornost tradi¢nim pfedmZtéim.
Instruktivnim pfikladem homomorfismu je napf. rovnob3iné promitini, které pfi-
fazuje k danému utvaru vtvar afinni téhoZ druhu, ale ktery nezachovava metrické
vztahy. Zakladni véty pro konstrukce pfi rovnob&Zném promitani uzivané ve S§kol-
ské fedi jsou obsaZeny ve vét& o pienosu struktur.

Pfejdéme nyni ke druhé otazce. Jako zaklad m&jme definici izometrie (shodného
zobrazeni) jako transformace, kterd zachovava vzdalenost, ve dvou vétach, které lze
snadno Zdkim demonstrovat na konstrukcich:

1. Dvé rovinna shodna zobrazeni, kterd koinciduji ve tfech nekolinearnich bodech
jsou identicka.

2. Kaidé rovinné shodné zobrazeni je vysledkem nejvyse t¥i osovych soumérnosti.

Jako pfiklad uvedeme: Je dan bod A4 a jeho obraz A4’. Sta¢i nam to k ureni obrazu
bodu X £ A? Zaci najdou konstrukci, Z¢ bod X’ je pfedstavovian mnoZinou bodii
na kruZnici o stftedu 4’ a o poloméru 4X. Zvolime-li dalsi bod B a jeho obraz B’
tak, Ze AB = A'B’, ziskame dva moZné obrazy bodu X’. Potfebujeme jesté dopliiu-
jici informaci tim, Ze zvolime obdobné obraz C’ bodu C (body 4, B, C nejsou koli-
nearni).

Druhou vétu ovéfime zndmou konkrétni konstrukci. Vyjdeme ze tii nekolinearnich
bodl 4, B, C a chceme ziskat osovymi soumérnostmi dané body 4’, B’, C’. Zvolime
osovou soumé&rnost s osou o, tak, aby obraz 4, byl totoZny s bodem A’. Neni-li
B; = B’ a C; = C’, zvolime druhou osovou soumérnost s osou o, tak, aby obraz
bodu B; = B’. Osa jde bodem A’. Tak dostaneme body A’, B’, C,. MuZe byt
C, = C’. Nenastane-li tento pfipad, volime dal§i osu soumérnosti 05 tak, aby obraz
C; = C’. RozepiSeme-li danou konstrukci, vidime skutené, Ze jsou potfebné nej-
vySe tii osové soumérnosti, abychom trojici nekolinedrnich bodi 4, B, C mohli
pfifadit obrazy 4’, B', C’ ve shodném zobrazeni.
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MnoZina osovych soumé&rnosti se ukazuje jako plodna partie involutornich prvki
grupy rovinnych shodnych zobrazeni. Zji§tuje se napt., Ze sloZeni dvou riiznych oso-
vych soumé&rnosti je komutativni pravé tehdy, jsou-li osy k sob& kolmé. Tak se dojde
ke stfedové soumérnosti. MiiZeme studovat vlastnosti skladani osovych soumérnosti
a ziskat klasifikaci kompletni grupy rovinnych shodnych zobrazeni.

UkaZme na nékteré vztahy a disledky formou sklddani osovych a stfedovych
soumeérnosti.

Oznaéme A’ stfedovou soumérnost o stfedu 4, a’ osovou soumérnost o ose a
a T, translaci o vektoru 4B. Zaci najdou:

A'a’ = a’A’ < a je osou soum&rnosti Gtvaru {4} <> 4 € q,
a'b’ = b’a’ < b je osou soumérnosti a<>a L b nebo a = b,
a'b’ = b’c’ <> b je osou soumérnosti titvaru f = a U c,
A'B’ = B'C’ <> B je stfedem dvojice (A, C), A'B'’ = B'A' <> A = B,
A'B'C’' =D’ < AB = DC.

Odtud dojdeme k zavéru, Ze sklad4dnim liché¢ho podtu stiedovych soumérnosti
vznikne soumé&rnost stfedova. Zaci zjisti také, e A'B’ = T, 5.

Stfedové soumérnosti 4'B’ se nahradi sklddanim soumérnosti osovych o ose
b = AB a o osach a, ¢ jdoucich body A4, B kolmo na b. Tak se ziskd (4'B’) =
= (a'b’).(b’c’) = (a’c’) = Typ. Zhci tak provadéji kalkul na transformacich
a ziskdvaji véty, které vyjadfuji vlastnosti utvart.

Autorka se domniv4, Ze pfi studiu vykonava Zak operace na transformacich, coZ
osvobozuje jeho predstavy o operacich, které jsou velmi omezené a které jsou na-
vozeny tradi¢nim vyufovanim geometrii. V ném se totiZ operovalo jen s velikostmi
useéky, uhlu atd. Tato omezeni zplisobi, Ze Zak neporozumi dobfe vlastnostem komu-
tativnosti a asociativnosti, ponévadZ v aritmetice se nesetkd s operacemi, které tyto
vlastnosti nemaji. Jejich pfedstavy jsou uzaviené a brani se sebejednoduss§imu zobec-
néni. Pfi pokusech v Polsku vidéli ulitelé uZas Zaku, kdyZ jim poloZili otazku: Je
operace A*B = C, kde C je stiedem use¢ky AB, komutativni, je asociativni? Odi-
vodnéni nasli ve vété o té€Znicich a t&Zisti trojihélniku.

Algebraizaci elementarni geometrie providi BACHAM. Autor Zada jen grupu ele-
mentl, kterd obsahuje involutorni elementy. Po formulaci axiomi, které definuji
strukturu grupy, studuje ji pomoci kalkulu provadéného s prvky grupy. Struktura
jim definovana je struktura shodnych rovinnych zobrazeni ochuzena v této koncepci
vylouenim axiomu uspofadani a spojitosti. Tato partie se jisté nehodi do $koly
jako ukazka abstrakce.

Ve vyuovani geometrii trojrozmérného prostoru mame situace analogické, které
zachovavaji grupu shodnych zobrazeni a podobnosti. Tak napf. grupa rotaci pravidel-
nych mnohosténi dava dobrou pfileZitost pro ilustraci Cayleyovy véty ve zviastnim
pfipad€ izomorfismu koneéné grupy a grupy permutaci.

Studium zaloZené na pojmu transformace nim umozZni zna¢nou ekonomii ¢asovou
i pracovni. Mame-li napf. vlastnosti rovnobé&Zniku studované v tradi¢nim pojeti,
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dostavame &tyfi nalrty, &tyfi véty, které jednaji o vlastnostech Ghli a stran rovnobéz-
nika, a to pravé tak jako o uhlopfickich a o jejich priseciku. V naSem pojeti jsou
vlastnosti a véty podfizeny obecné a fidici mySlence a vychazeji jako okamzity
dasledek faktu, Ze stfed tsecky spojujici dva body nebo stfed dvou rovnob&znych
piimek je stiedem soumérnosti titvaru sloZeného z téchto pfimek, véty, ktera je pfi-
mym zavérem axiomu rovnobéZnosti a zdkladnich vlastnosti shodného zobrazeni.
Viechny vity jsou dasledkem jedné a téZe ideje. Stied rovnobéZniku je stfedem sou-
mérnosti dvojic vrcholll AB a CD pravé jako dvojic AD a BC, a tedy stfedem rovno-
béZniku.

Zmitime se je§té o vektorovém prostoru. Zde miiZeme rozeznavat dva riizné posto-
je. Jeden tradiéni a druhy, ktery vyZaduje novy pohled podle CARTANA. Prvni fe$i
problém pojmem vektor a vektorovy prostor v geometrickém kursu, ktery zachovava
klasicky princip @ ma hlavni cenu v technice, ktera ma byt zaZita Zaky praktickymi
aplikacemi. I kdyZ se uznavaji tyto hodnoty, nemiiZe se jiZ dnes zlstat na této hranici.
V pfijaté modernizaci geometrie musime myslet jako jiz dfive vice na pojmy. Tak
dojdeme ke dvéma koncepcim, ke koncepci minimalni a maximalni. UZijeme zde
vektorové algebry ve smyslu akademickém zaloZené na pojmu vzdalenosti a grupy
shodnych zobrazeni. Tato koncepce, jeSté nevyzkouSena a trochu revoluéni, se da
vyjadfit dvéma podminkami:

Z4ak ma byt presvédden, Ze stadi zfidit omezeny seznam vét, které obsahuji vlast-
nosti souétu vektoril, skalarniho a vektorového souinu vektori, chceme-li vytvofrit
algebraickou geometrii.

Zakovi ukaZeme jiné modely vektorového prostoru a naznaé&ime jejich obecnou
strukturu.

Maximalni koncepce je zaloZena na axiomatické soustavé vektorového prostoru.
Tuto koncepci studuji v Belgii pod vedenim prof. PApyHO.

Uvedené myslenky jsou jen ¢asti ideji modernizace vyuCovani matematice, které
jsou zaloZeny na pojmu mnoZin. Vcelku jde o to, jak zachranit pro cestu zvanou
geometrickou moderni matematiku se vSemi jejimi topologickymi a algebraickym i
aspekty. Pokusy, které provadi A. Z. KRYGOWSKA, nejsou izolovany. V Belgii jsou
jiZ zpracovany ucebnice prof. PAPYM a obdobné koncepce, které byly uvedeny v tomto
&lanku, byly jiZ provedeny matematikem CHOQUETEM a jdou dokonce déale neZli
pokusy v Polsku. Je jisté, Ze dochazi ke kompromisim, mé-li mySlenka moderni
matematiky vejit do programu, do Zivota vSech §koli do védomi viech ucitelii.To bude
vyzadovat jeSt€ mnoho ¢asu i pokusit. O nich se jedna v raznych sy mposiich matema-
tikd, psychologii a pedagogt, ktera se konaji kaZdého roku v riiznych statech.
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