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Naméty k stiedoSkolské geometrii*)

(Geometrické nerovnosti)
Zbynék Nddenik, Praha

Profesor university v Torontu Harold S. M. CoxeTer zaind uvod k své ulebnici
Introduction to Geometry (New York—London 1961, 2. vyd. 1972, rusky pfeklad
Moskva 1966) doslova takto: ,,V poslednich 30 —40 letech ztratilo mnoho Ameri¢ant
zajem o geometrii. Tato kniha pfedstavuje pokus oZivit tento pfedmét, ktery je v trap-
ném zanedbavani.* Autofi pfedmluvy k ruskému vydani — B. A. RozENFELD a 1. M.
JAGLOM — piSi, Ze Coxeterova slova o ztraté zajmu vic¢i geometrii plati i v Sovétském
svazu.

U nas je tradién€ velky sklon ke geometrii. Ale konvexni Utvary a geometrické ne-
rovnosti jsou v ném jaksi na okraji. To neni radostné ze dvou diivodii. Pfedné — je mnoho
novych proudi v geometrii, které patfi konvexnim utvarim a geometrickym nerovnos-
tem anebo z teorie konvexnich téles aspoii vychazeji. Za vSecky uvedme tfeba kombina-
torickou geometrii, kterou zformoval se svymi spolupracovniky asi pfed dvaceti lety
znamy Svycarsky matematik H. HADWIGER. Za druhé — nemalo z té€chto novéjSich
smérl a z teorie konvexnich ttvart vibec lze vylozZit uz stfedoSkoldkim. Kdyby pro nic
jiného, tak uZ jen pro tuto pfihodnou okolnost by si konvexni tGtvary a pfibuzné obory
zaslouzily vé&t$i zajem. N&kdy se mi zda, Ze pro nas neni tato oblast geometrie dosti
abstraktni — vzdyt se v ni d4 dokonce viecko nakreslit. Rovné€Zz mi nékdy pfipada, Ze
nam neni tato oblast dosti obecna — vZdyt se skoro nevzdali z euklidovské roviny nebo
prostoru. Ostatné zaslouZi si viibec tyto geometrické partic pozornosti matematikil,
kdyZ mnoho ,,problému‘“ z t&€chto geometrickych disciplin lze vyloZit i stfedoSkolidkovi,
ktery nema Zadné specialni matematické Skoleni?

To jsou stanoviska, ktera vznikaji téZ z nedorozuméni, kdyZ se pro velkou pfistupnost
tyto partie povaZuji za trivialni. Ale kdo se pfece jen trochu s nimi sezndmi, zahy zjisti
néco jiného. I v rovin€ ma jejich problematika daleko k prostinkosti a v prostoru uz
Casto jde o otazky, které si vynutily mnoho soustfedéného usili anebo které takovému
usili dokonce vzdoruji. Zminény uZ H. Hadwiger o tom napsal v ivodu ke své knize
Vorlesungen iiber Inhalt, Oberfiiche und Isoperimetrie (Berlin 1957): ,,Omezeni
na elementarni pfedméty nezaruluje, Ze vSecky projednavané otézky lze zodpovédét,
jak budeme nakloné&ni pfedpokladat, jestliZze elementarni ukvapené zaménime za trivialni.
Je to dokonce zvlastni pozoruhodnost matematiky, Ze navzdory nejmodernéj§imu stavu
mnoha jejich velmi rozvinutych teorii se stale objevuji zcela elementarni otazky, vuci
nimZ stojime zrovna tak bezradn& jako pfed pil stoletim. Tato skuteCnost neznamena
nikterak nedostatek na$i v&€dy, znamena naopak pramen nevysychajiciho bohatstvi.*

*) Clanek vznikl z autorovy pfednasky na konferenci matematické pedagogické sekce JCSMF
v Pardubicich v prosinci 1973.
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Bylo a je mnoho vynikajicich matematiki, ktefi se nerozpakovali zabyvat se i jedno-
duchymi ulohami z elementarni geometrie. Za viecky alesponi jeden nedavny pfiklad —
VAN DER WAERDEN, ktery ma v naSem povédomi hodné daleko k elementarni geometrii.
Jeden chemik ho podnitil k ditkazu, Ze pétithelnik se stejnymi stranami a stejnymi tihly
je nutné rovinny. Van der Waerden napsal o tom v roce 1970 ¢lének, v némZ analyzuje
psychologii matematického my3leni.*)

Dé&jiny konvexnich utvarti a geometrickych nerovnosti sahaji aZ do mytologie k tyrské
princezn& DIDO jako zakladatelce Kartidga. Pfesto ma i dne$ni jejich teorie v sob&
mnoho Zivotnosti. Navic je v ni néco, &im by mohla vyhravat: Je ndzorna a z velké &asti
srozumitelné uZ stfedofkolaktm, ktefi si v ni mohou brzy ovéfovat vlastni samostatné
pokusy. NezéleZi viibec na tom, Ze budou objevovat objevené. DileZité je, Ze se mohou
udit, jak objevovat. Z tohoto hlediska napsali znamenitou kniZku moskevsti autofi
I. M. JAGLoM a V. G. BoLTIANSKI: Vypuklyje figury (Moskva—Leningrad 1951,
némecky pfeklad Berlin 1956). Sestavili v ni sbirku tém&f 150 p¥ikladd — od jednodu-
chych k obtiZn&j§im; doprovodili je pfim&fenym vykladem z teorie konvexnich utvari;
vzajemné€ motivovali jejich vznik, takZe ¢tenaf je pfimo veden, jak z jedné ulohy odvijet
dalsi; opatfili je podrobnymi feSenimi, &asto s riznymi modifikacemi. Je§t& v rukopisu
probrali autofi viecky ulohy v matematickém prosemina¥i pro prvni ro€nik na moskev-
ské université anebo v matematickém Zakovském krouzku, ktery mé pfi Lomonosovoveé
université dlouhou tradici. Autofi v pfedmluvé pisi, Ze ve viech pfipadech studenti
a Z4ci na ulohy stacili.

Podobny charakter ma knizka D. O. SKLIARSKEHO - N. N. CENCOVA - I. M. JAGLOMA:
Geometriceskije néravénstva i zadaéi na maksimum i minimum (Moskva 1970). Je to
sbirka 1loh s uplnymi feSenimi, mnohdy i v n€kolika variacich. Vyiiatek z kniZky zpra-
coval Z. MATOUSEK v €lanku ,,Erddsova-Mordellova nerovnost v &asopisu Matematika
a fyzika ve Skole [4 (1973), 27-33].

ProtéjSkem je publikace holandského geometra O. BoTrTEMY a &tyf bélehradskych
autord R. Z. DIORDIEVICE, R. R. JANICE, D. S. MITRINOVICE a P. M. VasICE: Geometric
Inequalities (Groningen 1969). D. S. Mitrinovié je autor posledniho ze t¥i vyznamnych
pokusi o shrnuti a klasifikaci nerovnosti. Prvni podnikla trojice G. H. HARDY, J. E.
LiTTLEWOOD a G. POLYA v roce 1934 (Inequalities, 2. vyd. 1952), druhy E. BECKENBACH
a R. BELLMAN v roce 1961 (rovné&Z ,,Inequalities*) a tfeti daleko nejrozsahlejii je od
D. S. Mitrinovie z roku 1970 (Analytic Inequalities). MiiZzeme tedy D. S. Mitrinoviée
pravem povaZovat za pfedniho specialistu. Se tfemi bé&lehradskymi spolupracovniky
vydal srbochorvatsky knizku Geometrijske nejednakosti (Beograd 1966), kterou o tfi
roky pozdé&ji spolu s O. Bottemou rozsifili v kolekci témé&f 400 nerovnosti s mnoZstvim
literarnich odkazii. Z nich

do let 18.st. 19.st.  1900—9 1910—19 1920—29 1930—39 1940—49 1950—59 1960—

patfi

praci 12 4 4 17 50 38 98 217

Tendence je tedy zfejma.

*) Srovnej Pozndmku k metaolympidde, Pokroky 18 (1973), 219—221.
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S geometrickymi nerovnostmi pracoval uz Euklides, kdyZ v ,,Zakladech* psal, Ze
soudet dvou stran v trojihelniku je v&tSi neZ strana tfeti. Po starofeckych geometrech
je dlouha staleti prdzdno. Teprve Galiletiv 24k E. TORRICELLI vna$i do elementarni
geometrie nové myslenky a s nimi i navrat ke geometrickym nerovnostem. Okolo roku
1640 vydal knihu De maximis et minimis, v niZ fe§i ulohu, kterou oznadujeme jeho
jménem: V trojuhelniku nalézt bod, ktery mé od jeho vrcholll nejmensi soudet vzdéle-
nosti.

Neni nezajimavé sledovat dalsi vyvoj geometrickych nerovnosti anebo alespoii nab&hi
k nim. Zminim se v8ak pouze o jediném odkazu na praci z 18. stoleti v Bottemov&-Mitri-
noviCové kniZce. Citace se vztahuje k Eulerovu vzorci z roku 1767, podle n&hoZ pro
vzdalenost d stfedt kruZnice trojihelniku opsané a vepsané s poloméry R a r plati

(1) ' d> = R(R - 2r).

H. WIELEITNER v Geschichte der Mathematik (2. dil Berlin— Leipzig 1923) se zmifiuje,
Ze Angli¢an W. CHAPPLE uvefejnil vzorec (1) uZ v roce 1746.

Je vilbec mozné jesté po dvou stech letech plsobit na soufasnou problematiku ele-
mentarni geometrie?*)

UZ v minulém stoleti vypisovala madarskd matematickd a fyzikalni spole¢nost
studentské sout&Ze. V ni jako sedmnéctilety poznamenal L. FEVER (pozd&ji matematik
svétové proslulosti; p&€kné€ na n€ho vzpomina G. POLYA v &lanku Matematikové, které
jsem znal, pteti§téném v piekladu v pfedlofiskych Pokrocich), Ze z (1) plyne

() R =2r

s rovnosti prav& jen pro rovnostranny trojihelnik, nebot pravé jen pfi n&ém splyvaji
stfedy kruZnice opsané a vepsané.

L. Fejér nadhodil pozd&ji i otazku, jak pfenést nerovnost (2) do prostoru. Jeji feSeni
mu sd&lil v roce 1943 mlady madarsky matematik I. ADAMm, ktery byl pak deportovin
do Némecka, kde po n¥m mizi ka?da stopa. Adiamiv dikaz se snadno p¥izpisobi
dimenzi. V roving pro trojihelnik A,4,4; vypada takto (viz obr. 1): Stfedy B, B,, B,

*) V pfednésce v bratislavské pobo&ce JSMF v fijnu 1973 jsem se pokusil ukdzat takové pisobeni
s odstupem doby tfi vyznamnych matematiki — K. Borsuka (*1905), D. Hilberta a L. Eulera.
K. Havli¢ek, ktery zapis pfedndsky v lednu 1974 &etl, mé laskavé upozornil na jiny markantné&jsi
rys Eulerova vlivu po dvou stoletich. Diky Havli¢kové ochoté mohu pfipojit tyto jeho ¥adky:

»KdyZz L. Euler koncem svého Zivota zavedl do kombinatoriky tzv. latinské &tverce, narazil
i na obtiZné problémy, které se mu nepodafilo vyfesit. Nejzndméjsi je tu uloha o estatficeti dustojni-
cich: sefadit do &tverce 36 distojnika po Sesti ze $esti riznych pluki a Sesti hodnosti tak, aby v kazdé
fadé a v kazdém z4stupu kazdi dva distojnici byli z riiznych plukl a riznych hodnosti. Teprve G.
Tarry v letech 1900 a 1901 dokazal, Ze podminkdm této ulohy nelze vyhovét &ili Ze je nefeSitelna.
AZ do tficitych let naSeho stoleti byla literatura o latinskych ¢&tvercich velmi chud4. Mezitim se
latinské &tverce uplatnily pfi studiu zdkladd geometrie a zasluhou R. A. Fischera i v matematické
statistice pfi pldnovadni pokust v rostlinné vyrob&. Dnes zname jejich uplatnéni i v jinych oblastech
Zivota. Bohaty rozvoj teorie latinskych &tvercd nastal vlastné teprve po druhé svétové vélce vlivem
samodinnych potita¢d. L. Euler oteviel tedy problematiku, kterd diky moderni technice pfinad$i
ovoce aZ dnes.*
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stran A A;, A3A;, A;A, tvofi opét trojihelnik, jehoZ opsanad kruZnice mi polomér
4R. Sestrojme trojihelnik AjA3A3, ktery je pfimo homoteticky s trojihelnikem
A;A,A; a ktery mé za kruZnici vepsanou pravé kruZnici opsanou trojihelniku B, B,B;.
ProtozZe

(3) troj. A;A,A; < troj. A14345%,

plati mezi poloméry r a 3R kruZnic jim vepsanych vztah r < R s rovnosti pravé jen
tehdy, kdyZ trojihelniky z (3) splynou. K tomu dojde tehdy a jen tehdy, kdyZ kruZnice
opsana trojuhelniku B,B,B; je kruZnici vepsanou trojuhelniku A4,4,4;, coZ charakte-
rizuje rovnostranny trojuhelnik A,4,4;.

A3

Obr. 1. Obr. 2.

Adamiv vysledek ¥ika, %e pro poloméry R a r kouli &ty¥sténu opsané a vepsané plati
(4) R =3r

s rovnosti pravé jen pro pravidelny tetraedr. L. FEsEs TOTH — dnes velmi zndmy madar-
sky geometr — prednésel v roce 1946 ve Fejérové seminafi, jak se nerovnost (2) pfenese
na konvexni mnohothelnik a nerovnost (4) na konvexni mnohost&n. Znamenaji-li
s, h, v podty jeho stén, hran a vrchold, je
o Sms mw
. > —_ -
(5) R:r=tg Iy tg Y
a extrémni pfipady jsou pravé jen pravidelné polyedry. Z Eulerovy relaces — h + v = 2
plyne snadno ms/2h < im, mv[2h < }m. Specidln® pro Ctyfstén je s=v =4, h=6
a z (5) vychazi opét (4). Fejes Téthovy dikazy jsou viak uZ stfedoskolakim ne-
pfistupné.
Zistatime proto jen u trojuhelnika A;4,4;. Lze nerovnost (2) zlepsit? Oznaéme R,
vzdalenosti jeho vrcholi A; od libovolného jeho bodu P. V roce 1935 uvefejnil M.
SCHREIBER jako tlohu nerovnost

(6) KR, + Ry + Ry) = 2r.
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Sam ji téZ dokazal s tim, Ze rovnosti je v ni charakterizovan rovnostranny trojihelnik
s bodem P ve stfedu. Splyne-li bod P se stfedem opsané kruZnice, pfejde Schreiberova
nerovnost v Eulerovu-Fejérovu nerovnost (2).

Ozna¢me r, vzdalenost bodu P od strany 4,4 a cycl. V roce 1935 vyslovil P. ERDO3s,
dnes rovnéZ velmi zndAmy madarsky matematik, domnénku, Ze

@) Ry + Ry, + Ry 22(ry + 1, +13)

s rovnosti pravé jen pro rovnostranny trojihelnik a bod P v jeho stfedu. Jesté v témze
roce jiv madarském Casopisu Matematikai Lapok ovéfil anglicky odbornik v geometrické
teorii &isel L. J. MORDELL. Dnes je zndma cel fada riiznych diikazfi, vesmé&s pfistupnych
stfedodkolakiim. Ne&kolik jich uvadi Z. Matousek v citovaném &lanku. Svycarsky
gymnasialni profesor L. LEUENBERGER napsal v Elemente der Mathematik [17 (1962),
16], ze ,,dnes uZ m4 ulitel matematiky dvé& jednoduché odtivodn&ni Erdésovy véty, kterd
jsou srozumitelna stfedoSkolakovi jiZ v niZ§ich tfidach a kterd plisobi radost, jak si
autor sim vyzkousel*.

Z Erd6sovy-Mordellovy nerovnosti plyne snadno Schreiberova nerovnost. PoloZime-li
a; = A,A, a cycl. a oznaéime-li obsah naSeho trojihelnika tfeba F a vy$ku z vrcholu
A, tfeba vy a cycl, je 2F = a,v; = a,v, = a;v; = (a; + a, + a,) r, takZe mame
znamy vztah

(8) 1fr = 1fvy + 1o, + 1[vs.
Mezi tfemi pozitivnimi &isly x, y, z plati nerovnosti
Hx + y +2) 2 (xyz)'? 2 3(1/x + 1]y + 1/2)7*

se znamenimi rovnosti pravé jen tehdy, kdyZ x = y = z. Nerovnost vlevo je znima
relace mezi aritmetickym a geometrickym primérem. PiSeme-li v ni 1/x, 1/y, 1/z misto
x, ¥, z, dostaneme nerovnost napravo. Vzhledem k (8) je tedy

(9) %("1 + v + 03) = 3(1/")_1 > to vy + v, + 0329

s rovnosti pravé jen tehdy, kdyZ v, = v, = v;. Samozfejm& Ry + r, 2 v, (viz obr. 2);
k rovnosti dochézi pravé jen pro bod P ve vysce z vrcholu 4,. Analogicky R, + r, =
2 v, Ry + r3 2 v;, a proto

(10) Ri+Ry+Ry+r +r,+r320, +0,+ g

s rovnosti pravé jen pro bod P v ortocentru naseho trojuhelnika. UZijeme-li Erdésovy-
Mordellovy nerovnosti a nerovnosti (9), dostaneme z (10)

(11) R, + R, + R; + 3(R, + R, + Ry) 2 9r,

kde rovnost plati pravé jen tehdy, kdyZ soucasn& a) jsou si rovny vysky, b) bod P je
v ortocentru, c) trojihelnik je rovnostranny a bod P v jeho stfedu. a) a b) je oviem
obsaZeno v c), a (11) tak dava Schreiberovu nerovnost.
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V konvexnim mnohotihelniku 4, ... 4, oznaéme vzdalenosti libovolného jeho bodu P
od vrcholu 4, a strany A, 4, tfeba R, a ry (a cycl.). L. Fejes T6th v roce 1948 opét jako
domnénku uvedl nerovnost

-1
Ri+..+R, 2 (cos E) (ry+ ..+ 1)
n

Pro n = 4ji ovéfil v roce 1957 RakuSan A. FLORIAN pomoci zndmého kritéria pro pozi-
tivni definitnost kvadratické formy. Ale 1ze to udélat zcela elementarné bez tak silného
prostiedku. Zatim se viak nezdafil ptimy dikaz pro obecné n. Svycar H. LENHARD
verifikoval v roce 1962 Fejes Téthovu domnénku metodou nepfimého dukazu, ktery se
existen&ni &asti zcela vymyka stfedoskolské latce.

Prostorovou analogii (4) k nerovnosti (2) uz zname. Také Schreiberova nerovnost (6)
ma takovy proté&jSek. Madarsky matematik J. BERKES si v roce 1967 vSiml, Ze z Fejes
Téthova vzorce n! V = (n + 1)@+ V/2 y"2p" pro objem V a polomér r vepsané koule
simplexu A, ... A,,, v E, a z nerovnosti R; + ... + R,,; = (n + 1)~ D/21[(n1)1/"
. n'2y'" kterou pro vzdalenosti R, = PA, (a cycl.) libovolného bodu P simplexu od
jeho vrcholit odvodili v roce 1955 C. M. PETTY a D. WATERMAN, spojenim pro simplex
v E, plyne

(12)

1
n+1

(Ry+ ...+ Ry 2 nr.

Jak je to s prostorovou analogii Erddsovy-Mordellovy nerovnosti (7)? Ozna¢me r,
vzdalenost bodu P, simplexu 4, ... 4,,, od jeho stény 4, ... 4,,; (a cycl.). Podle
vzoru prostorového tvaru (12) Schreiberovy nerovnosti bychom asi olekévali, Ze
Ry + ...+ Ryyy 2 n(ry + ... + r,,,)- Ale tu dochazi k pfekvapeni. Americky mate-
matik D. K. KAZARINOFF dokézal — jeho dikaz publikoval aZ po jeho smrti jeho syn
v roce 1957 — Ze pro &tyistén 4, 4,454, je

(13) (R1+R2+R3+R4):(r1+r2+r3+r4)>2\/2

a pomér vlevo lze udinit libovolné blizkym k 2 \/2. Predstavme si, Ze nas§ Ctyfstén ma
vySku 4,4, o délce v a zdkladnu A,;A4,A4; v pravoihlém trojuhelniku s odv&snami
AjA;, = AjA; = 1. Zvolime-li bod P v pulicim bod€ pfepony A,A4;, snadno se pfe-
sv&dtime, Ze Ry + R, + R3 + Ry =32+ J(3 +v*);ry +r, + r3 + r4 = 1. Pro
v dostate¢n& blizké nule je podil vlevo v (13) vskutku libovoln& blizky k 2 /2. Kazari-
noffuv dukaz je bohuZel pfili§ sloZity. Analogie Erdosovy-Mordellovy nerovnosti pro
simplex v E, pfi n > 3 dokonce dosud zndma neni.

Zhruba miiZeme fici: Nerovnosti pro trojihelnik jsou stfedoskoldkiim velmi dobie
ptistupné. O nerovnostech pro mnohothelnik a &tyfstén to uZ plati jen zcela Easte€né.
Nerovnosti pro simplex jsou zatim jen mélo probadanym polem.

Co jsem takto naznadlil, byla ukazka, jak z jednoduché véci — v naSem piipadé
z Eulerovy relace (1) — Ize odvijet netradi€ni problematiku ptistupnou uz gymnazistéim.
Geometrie miiZe Zivym zpiisobem seznamit Zaky s nerovnostmi a pfipravit je tak na praci
i v jinych oborech matematiky.
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