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PreloZil a Dodatky zpracoval OldFich Kowalski.

UZiti fuzzy mnozin
v rozhodovani za neurcitosti

Frantisek Sik, Brno
1. Uvod

Autofi &ldnku [2] M. Cerny, J. Nekola a V. Novdk obsirné vysvétlili, co to je teorie
fuzzy mnoZin, vyloZili, jak bohaté se tato teorie rozvétvila, které oblasti matematiky
jsou jiZz metodami fuzzy mnoZin propracovavdny a jaké jsou perspektivy dalsiho vyvoje.
Ctendf, ktery znd tento &ldnek, je jisté uZ na strané fuzzy teorie — aspoii jednou nohou.
Aby byl obéma, potfebuje konkrétni aplikace. Cilem tohoto ¢lanku je pfinést ukdzku
aplikace. K pochopeni je nutnd tak mald ddvka teorie fuzzy mnoZin, Ze se dd vylozit
a také bude vyloZena v né€kolika odstavcich.

V tvodu byvaji ¢asto anticipovdny myslenky, které by mély byt rozvedeny pifedtim.
Je to snad proto, aby navodily véci pfiznivou atmosféru. Véfim, Ze ta bude vyvoldna
citaci n&€kolika fddkd z knihy D. Duboise a H. Prada [3]. ,,Tato teorie je atraktivni,
protoZe je zaloZena na velmi intuitivni, i kdyZ ponékud subtilni myslence, schopné vy-
tvdfet mnoho rozumné a ptitazlivé plsobicich zdvért, které umoZiiuji novy pohled
na staré, Casto diskutované otdzky. Ndzory na dileZitost teorie fuzzy mnoZin se jesté
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rozchézeji. N&ktefi tvrdi, Ze mnohé pfispévky jsou prosté cvifenimi ve zobectiovdni.
Ale neddvnd doba pfinesla riizné vyznamné a origindlni vysledky, jeZ mohou pfesvédéit
ty, ktefi je3té vdhaji. V kaZdém ptipad& mlhavost (fuzziness) neni v&c estetiky; neni viak
ani prispévkem ke zhotovovani suchych formdlnich konstrukci; je to nezrusitelny rys
vétsiny humanistickych systémi a s jako takovou je s ni tfeba zachdzet. A navrch jesté
motto této knihy: The more, the fuzzier.

Z této knihy pfebirdm také udaj, Ze za t¥indct let od vzniku teorie (1965 — 1978) bylo
publikovdno na 550 praci (v angli¢ting, n¥m&iné a franiting), nehled& na &ldnky v rusting
(pocetné) a v jinych jazycich (méng &etné). Komu se zdd toto &islo malé, necht uvdzi, ze
prirdstkové &islo za rok 1965, rok zrodu discipliny, bylo jeden kus a Ze i zde plati ,,éim

ddl, tim houst®.

2. Trocha teorie

Priklad, ktery je hlavnim bodem ¢ldnku, se tykd rozhodovaciho procesu. Rozhodovaci
proces je popsdn témito souCdstmi: 1. Fizeny systém, ktery md 2. cil a 3. omezeni. Cile
se md dosdhnout (na jisté irovni — minimum, maximum) pfi spln&ni zadanych omezu-
jicich podminek — 4. rozhodnuti. Rozhodovacim procesem ve fuzzy prostfedi (tj. za
neurditosti) se pak rozumi rozhodovaci proces, v némZ cil nebo omezeni (ale ne nutn&
fizeny systém) nejsou zndmy presné,

Délat kvantitativni Gvahy s nepfesnymi daty znamenalo obvykle pouZivat pravdé-
podobnostnich technik. Nepfesnost — af byla jakékoli povahy —rovnala se ndhodnosti.
Je viak rozdil mezi ndhodnosti (randomness) a mlhavosti (fuzziness). Mlhavost neni
a priori zfejmy pojem a vyZaduje vyklad. Zakladatel teorie fuzzy mnoZin Lotfi A. Zadeh
precizuje svoje pfedstavy o mlhavosti na mnoha mistech své obsirné publika¢ni &innosti
(z jeho praci citujeme pouze [1] a [7]). Z jeho myslenek zde nEkteré volng interpretuje-
me. Napf. vyrok ,,Josef je vysoky &lovék® je fuzzy povahy, protoZe ,vysoky‘ je fuzzy
pojem, kdeZto vyrok ,,pravdépodobnost, Ze se Josef do roka oZeni, je 0,8 neni fuzzy,
protoZe jde o vyrok tykajici se prvku (oby&jné) mnoZiny. Jiny pfiklad: ,,Zévod X md
moderni vybaveni“ je nepfesny v disledku mlhavosti pojmu ,moderni vybaveni’,
2atimco konstatovdni ,,pravdépodobnost, Ze zdvod X je ztrdtovy, je 0,8 uddvd miru
nejistoty, tykajici se pfislu$nosti zdvodu X mezi ztrdtové podniky — a ty tvoii obyéejnou
mnoZinu.

S mlhavosti souvisi tzv. fuzzy mnoZiny, tj. mnoZiny, v nichZ neni ostry pfechod od
prisludnosti (prvku do mnoZiny) k nepfislusnosti. Napt. tfida zelenych ptedmétd je fuzzy
mnoZina. O n€kterych pfedmétech se dd totiZ téZko fici, zda jesté patii do tfidy nebo
uZ ne. Podobné je tomu s dalSimi adjektivy, kterd vymezuji né&jakou tfidu pfedmétt
jako velky, maly, podstatny, dileZity, jednoduchy, pfiblizny atd. Na rozdil od mnoZiny
v matematice vét§ina mnoZin redlného svéta nemd jasné hranice oddélujici prvky,
které do mnoZiny patfi, od téch, které do ni nepatfi. Pfes nepfesnost vyroky jako ,,x je
mnohem vé&tsi neZ y*‘, ,,4 je o pdr centimetrii mensi neZ B*‘ nesou informaci, a je mozno
s nimi pocitat. D4 se tvrdit, Ze hlavni rozdil mezi lidskou inteligenci a inteligenci stroje
spocivd v lidské schopnosti manipulovat s fuzzy pojmy a reagovat na fuzzy instrukce,
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&ehoZ dnesni potitade (zatim) nejsou schopny. Zopakujme si jest€ jednou (a naposledy)
rozdil mezi ndhodnosti a mlhavosti. Ndhodnost md co ¢init s neuréitosti tykajici se
pfislusnosti nebo nepfislusnosti do (oby&ejné) mnoZiny. Mlhavost se tykd tfid, v nichz
miZe byt zaddn stupeti piisluSnosti n€kde mezi Uplnou pfislusnosti a nepfisluSnosti.

Po tom, co jsme se pokusili motivovat potiebu fuzzy mnoZin a povédéli jejich ndzor-
nou definici, fekneme ji ted presné.

Definice. Necht' X = {x} je soubor objektii (bodil) oznacdovanych symbolem x. Pak
fuzzy mnoZinou A v X je (obycejnd) mnoZina uspofddanych dvojic

A = {(x, p(x)): xe X},
kde p,: X - M je funkce z X (univerzum) do M (prostor piislusnosti), nazyvand
funkci pfislusnosti mnoZiny A. p ,(x) se nazyvd stupeii pfisluinosti bodu x do A.

KdyZ M obsahuje pouze dva body 0 a 1, A neni fuzzy a jeji funkce pfislu$nosti je
charakteristickd funkce (obyéejné) mnoZiny A. V dal§im budeme pracovat s fuzzy
mnoZinami, pro n&z M je interval redlnych &isel [0, 1], kde 0, resp. 1 pfedstavuje nej-
menS$i, resp. nejvetsi stupenl prislusnosti.

Zminime se jen o dvou dalSich pojmech.

PodmnoZina. Fuzzy mnoZina A je obsaZena (nebo je podmnoZinou) fuzzy mno-
%iny B, psdno A < B, kdy¥ p,(x) < ps(x) pro viechna x € X.

Prinik. Prunik fuzzy mnoZin A a B, znadeny A\ B, je néjvéts'i fuzzy mnoZina
(ve smyslu predeslé definice obsahovdni) obsaZend v A a B. Jeho funkce pFislusnosti
je pak

Bans() = min {u,(x), ms()} , ¥ X

Tato definice je diskutabilni a nebyla vSeobecné pfijata, jak to v dal§im zdévodnime.
Nebude asi moZné najit jednotné vyjddfeni logického spojeni ,,a*, tedy priniku, pro
viechny redlné situace; potvrzuji to empirickd vy3etfovéni [8]. V nasem pfikladg se jako
vhodné ukdZe vyjddfeni ve formé& souctu funkci pfisluSnosti. Pfedchdzejici definice ve
formé& minima se interpretuje jako ,,tvrdd* nebo v ,,tvrdém* smyslu a je smysluplng
aplikovatelnd, kdyZ se nepfipousti jakdkoli zévislost mezi funkcemi p, a pg (zdvislost,
kterd by vyplynula z povahy jevi modelovanych t&émito funkcemi). Pro n&které situace
bylo nalezeno lepsi spojeni ve formé soucinu, pro jiné aritmetického nebo geometrického
priméru apod. Byly zkoumadny i jiné agregace fuzzy mnoZin a jejich funkce pfislusnosti.
Malou exkurzi do empirickych ov&fovéni si udéldme na konci &ldnku (oddil 4.).

Jak uZ bylo fe€eno, hlavni sloZky rozhodovaciho procesu jsou 1. mnoZina alternativ
[fizeny systém], 2. mnoZina omezeni, jimiZ se pfedpisuje vybér z mnoZiny alternativ
[ptipustné alternativy] a 3. funkce, kterd pfifazuje kaZdé alternativé hodnotu (Zislo —
feknéme zisk — které se obdrZi, vybereme-li tuto alternativu) [cilové funkce]. V obvyk-
Iém pfistupu k rozhodovdni omezeni vymezuji obyCejnou &dst mnoZiny alternativ X
a cilovd funkce je funkce z X do jiného prostoru (tieba R). Naproti tomu pfi rozhcdo-
véni ve fuzzy prostfedi mdme vyhodu symetrie, kterd spo¢ivd v tom, Ze cil i omezeni jsou
popsdny funkcemi, oboji na téZe mnoZing alternativ.

Podrobnéji: Necht X = {x} je mnoZina alternativ. Pak (fuzzy) cil mZe byt identifi-
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kovdn s n&akou fuzzy mnoZinou G na X. Napf. necht fuzzy mnoZina na X = R je
popsdna vyrokem ,,x je podstatn& v&t§i nez 10*; jeji funkce pfisluSnosti miiZe byt tfeba
takovd

pe(x) =0,x £ 10,

pe(x) = [1 + (x — 10)72]7%,x > 10.

RovnéZ fuzzy omezeni ztotoZnime s fuzzy mnoZinou; napf. omezeni ,,x md byt v bliz-
kosti 15 miiZe byt vyjddfeno jako fuzzy mnoZina C na X = R pomoci funkce pfislus-
nosti, fekn&me

pc(x) = [1 + a(x — 1511,
kde a > 0 je konstanta a m sudé pfirozené Cislo, vybrané tak, aby odrdZelo smysl,
v némZ se rozumi aproximace k ¢&islu 15. V tomto pfikladu G a C jsou vdzdny logickym

,»a““; vytvofime tedy prinik obou fuzzy mnoZin a méme rozhodnuti (jeZ je zase fuzzy
mnoZina). Graficky je to zndzorn&no na obr. 1.

Obr. 1.

rozhodnut{

3. Aplikace

Nyni pfistoupime k ohldSenému pfikladu, na némZ ilustrujeme jisty rozhodovaci
proces ve fuzzy prostfedi [4, 5, 6].

V jistém krajinném aredlu (vymezené &dsti krajiny, kterd zahrnuje rizné typy oblasti,
napf. primyslovou, méstskou, rekrea¢ni) jsou zdroje zne&istujici ovzdusi, zdroje exhaldti
(tovédrny). Jde o stanoveni nutné redukce zne&isténi (exhaldtd), které produkuji jedno-
tlivé zdroje tak, aby se v celém aredlu dosdhlo (aspoil) pfedepsaného zdkonného stan-
dardu Cistoty ovzdusi. ProtoZe vyZadovand redukce je ndkladnd a md horni hranici
dosaZitelnosti, za niZ je nezbytné omezeni vyroby, md se stanovit jeji nezbytnd mira.

Zformulovany problém neobsahuje neurditosti, neni ,,fuzzy. Na jeho fefeni je vhod-
nd standardni metoda linedrniho programovdni, jak by se ukdzalo po bliZ§i analyze
zaddni i jak z dal$iho bude patrné. Zatim to vSak neni problém, jaky chceme Fe§it. Nd§
problém vznikne z pfede$lého vnesenim neur€itosti, tj. postulovdnim dalSich poZadavkd,
tentokrdt fuzzy povahy. (V matematické hantyrce se tomu postupu ¥ikd ,,fuzzyfikace*
— 2z anglického fuzzifying. To je slovo, které bezpochyby jednou proklouzne pied
strdZci Cistoty jazyka do matematického slovniku, domnivdm se od chvile, kdy se za¢ne
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psit fazy misto fuzzy.) ProtoZe pro feSeni takovychto iloh s neostrymi podminkami neni
vypracovdna Zddnd pfimd vypodetni metoda, pokusime se o jeji novou formulaci, ten-
tokrdat s vylouenim neurcitosti. Pokus bude uspéS$ny a vysledkem bude formulace
ve tvaru standardni dlohy linedrniho programovdni. Pro osvéZeni paméti pfipomeneme
(v nejvétsi strudnosti), co je to problém LP; popsané schéma ndm pak bude voditkem
v tvahdch o tloze s neurcitosti.

Problém LP
Je zaddna (homogenni) linedrni funkce (tzv. cilovd funkce)
(a) z=c"x,xeE"
a systém linedrnich nerovnosti (restrikci, omezent)
(b) Ax < b,
(©) x=0.

Hled4 se optimum (minimum nebo maximum) cilové funkce (a) na oboru definovaném
vztahy (b) a (c) (pFipustny obor — &ist mnoZiny alternativ, jiz je E"). Symbol ¢ znadi
konstantni n-vektor, b konstantni m-vektor a A konstantni m x n matici. KaZdd nerov-
nost v systému (b) pfedstavuje poloprostor ohranifeny nadrovinou, jejiZ rovnice se
obdrZi ndhradou znaménka < znaménkem = v pfislu$né nerovnosti. Vy¢lenéni nerov-
nosti (c) (jeZ by mohla byt zahrnuta do (b)), vyZadujici nezdpornost viech sloZek vek-
toru x, je motivovdna tim, Ze kazdd slozka vektoru x v konkrétnich lohdch je veliéinou,
pro niZ zdporné hodnoty nemaji redlny obsah, napf. pocet kusi né&jakého vyrobku,
véha, objem ap. Nerovnosti (b) vyjadfuji nap¥. omezujici podminky vyroby, jako jsou
omezeni dand kapacitou strojového parku, skladu materidlu, pracovnich sil ap.

V jednoduchém p¥ipad€ n = 2 pfedstavuje (b) a (c) konvexni polyedrickou mnoZinu
v roving (tedy konvexni polygon i s vnittkem), napf. v obr. 2 vysrafovanou &ist KPM
roviny, ohraniGenou p¥imkami q, aZ q4 (pfimka q5 nepfispivd k omezeni pfipustného

Obr. 2.
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oboru) a z = ¢"x vyjadfuje osnovu rovnob&znych pfimek s parametrem z. Zfejm& pro
hodnoty parametru z,, resp. z, dosahuje funkce (a) jedné, resp. druhé extrémni hodnoty
na KPM, takZe z, nebo z, je (podle poZadavku) Z4dand optimdIni hodnota funkce (a)
a té se dosahuje v bodé P, nebo P,.

Vratme se k nafemu piikladu. Mdme J zdroji (tovdren) a I kontrolnich bedi (recep-
tortt). Pfenosovd funkce s;(x;, x,) j-tého zdroje (j € J) jako funkce polohy bodu (x,, x,)
je zndmd, takZe zndme koncentraci exhaldtd v i-tém receptoru (i el), zpisobenou
zdrojem j; oznaéme ji

531 =,8(x1> X2) »
kde bod (x{, x3) ur&uje polohu i-tého receptoru.

Oznadme E (e [0, 1]) uroveii redukce ne&istot pro zdroj je J. KdyZ prcménnd E;
piedstavuje pomérnou &dst z celkové produkce neistot, bude

(1 — E;)s;; koncentrace neistot v receptoru i zpisobend zdrojem j po redukci;
Y.(1 — E;)s;; koncentrace ne&istot v receptoru i vyvozend viemi zdroji po piislus-

jJ
nych redukcich.
V dosavadni formulaci nejsou Zddné nepfesnosti. Ty tam vSak budou vneseny dalSimi
poZadavky:
I Zne&istEni Y (1 — E;)s;; (iel) nesmi prekroCit standard d (poZadavek ,,0stry*);
oY
pokud mo%no viak md jit jedt& niZ, pod turovei e; (e¢; < d), coZ je Zddouci korni
urovefi koncentrace exhaldt pro podoblast, v niZ lei receptor i (poZadavek fuzzy).

Zapisujeme to ve tvaru

(1) YA —E)s;Sesd, iel.

jeJ

Podobné druhy typ fuzzy omezeni:

11 Zajistit (pro j e J), aby redukce E; nepfekrotila kritickou hodnotu E; (maximdlni
dosazitelnd redukce, za niZ ndsleduje omezeni vyroby — poZadavek ,,0stry*) a poku-
sit se jit pod w; (w; < E;) (odpovidd pijatelné vy3i ndkladt na redukci — poZadavek
fuzzy).

Zapisujeme ve tvaru

(2 E; s wiEjjeld,

() wye [0, 1]).
Nakonec definujeme cilovou funkci jako

(3) Y ¢;E; ,min‘ (tj. s cilem minimalizovat),
Jel

kde c; je uhrnny ndklad na redukci pro zdroj j — za pfedpokladu, Ze ndkladova funkce
je na intervale [0, E;] linedrni. Tuto funkci musime (pozd&ji) p¥izptisobit fuzzy pcdmin-
kim 1 a Il

Pozadavky (1) a (2) maji formdIng tyZ charakter; jsou to nerovnosti typu

(4) alx S B oy (B < 4, keK,x 2 0),
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kde ajx zna®i maticovy soudin (vektorl a; a x) a k probihd disjunktni sjednoceni
I v J. (Vektor x md slozky E; (je J). Pro kel slozky vektoru a; jsou —su(jeJ),
Bi=e—Y S o =d—) su Pro keJ je a, jednotkovy vektor (s jednitkou
JeJ jeJ

na vhodném mist&), B, = w, o, = E,.) Transkripce cilové funkce (3) ve tvaru
©) ¢Tx ,min
je nyni jasnd.

N43 cil bude pfevést fuzzy problém (4), (5) na problém linedrniho programovéni
(bez neurtitosti).

(i) K tomu cili nejprve zavedeme funkci pfisludnosti u pro poZadavek (4); ten vymezuje
jistou fuzzy mnoZinu (index k pro jednoduchost zatim vynechdme)

1, pokud a"x < 8,
T
p(ax) = a__ciﬁ_x , pokud a"x e [B,¢],
a —

0, pokud ax > «.
Grafické zndzornéni je na obr. 3.
[
(u.(sTx)
[} ol alx
Obr. 3.

Funkce p vyjadfuje stupefi spokojenosti projektanta (tj. obyvatelstva reprezentova-
ného receptorem v piip. (1) a tovdrny v pfip. (2)) s okamZitou hodnotou a”x; nejvyssi
(= 1), kdyZ a"x je pod B, nulovou, kdyZ a"x = a.

(ii) Za druhé je tfeba interpretovat fuzzy restrikci (4) ve tvaru (obyCejné) restrikce.
Provedeme to zavedenim pomocné proménné s, na niz klademe poZadavky

(6) aTx - ...S_. ﬂ,

(™) 0Sssa-—p.

(a"x je povinn& Za; pod B se dostaneme odedtenim nezdporného &isla s; to &islo nesmi
byt vétsi nez « — B, protoZe by jinak a’x mohlo pfekro&it hodnotu a: s = ¢ — B + k
(k>0)=a"x < a+ k).

Prislu$n& upravime tvar funkce p: pfi oznadeni ¢ = a"x — B bude pro f < a"x S «
neboli pro

0o=a-—-§
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tvar funkce

a—a'x o—pf—(a"x — o
u(e) = 2l Rk B ___2_.
«a— B «a—B «a—fp
ProtoZe 0 < s < a — B, miZeme pfi restrikci na definiéni obor [0, o — ﬁ] psdt
us) =1 - —— sef0,a— f].
«a— B

(Tvar funkce p vng intervalu [0, « — B] je nepodstatny, protoZe s je omezeno na obor
[0, « — £].)
(iii) Za tfeti vyvstdvd otdzka, jak vyjddfit logické spojeni ,,a* viech fuzzy poZadavkid
(vyjddfenych jejich p,-funkcemi — vracime se znovu k indexam).

V Zadehové koncepci spojeni ,,a* odpovidd prinik pfislusnych fuzzy mnoZin, tedy
minimum funkci p,. Empirickd vy$etfovdni ukazuji, Ze v tomto pfipadé€ je adekvdtngjsi
soudet funkci p,. Maximélni uspokojeni projektanta je tedy vyjddfeno maximem funkce

Z:, m(s;) max
kel

neboli minimem funkce

(®) Y S ,min‘ .
keK 0 — ﬂk

Pozndmka. I kdybychom vynechali v tloze poZadavek minima funkce (5), pfesto
by prdvé sestavend uloha (6), (7), (8) pfedstavovala optimaliza&ni dlohu, tzv. ndhradni
linedrni program (za fuzzy tlohu (4)): mezi pfipustnymi FeSenimi najit feSeni, které
nejlépe ,,uspokojuje projektanta‘, tj. minimalizuje (8) — bez ohledu na ndklady spojené
s redukci, tj. bez ohledu na zdjem tovdren,

(iv) Vénujme se nyni problému, jak spojit fuzzy pozadavek (8) s poZadavkem minimali-
zovat cilovou funkci (5).
V tomto pfipadé poZadavek

c¢’x ,min‘

bude interpretovén takto: Minimalizuj ¢x se zfetelem na p,-obrazy vyrazi ajx. Jde
tedy o matematické vyjddfeni toho, emu fikdme ,,respektovat p.-obrazy* (¢imZ se
,,zneostii* pivodni cilovd funkce (5)).

Do cilové funkce z = ¢"x vneseme neurditost (neostrost) takto: Pro funkci p¥islus-
nosti p,(c"x) musi platit vzhledem k jakymsi dvéma krajnim hodnotdm B, a «, — ana-
logicky k funkcim g, —

p, = 1: nejvy33i stupeii spokojenosti pfi ¢’x £ B, ,
u, = 0: nejmensi stupeii spokojenosti pfi c’x = a, ,
0 < u, < 1: alternativni stupefi spokojenosti pfi 8, < ¢'x < a,.

Funkci g, definujeme (jako dfive funkce ) s linedrnim ,,stfedem* ve formé
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1, pro ¢'x < B,,

T
o, —C' X
ﬂz(ch) = ]F—, pro ﬂz < ch <ea,

z z

0, pro cTx = o, .

Graf funkce yu, se shoduje s grafem funkci p;, — po pfislu$nych zmé&ndch oznadeni.
Na rozdil od pfedeslych uvah, kde o, a f; byla pfedem zadand data, je ted tiecba
uréit dolni a horni omezeni B, a a,. Vhodny je ndsledujici pfistup.
uz = 1 se jist& dosdhne, kdyZ se nebudou brit do uvahy funkce , (respektuje se jen
zdjem tovdren, nerespektuje se zdjem obyvatelstva),

tedy

) B, = min cTx

za podminek

(10 {a{x < o (kekK),
x=20.

4, = 0 se dosdhne, kdyZ se nevezme v tvahu cilovd funkce c¢”x (respektuje se jen
zdjem obyvatelstva, nerespektuje se zdjem tovdren),
tj.
(11) a, = cTx,,
kde x, je optimdlni feSeni ndhradniho linedrniho programu (6), (7), (8) (viz Pozndmku
za vztahem (8)).
Ndm jde o maximum funkce p,(c"x), tedy o minimum funkce
cTx o,
o — ﬂz X — ﬂz
P#i nasi dohod¢ o vyjddfeni simultdnni platnosti podminek ve tvaru souétu obdrZime
na z4vér ndsledujici problém linedrniho programovani (bez neurgitosti).

(12)

1 — p(c"x) =

cTx

N .
+ ¥ k ,min°
a — ﬁz keK @ — ﬂk

za podminek

ayx — s < By
(13) O0<si,soq— B kek,
x=20,

jehoZ feSeni x,,, poskytuje optimdlni feSeni naseho ptivodniho problému o redukci exha-
laci.

Postup ilustrujeme na numerickém p¥ikladu (pfevzatém z [6]), z n&ho explicite
vysvitne algoritmus vypo&tu (a zdroved stupeii sloZitosti algoritmu: vypodet t¥i iloh LP).

Ve zkoumaném aredlu jsou tfi zdroje zne&istujici ovzdusi (tovdrny), J = {1, 2, 3},
a Sest kontrolnich bodd (receptort), I = {4, 5, ...,9}.

Numerické tdaje, které definuji tilohu, jsou obsaZeny v tabulkdch 1—3,
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Tab. 1. Tab. 2.

Oblast koncentrace necistot Tovérna a jeji parametry
%4douci e; normad j ¢; E; w;
rekreaéni .42 1 2 2 .04
méstska 44 5 2 4 .35 15
prumyslova .49 3 1 .55 3
Tab. 3.

Receptor a jeho parametry

i S14 53 53; e; XS ei— sy d— XSy

JjeJ JjeJ JjeJ

4 3679 .1054 .0 42 4733 —.0533 >0

5 2388 1575 .0067 .44 .4030 >0 >0

6 .1638 1275 .0630 44 .3543 >0 >0

7 .0067 1054 .0 .49 d121 >0 >0

8 .0630 1575 3679 .49 5884 —.0984 —.0884

9 .0736 1275 2388 42 .4399 —.0199 >0

Tab. 3 je pro dalsi potfebu doplné€na tfemi sloupci. Polozky >0 v druhém, resp. tietim
sloupci poukazuji na fddky, které budou pro ulohu (12), (13), resp. (9), (10), nepod-
statné.

Nase uloha vyjddfend vztahy (1), (2) a (3) byla v prib&hu tvah pfevedena na tilohu
linedrniho programovani (bez neurgitosti) (12), (13) (vyznam symbold a,, a,, B, je popsdn
za (4)).

Nejprve omezeni (13):

Pro k € I obdrzime z (13)

—.3679E; — .1054E, — 54 < —.0533
sS4 < .08

(14) —.0630E; — .1575E, — .3679E; — sg < —.0984
sg = .01

—.0736E; — .1275E, — .2388E; — s < —.0199
s < .08

(Nerovnosti pro k = 5, 6,7 jsou vZdy spln€ny, nejsou tedy uvedeny mezi omezenimi.)
Pro k € J obdrzime z (13)
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E, -5 < .04
s; < .16
15) E, -5, =<.15
5, 5.2
E;—5,=<.3
s3 = .25

(16) E; (k = 1,2,3), 5, (k = 1,2, ..., 9) jsou nezdporné.
Ke stanoveni ugelové funkce (12) chybi a, a f,.
B. je minimdIni hodnota u&elové funkce c”x ulohy (9), (10), tj. tlohy

2E1 + 4E2 + E3 ,min‘

za podminek

—.0630E, — .1575E, — .3679E, < —.0884
E, < 2
E, < 35
Es< .55

E;(j = 1,2, 3) nezdporné.

(Nevypsané nerovnosti jsou splnény vZdy.)
Optimdlni feSeni je

(E%, E, E§) = (.0, .0, .2403),
tedy
B, = .2403

a, se vypodte podle (11), a, = c"x,, kde x, je optimdlni feSeni ndhradniho linedrniho
programu (6), (7), (8), tzn. feleni ulohy

6.25s; + 55, + 4s3 + 12.5s, + 100sg + 12.5s9 ,min°

za podminek popsanych jiZ dtive systémy nerovnosti (14), (15), (16). Potfebné slozky
E,, E,, E; optimdlniho feSeni tohoto problému jsou

(E}, E3, E;‘) = (.04, 15, .19643) ,
coz vede k hodnoté
o, = .87643 .

Nyni jsme schopni zformulovat zdvére&nou tlohu LP, jejiZ fedeni x,,, = (E¥', EY', EF)
je FeSenim naseho problému o redukci exhalaci:
Minimalizuj funkci

6.25s; + S5s;, + 4s3 + 12.5s4 + 100sg + 12.5s¢ +
+ 3.144E, + 6.288E, + 1.572E,
za podminek (14), (15), (16) uvedenych dfive.
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Obdrzime
(B, B, EF) = (:04, .0, .26063) .

4. Trocha empirie

V oddile 2. jsme pfipustili nevhodnost my$lenky vyjddfit funkci pfislu$nosti priniku
fuzzy mnoZin jako minimum funkci pfislusnosti téchto mnoZin, a to aspoii v né€kterych
situacich. V oddile 3. jsme jednu takovou situaci vyli¢ili. V oddile 4. se chceme zamyslit
nad otdzkou, ¢im tedy a za jakych okolnosti vyjddfit funkci pfislusnosti priniku fuzzy
mnoZin. D4 se &ekat, Ze podobné nesndze jsou i s jinymi agregacemi fuzzy mnoZin,
a skute&né jsou; zlistafime v§ak u priniku. Odpovéd miZe ddt jen empirie. A to je otdzka
nejen pro matematiky, ale napf. i pro psychology. Uvedme ve stru¢nosti vysledky dvou
experimentd, které jsou uvedeny v [8].

1. pokus: Byly zvoleny dva fuzzy terminy (a tim fuzzy mnoZiny):

kovovy pfedmét M a nddoba (kontejner) C.

Byla vybrana vhodnd skupina kli¢ovych slov (pfedmétﬁ) x a skupina osob, které pro
ka?dé kli¢ové slovo vytvdfely podle vlastniho odhadu hodnoty funkci py(x), pc(x),
Hymnc(x). Otdzka zn&la napf.: Do jaké miry (€ [0, 1]) je auto kontejnerem? Zpracovéni
ziskanych empirickych dat bylo dilem matematikii a psychologli; my zde nejsme kom-
petentni pouZité metody popisovat nebo komentovat. Vysledkem byla hodnota u(x)
(pro kazdé i = M, C nebo M () C a kaZdé kli¢ové slovo x, jichZ bylo celkem 20) vypo-
¢itand ze souboru odpovédi vybranych osob. Vysledek experimentu je ve zkrdceném
znéni v tabulce 4.

Tab. 4.
Fuzzy mnoZina —- Kovovy Kontejner Kovovy
predmét kontejner
| Kli¢ova slova x Stupeii pfislu§nosti — Up(x) He(x) Hpg nc(X)
1. Bag (bra%na) .027 937 .022
2. Baking-tin (plech na pedeni) 910 .398 464
3. Ball-point-pen (kuli¢kové pero) 242 142 .163
19. Water-bottle (Ishev na vodu) 558 914 635
20. Wine-barrel (sud na vino) 151 932 176

Porovndni vysledkli experimentu fiyc = Uopservea> jedn0U s definici upnc = tar A e,
a podruhé s definici upc = Up - Uc je patrné z obrdzkid 4 a 5.

Prvni definice ddvd uspokojivou shodu s experimentem, druhd je daleko od experi-
mentu, jak ukazuje hodnota MSD (mean square deviation — stfedni kvadratickd
chyba).
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40 A0
*unc (tuc
5 .5
K ; + + + N .0 * +
' 3 (*observea 40 0 s {#ovoerved 40
Bounc = Pu e (“unc = Puc e
Obr. 5. (MSD = .056) Obr. 4. (MSD = ,350)

2. pokus: Mdme sérii dvojic pfedmétl. V kaZzdé dvojici se pfedméty do né&jaké
miry podobaji
a) tvarem (p4),
b) barvou (up),
c) jeden druhému (p4,p).

Vysledky experimentu jsou porovndny s riiznymi typy funkce p, .5 na obrdzcich 6, 7 a 8.
Nejpfijatelngjsi je shoda experimentu s operdtorem geometrického priméru.

*us (W% U8
A0 19 4 40 /
. 1 .
4 ﬁ . .
5 1 5 5
1 . 1
Y A 0 — <
0 5 (¥obs. 0 -0 5 Movs ¥ 9 5 [
(minimum) (geometricky primér) (aritmeticky primér)
(MSD = .245) (MSD = .070) (MSD = .172)
Obr. 6. Obr. 7. . Obr. 8.
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Sto let od otisténi prvniho Ceského pojednani o mnoZinach

Uplynulé desetileti bylo bohaté na sta-
letd vyroci prikopnickych praci Georga
Cantora (1845—1918) v teorii mnoZin.
N4ds ¢asopis pfinesl €ldnek k vyrodi takové
Cantorovy prdce z r. 1874, a to v 1. disle
roéniku XX (1975). V ném je popsdno
deset let jeho &innosti aZ po kriticky rok
1884, kdy se vlivem napjatych vztaht
s ostatnimi némeckymi matematiky a po-
citu osamoceni zhroutil. ViZdyf teprve
r. 1883 se dockal piekladu struéného vy-
tahu svych vysledkid do francouzstiny, ale
aZ v letech 1884 —5 se objevily prvni prdce
mladych matematikd, jeZ vyuZivaly Can-
torovy ideje ke studiu funkci, k usp&iné-
mu feSeni obtiZznych problémii. Tim spiSe
zasluhuje pozornost ¢in MatydSe Lercha,
ktery uZ v r. 1884 publikoval eské pojed-
ndni o mnoZindch.

Matyds Lerch (1860—1922) utrpél
v mlddi uraz na levé noze, Skolu zadal
navsté€vovat aZ v deviti letech a maturoval
ve dvaceti. Pak studoval na praZskych
vysokych koldch (Seské a némecké tech-
nice, &eské univerzit€), prvni v&decké

prdce publikoval uZ jako student druhého
roéniku. Cetl nepochybné i Cantorovy
prace a ziskal v nich inspiraci k napsédni
piisp€vku, ktery pfednesl na zaseddni
Kradlovské Ceské spoleCnosti nauk v Praze.
I kdyZ se na zaseddnich pfedndSelo pfe-
devSim némecky a vychozi literatura byla
némeckd, mlady Lerch zpracoval ceské
pojedndni, ve kterém musel pouZit nové
terminy. Je pravdépodobné, Ze se pfi jejich
tvofeni uplatnil vliv nebo asponi souhlas
profesortt Studni€ky, Weyra a pkFipadné
dalsich, ale to nic neméni na skuteénosti,
Ze 24lety Lerch sepsal prvni &eské pojed-
ndni o mnoZindch. Sdm sice pozdé&ji ustou-
pil od terminu ,,mnoZina“, ve své dalsi
prdci hovofil o soustavich bodi, resp.
o mnoZstvich bodi, ale patfi mu priorita
v publikovdni terminu, ktery se naplno
ujal od 30. let naseho stoleti zdsluhou
akademika E. Cecha.

Otiskujeme plné znéni Lerchova pfi-
spévku ve Zprdvdch o zaseddni Krdlovské
Ceské spolenosti nauk v Praze, ro¢. 1884,
str. 176—8. Text je zdmérn€ ponechdn
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