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Instantony a topologie ¢tyirozmérnych variet

Ronald J. Stern, Salt Lake City, USA

Geometrickd topologie se zabyvd studiem metrickych prostord, které jsou lokdlné
homeomorfni s eukleidovskym prostorem R”, tj. zkoumd topologické (krdtce TOP)
variety libovolné dimenze n. Tradi¢nim cilem je najit invarienty, obvykle algebraické,
které dovoluji klasifikovat vSechny variety dané dimenze. Zde rozliSujeme otdzku
existence — najit varietu s danymi invarienty, a otdzku jednoznacnosti — uréit kolik
variet dimenze n md pfedepsané invarianty. Jak se rychle ukdZe (a skute¢n& ukdzalo),
TOP variety jsou pfili§ beztvaré na to, aby se rovnou mohlo zadit s jejich studiem,
a proto se priddvd dalsi struktura, kterd je slucitelnd s danou topologii a umoZiiuje
rozsifit prostfedky zkoumdni, jeZ mdme k dispozici. Ptedpoklddd se, Ze &im bohatsi
je struktura, kterou na varietu klademe, tim méné objektt jsme nuceni studovat.

Jako prvni pfiklad uvaZujme, Ze M je eukleidovsky prostor R" (nebo oteviend mno-
Zina takového prostoru). Na M miZeme studovat spojité funkce, ale mdme zde i mno-
hem bohatsi prostfedky, které ndm umoZiiuji studovat hladké funkce. Aby se dal roz-
§ifit pojem hladkosti na obecngj§i variety, je tfeba specifikovat mnoZinu navzdjem
,,hladce navazujicich* soufadnicovych map. Diferencovatelny atlas na metrickém pro-
storu M je pokryti prostoru M otevfenymi mnoZinami {U,} (které se nazyvaji souradni-
cové mapy) a homeomorfismy &,: U, — R" (do této chvile nejde o nic jiného neZ o de-
finici TOP variety), a to takovymi, Ze prechodové funkce @40 ®;': &, (U, N\ Uy) >
— ®4(U, () Up) jsou hladké [tj. tfidy C®, pozn. pfeklad.]. Poznamenejme, Ze jak defi-
ni¢ni obory, tak obory hodnot pfechodovych funkci jsou oteviené mnoZiny v R",
takZe hladkost md smysl. Nyni se obycejny diferencidlni pocet v R" dd prostfednictvim
pfechodovych funkci po kousich pfenést na varietu M, coZ umoZiiuje budovat diferen-
cidlni polet na celé této varieté. Napfiklad funkce f: M — R je hladkd, prdvé kdyz
[oby&ejnd funkce n prom&nnych] fo ;: &,(U,) - R je hladkd pro kazdé U,.

V této definici diferencovatelnosti je zfejmé hodné liboviile; fekneme proto, Ze dva
atlasy {U,, ®,} a {V;, ¥} jsou ekvivalentni, jestliZe jejich sjednoceni je zase atlas na M,
tj. kdyz U, (\ V3 # 0, pak &, - ®;' je hladké. Hladkd (krdtce DIFF) struktura na M
se definuje jako tfida ekvivalence diferencovatelnych atlast na M.

Poincaré uvedl ve zndmost jiny typ struktury na varieté, pro kterou hofejsi pfechodové
funkce @, o &5 ! se nepredpoklddaji hladké, ale zachovdvaji pfirozenou kombinatoric-
kou struturu prostoru R" (usetky se zobrazuji op&t jako iise¢ky nebo jako lomené
&dry). Maximdlni atlas této vlastnosti na M se nazyvd po &dstech linedrni (krdtce PL)
struktura na M; fekneme také, Ze na M mdme kombinatorickou triangulaci. PL-varieta
je vZdy PL-homeomorfni simplicidlnimu komplexu, ktery je tzv. kombinatorickou va-
rietou (dimenze n), tj. pro kaZdy vrchol komplexu je hranice p¥isluiné hvézdy PL-homeo-
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morfni s (n — 1)-rozm&rnou sférou S"~! s jeji standardni triangulaci. Tyto rizné defi-
nice variety byly zavedeny ke konci devatendctého stoleti kvili lep§imu porozuméni
feSenim diferencidlnich rovnic. Bylo ironii, Ze oblast geometrické topologie se vyvinula
zcela ignorujic tyto své kofeny, a jak za chvili ukdZeme, nékteré z nejnaléhavéjsich otd-
zek dneska o varietdch nalézaji své odpovédi za pomoci moderni analyzy a geometrie.

Pro topology se stalo zdkladnim problémem urdit, kdy dand TOP varieta pfipousti
PL strukturu, a pokud ji pfipousti, zda na ni existuje také sluditelnd DIFF struktura.
Ve 30. letech podal Whitehead [24] pfekvapivé jemné dikazy triangulovatelnosti DIFF
variet (takZe fakticky plati DIFF < PL). V polovin& padesdtych let bylo zndmo, Ze
kaZdd TOP varieta dimenze nanejvys 3 pfipousti jedinou DIFF strukturu [10, 15, 18]*).
Zddlo se nemyslitelnym, Ze by se na dané TOP variet& (nebo PL varietg) daly vybudovat
dva kvalitativné rizné diferencidlni podty, to jest, Ze by M pfipoustélo vice neZ jednu
DIFF strukturu. V r. 1956 Milnor ukdzal, Ze na sféfe S7 existuje 28 riznych DIFF
struktur. Jako pfiklady byly pouzity né€které ,,dobie zndmé* fibrované prostory s bdzi
S* a's fibry homeomorfnimi a S* [12]. Potom byly objeveny dalii sféry, které ptipoust&ji
exotické DIFF struktury. Pozdg&jsi prdce mnoha vyznamnych matematikd (napf. Thom,
Kervaire, Milnor, Munkres, Hirsch, Mazur, Poenaru, Lashof, Rothenberg, Haefliger,
Smale, Novikov, Browder, Wall, Sullivan, Kirby a Siebenmann) v obdobi od r. 1956
do r. 1970 mély za cil roztfidit véci v dimenzi 5 a vy$Sich dimenzich — byl to zlaty vék
topologie variet. Nakonec se ukdzalo, Ze pfekdZky (obstrukce) pro existenci PL struk-
tury nebo DIFF struktury na TOP varieté dimenze =5 se daji zformulovat jako pro-
blém ,,liftingu‘* (redukce strukturni grupy te€ného fibrovaného prostoru) a Ze tedy
jde o diskrétni problém.

V roce 1968 Kirby a Siebenmann [11] zjistili, Ze na TOP variet€ M dimenze alespofi
5 mdme jedinou obstrukci pro existenci PL struktury; je to jisty prvek k(M) grupy
kohomologii H%(M, Z,). Jestlize k(M) = 0, pak na M existuje PL struktura; v opaéném
piipadé Zddnd neexistuje. Ddle, jestliZe na M existuje aspoii jedna PL struktura, pak na
ni existuje pfesné tolik rdznych PL struktur, kolik prvki md grupa kohomologii
H3(M; Z,). Jiz ptedtim, kdyZ bylo poprve zjisténo, Ze problémy existence struktur by
mély byt problémy liftingu, bylo objeveno (bez jakychkoliv omezeni na dimenzi), Ze
existuji dal§i diskrétni obstrukce pro pfechod od PL struktury k DIFF struktufe; tyto
obstrukce souviseji s homotopickymi grupami na sféréch [9]. Specidln& kazdd PL
varieta dimenze n < 7 ptipousti DIFF strukturu (sluditelnou s pfislusnou PL struktu-
rou) a pro n < 6 je tato struktura jedind aZ na difeomorfismus! Jak jsme mohli oSekd-
vat (nebo doufat), nae oby&ejné eukleidovské prostory R", n * 4 jsou skutein& oby-
&ejné v tom smyslu, Ze pfipoustéji jedinou DIFF nebo PL strukturu.

Bylo pfekvapujici, Ze Zddnd z technik, které byly vypracovdny v uvedenych desetile-
tich, se nedala pouZit na dimenze, ve kterych Zijeme a pracujeme, tj. na dimenze 3 a 4.
V dimenzi 3 dosdhl plisobivého pokroku v poslednich Sesti letech Thurston, ale mnohem
vice zbyvd jesté udélat. V dimenzi 4 doslo ke stejn€ dramatickému pokroku v poslednich
dvou letech. Snad nejvice pfekvapujici skuteCnosti, kterd vysla najevo, je to, Ze na rozdil

*) Zde je tieba podotknout, Ze za stejné povaZujeme také kaZdé dv& diferencovatelné struktury
na varieté M, které prejdou jedna v druhou pfi n&€kterém homeomorfismu variety M na sebe.
(Pozn. prekl.)
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od jinych eukleidovskych prostori, prostor R* neni tak docela oby&ejny: na R* existuje
exotickd DIFF struktura. Existence tohoto exotického R*, ktey se ozna&uje jako #*,
byla dokédzdna uZitim kombinace topologie (préce M. Freedmana [7]), geometrie
a analyzy (prdce S. Donaldsona [4]). Tento prostor 2* je skute¢n& bizarni tim, Ze v ném
existuje kompaktni mnoZina K, kterd se nevejde do vnitiku Zddné hladce vloZené t¥i-
rozmérné sféry. ProtoZe vSak #* je homeomorfni s R*, existuji zajisté topologicky vlo-
Zené tfirozmérné sféry, které K obsdhnou. To znamend, Ze horizont prostoru %£* je
extrémng zubaty. (KdyZ se n&kdy rdno divim do zrcadla, dospivdm k pfesv&ddeni, ze
Ziji v #*.)

V soudasné dob& neni zndmo, kolik existuje takovych exotickych prostorii R*, adkoliv
byly nalezeny uZ tfi [8]. Vzhledem k povaze konstrukce topologové spekuluji, Ze
existuje nespodetné mnoho riznych DIFF struktur na R* — vskutku piivabnd moZnost.
Klasifikace DIFF struktur, kterd je ve vys§ich dimenzich diskrétnim problémem, by
mohla zabloudit do fiSe geometrie — do celého prostoru moduld DIFF struktur na
&tyfrozmérnych varietdch. Af uZ tomu tak je nebo ne, Donaldsonova prdce ukdzala
nemoZnost charakterizace DIFF struktur pomoci charakteristickych tfid; nejde tedy
o diskrétni problém. Pfechody k limitdm by mohly mit v dimenzi 4 tolik vyznami!
Byly by to dosti tajemné toulky. Prod vlastné existuje takovy ,,2*“?

Priisekova forma

Na zaddtku tohoto €ldnku jsme fekli, Ze cilem geometrické topologie je najit alge-
braické invarianty, které klasifikuji (pfinejmensim &dste€n&) viechny variety dané di-
menze. Z historického hlediska je jednim z nejdileZit&jSich invariantd prisekovd forma.

Nejlépe snad bude zadit s dvojrozmérnymi varietami, kde prisekovd forma a prise-
kovd &isla jsou 1épe zndmy. Jednorozmérné t¥idy homologii na hladké orientované plose
S se daji reprezentovat hladkymi orientovanymi kfivkami. Pfedpoklddejme, Ze ttidy
a, B € H,(S; Z) jsou reprezentovdny kiivkami 4 a B. Malou perturbaci t&chto k¥ivek
1ze dosdhnout toho, Ze se protinaji transverzdlné v izolovanych bodech. To znamend, Ze
v kazdém priseciku tvoii te€ny vektor ke kfivce A4 spolu s te€nym vektorem ke kfivce B
(v tomto pofadi!) bdzi te¢ného prostoru plochy S. Tomuto prisetiku pfifadime &islo
+1, jestliZe vznikld bdze je kladné orientovand vzhledem k S; jinak mu pfifadime
gislo —1. (Orientované) prisekové Cislo 4 - B je definovdno jako algebraicky soucet
Cisel +1 pfifazenych vSem priseCikiim. Prisekovd forma je pak ddna jako bilinedrni
forma na grup& H,(S; Z) definovand vztahem Ig(x, f) = A4 - B. Je snadno vidét, Ze
forma I je antisymetrickd (Is(e, ) = —Is(B, «)) a unimoduldrni. Skuteng, kazdd ta-

kova forma nabyvd vzhledem k nékteré bdzi maticového tvaru ((I) - 0)

-1

Obr. 1. Prusekové &islo rovné nule.



Priisekovd &isla a priisekovd forma pro hladkou &tyfrozmérnou varietu M jsou defi-
novdany podobné. Tentokrdt se pfedpoklddd, Ze dvojrozmérné t¥idy homologii a, f €
eH Z(M ; Z) jsou reprezentovany hladkymi orientovanymi plochami 4 a B a Ze se tyto
plochy protinaji transverzdlné v izolovanych bodech. Opét pfifadime &islo + 1 priseéiku,
v némzZ kladnd badze te€ného prostoru plochy A spolu s kladnou bézi teéného prostoru
plochy B ddvd kladnou bdzi orientované variety M; jinak priseéiku pfifadime dislo
—1. Prisekové Cislo A+ B je algebraicky soudet Cisel pfifazenych vSem priseéikim
a priisekovd forma je bilinedrni forma I),(a, B) = A - B definovand na grupé H,(M; Z).
Tentokrdt je ovSem dand bilinedrni forma symetrickd (Ip(x, B) = Iy(B, @)). Je viak
stdle unimoduldrni — matice formy vzhledem k libovolné bdzi md determinant 1.

Pro hladké variety existuje jiny zpisob, jak definovat prisekovou formu. S pomoci
Poincarého duality miZeme definovat nasi bilinedrni formu na grupé kohomologii
misto na grupé homologii. Jestlize specidlné pouZijeme De Rhamovy kohomologie
H3e(M), potom t¥idy a, f € Hpe(M) se daji reprezentovat vn&j¥imi diferencidlnimi for-
mami a, b druhého stupné na M. PoloZime pak jednoduse

Q@Q=JaAL

M

Jestlize je prisekovd forma definovdna na tfidich kohomologii, miZeme rozsifit jeji
definici na vSechny &tyfrozmérné variety, at jiZ jsou hladké nebo ne. JestliZe jsou ddny
o, pe HX(M; Z) a jestlize [M] e Hy(M; Z) je fundamentdlni tfida variety M urend
jeji orientaci, pak In(«, f) = (a () B) (M), kde ,,|* oznatuje ,,cup product* na t¥iddch
kohomologii.

Uvedme nékolik piikladi.
1. Ctyfrozmérnd sféra S*. ProtoZe H,(S*; Z) = 0, priisckovd forma je trividlni: I§ = @

2. Komplexni projektivni rovina CP2. Zde je H,(CP?; Z) = Z, a tedy matice priisekové
formy Icp2 je (1).

3. Soutin dvou sfér S* x S2.V tomto pfipad® H,(S? x S?;Z) = Z @ Z a generdtory
grupy se daji reprezentovat vloZenymiplochamitvaru A = S? x (bed)a B = (bod) x
x S2. ProtoZe A a B se protinaji v jediném bod& a prisekova &sla 4 - A, B - B jsou
zfejm& nuly (malou perturbaci lze kaZdou ploctu dostat zcela mimo jeji piivodni

polohu), matice formy Is: x5z je (? (1)>

4. Kummerova plocha

K = {[Z, Z1, 25, Z,] € CP* | (Zo)* + (24)* + (22)* + (25)* = 0} .

vvvvvv

Ze matice formy Iy md (vzhledem k n&které bdzi) tvar Eg @ Eg @ 3 x ((1) :)), kde
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~2-1 0 0 0 0 0 0]

-1 2-1 0 0 0 0 0
0-1 2-1 0 0 0 0

Es=| 0 0-1 2-1 0 0 0
0 0 0-1 2-1 0-1

0 0 0 0-1 2-1 0

0 0 0 0 0-1 2 0

.0 0 0 0-1 0 0 2]

(zde Eg je Cartanova matice vyjime¢né Lieovy algebry eg.)

Prisekovd forma je skutené zdkladnim invariantem pro kompaktni &tyfrozmérné
variety. V roce 1958 Milnor [13] ukdzal, Ze homotopicky typ kompaktni, jednoduse
souvislé Styfrozmérné variety je jednoznaéné urcen tfidou izomorfismu jeji prisekové
formy.

Klasifikace (aZ na izomorfismus) celodiselnych unimoduldrnich symetrickych bili-
nedrnich forem za¢ind tfemi vécmi: hodnosti (coZ je dimenze prostoru, na némZ je
forma definovdna), signaturou (po&et kladnych vlastnich hodnot minus po&et zdpornych
vlastnich hodnot, kde vlastni hodnoty jsou oviem obecn& &isla redlnd, nikoliv celd)
a typem (forma se nazyva sudd, jestlize vSechny diagondlni elementy v jeji matici jsou
sudd &isla; v opaném piipadé se forma nazyvéd lichd). Konetn& se forma nazyvd
pozitivn& (negativng) definitni, jestliZe viechny jeji vlastni hodnoty jsou kladné (zdpor-
né); jinak je indefinitni.

Pro indefinitni formy tvofi hodnost, signatura a typ uplny systém invariantd [14].
Klasifikace definitnich forem je ov§em mnohem obtiZngj§i. Existuje pouze jedno netri-
vidlni omezeni, kterému jsou podfizeny definitni formy: jejich signatury musi byt déli-
telné osmi. Fakticky je zndmo, Ze forma s matici Eg (viz vy3e) je jedinou pozitivn& defi-
nitni sudou formou hodnosti 8; ddle existuji dvé sudé pozitivn€ definitni formy hodnosti
16 (jejich matice jsou Eg @ Eg a E;¢); ddle mdme 24 takovych forem s hodnosti
24 a mnoho tisic pro hodnost 40.

Maédme-li jiZ tuto komplikovanou situaci, je pfirozené se ptdt, které z naSich forem
mohou skuteén& vystupovat jako prisekové formy Ctyfrozmérnych variet. Existuje
napfiklad varieta, jejiz prisekovd forma md matici Eg nebo dokonce Eg @ Eg? Kum-
merova plocha se pfibliZuje odpovedi na druhou otdzku, ale do predlofiska skute€nou
odpovéd nikdo neznal.

Topologické ¢tyfrozmérné variety

Historie nds naucila, Ze nejdfive za¢neme obvykle chdpat DIFF a PL variety a teprve
potom je moZno pfejit k jemné&j§im otdzkdm o TOP varietdch. (Pf'ipomeiime, Ze DIFF =
= PL v dimenzich <6). Pfedstavte si ten S0k, kdyZ v 1ét& roku 1981 Michael Friedman
ozndmil, e kompaktni jednoduse souvisld (tj. takovd, na které spojity obraz kruZnice
1ze vzdy doplnit do spojitého obrazu kruhu) TOP varieta dimenze 4 je Upln& a v&rn&
popsdna dvéma elementdrnimi informacemi:

Prvni z téchto informaci je priisekovd forma variety M, o které jsme pravé pojednali.
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Druhou informaci potfebnou pro Friedmanovu klasifikaci je Kirbyho-Siebe‘mannova
obstrukce o(M) e Z,. Ta je upln& popsdna tvrzenim, Ze o(M) = 0, kdyZ a jen kdyZ
varieta M x S ptipousti diferencovatelnou strukturu.

Freedmanova véta. Kompakini jednoduse souvislé ¢tyFrozmérné TOP variety jsou
ve vzdjemné jednoznaéné korespondenci s dvojicemi {I, o), kde I je celoéiselnd uni-
moduldrni symetrickd bilinedrni forma, o€ Z,, a pokud I je sudd, pak o(I)[8 = «
(mod 2). [Zde o oznaduje signaturu, pozn. piekl.]

Obzvldsté plati (existen&ni Edst véty): Pro kaZdou celodiselnou unimoduldrni symet-
rickou bilinedrni formu I existuje TOP varieta M; dimenze 4, kterd realizuje I jako prii-
sekovou formu. Déle (jednozna&nost): JestliZe je I sudd forma, potom je M, jednozna&nd
uréena formou I aZ na homeomorfismus. Pokud je I lichd forma, pak existuji pfesn&
dv& nehomeomorfni variety M, které realizuji I jako priisekovou formu. Jedna znich
md tu vlastnost, Ze varieta M x S* ptipousti DIFF strukturu a druhd ji nemd. Tak
napiiklad existuji dv& variety realizujici formu s jednoprvkovou matici (1). Jsou to:
komplexni projektivni rovina CP? a je$t& daldi varieta Ch, kterd je homotopicky ekvi-
valentni s CP?, av3ak nepfipousti Zddnou diferencovatelnou strukturu.

Jak krdsné jednoduché, ale jak pronikavé! Tvrzeni o jednoznaénosti pro dvojici
{0, 0> je &tyfrozmérnd topologickd Poincarého hypotéza, fikd, Ze &tyfrozmérnd varieta
majici homotopicky typ sféry S* je homeomorfni s S*. Soudasn& vychdzi existence je-
diné &étyfrozmérné TOP variety s priisekovou formou popsanou matici Eg — coZ je
varieta, kterou topologové dlouho hledali.

(Freedmanova piivodni véta zdvisela jeit& na jedné hypotéze, Ze totiz M s vyliatym
bodem vzdy ptipousti DIFF strukturu. Ale F. Quinn [17] v 1ét& 1982 ukdzal, Ze kazdd
nekompaktni &tyfrozmérnd TOP varieta pfipousti DIFF strukturu, a navic mnoho
dalsich ddleZitych faktd, jako je napf. &tyfrozm&rnd prstencovd hypotéza.)

V dikazu Freedmanovy véty se prolinaji dvé& historicky nezdvislé topologické Skoly
— $kola chirurgie variet a $kola prostorovych rozkladi. Dikaz vyuZivd nejicinnéjSich
technik a nejsilngjsich vysledkd obou $kol.

Diferencovatelné ctyfrozmérné variety

Potom, co byly tak dokonale pochopeny kompaktni jednoduse souvislé TOP 4-variety,
udivi, jak mélo bylo stdle je§té zndmo o DIFF 4-varietdch bezprostfedné po ditkazu
Freedmanovy véty. Neobjevily se Zddné nové DIFF 4-variety (atkoliv zde bylo n&kolik
novych kandid4td) a Z4dného ze starych kandid4td se mepodatilo vyloudit. Prvnim
ndznakem toho, Ze DIFF 4-variety jsou v n&em zvl4§tni, byl Rochliniv vysledek
z roku 1952 [20].

Rochlinova véta. JesliZe jednoduse souvislé DIFF 4-varieta md sudou prisekovou
formu, potom signatura o(I) je délitelnd 16.

Pripomeiime, Ze algebraické omezeni pro takovou formu zdleZi v tom, Ze o(I) m4
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byt délitelné 8, takZe topologie DIFF variety klade dalSi omezeni na moZné prisekové
formy. Nyni Freedmanova véta zaruCuje existenci kompaktni jednoduSe souvislé
TOP 4-variety s formou Iy = Eg, pfiCemZ vime, Z¢ Eg je sudd forma a o(Eg) = 8,
takZe M nepfipousti Zddnou DIFF strukturu!

AZ do neddvné doby byly Rochlinova véta a s ni spojené invarianty signatury jedinymi
ndstroji, které jsme méli k dispozici pfi studiu DIFF 4-variet. (Je udivujici, Ze jsme se
s tak mdlem dostali tak daleko!). Po otfesu zpiisobeném Freedmanovou praci se za&aly
koncem roku 1981 $ifit povésti, Ze matematicti fyzikové dokdzali vypdtrat novou ob-
strukci pro existenci diferencovatelné struktury na ¢tyfrozmeérné varieté. Potom v 1été
1982, na prvni pravidelné letni v€decké konferenci pofddané Americkou matematickou
spoleCnosti v New Hampshire (akci, kterd byla plinovdna ddvno pfed Freedmanovou
praci), specialisté v topologii 4-variet proZili dalii otfes, kdyZ narazili na zapomenuté
kofeny svého oboru — byla ndm naordinovéna silnd ddvka geometrie a analyzy, aby-
chom mohli pochopit pozoruhodnou vétu Simona Donaldsona [4], graduovaného
studenta z Oxfordu.

Donaldsonova véta. Necht’ M je kompaktni jednoduse souvisla DIFF 4-varieta s pozi-
tivné definitni priisekovou formou I. Potom je I ekvivalentni nad okruhem celych cisel
se standardni diagondlni formou diag (1, 1, ..., 1).

Specidlné je zndmo, Ze matice Eg ® Eg se nedd diagonalizovat nad okruhem celych
lisel, takZe Freedmanova TOP 4-varieta My, p, nepfipousti diferencovatelnou struk-
turu — skutenost, kterd nemiZe byt rozpozndna pomoci charakteristickych tfid.

Diikaz Donaldsonovy véty je té€snou kombinaci topologie, diferencidlni geometrie
a analyzy — ta posledni je nediskrétni slozkou, kterou topologové postrddali (viz pfi-
lohu ,,Riemannovy 4-variety“).

Existence exotického #* se nyni dokdZe nepfimo. Freedman naSel topologickou
konstrukci variety Mg, g, 2 Kummerovy plochy K. Odbornici si pov§imli, Ze jestlize
R* md jedinou diferencovatelnou strukturu, miZe byt tato konstruce provedena
diferencovatelné, takZe jako vysledek dd diferencovatelnou varietu. ProtoZze Donaldson
ukdzal, Ze takovd varieta nemiiZe existovat, R* nemd jedinou diferencovatelnou struk-
turu.

Studium TOP a DIFF 4-variet je stdle aktudlni. Zastdva zde problém charakterizace
TOP 4-variet, které nejsou jednoduse souvislé. (Freedman uginil v posledni dobg jisty
pokrok.) Celd oblast DIFF 4-variet je 3iroce oteviena — doufdm, Ze dostate¢né Siroce
na to, aby mohla do sebe pojmout nové postupy dodané analyzou a geometrii. Stéle
jsme jest& nevyfesili hladkou variantu &tyfrozmérné Poincarého hypotézy (pFipousti
sféra S* exotické DIFF struktury?). Jakd je rozumnd charakterizace jedncduse sou-
vislych DIFF 4-variet? MozZnd, Ze existuji jen takové, které uZ zndme, totiz (ai na orien-

taci) ,,souvislé soudty* S*, CP? a algebraickych ploch. Pro za&dtek si miiZeme poloZit
tento problém: dd se realizovat prisekovd forma s matici Eg @ Eg @ 2 X <(1) (1)>

pomoci nékteré DIFF 4-variety?
Naznacili jsme zde pouze pfichut poslednich uddlosti v topologii tyfrozmérnych va-
riet. Pro dalgi, hlubsi a Uplngj§i informaci o Freedmanové vét€ vdim mohu doporudit
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sérii &ldnku [3, 21,7, 22]. Jako teoretické pcdklady dileZité pro Dcraldscrcvu vétu
doporuduji sérii [19, 16, 2, 5, 6].

Zadvérecné motto:

There's something that I have to prove. ... I don’t know what it is ... or to whom I have
to prove it. ... I only know it is. ... It keeps me busy day and night ... reaching for the
sky. ... Working, straining, cursing out ... seldom asking why. ... It drives me like

a raging storm ... to whatever end ... hoping that with conquest ... 1 will comprehend.
— Vas )

Dodatky

V ptivodni verzi €ldnku jsou uvedeny t¥i dodatky, které uvddé&ji vice technickych
podrobnosti k dikazovym metoddm. Jejich doslovny pfeklad by jednak nardZel na ter-
minologické potiZe, jednak by od &tendfe vyZadoval fadu specidlnich znalosti. Proto se
(se souhlasem autora) omezujeme na redakéné upravené zkratky téchto pozrdmek.

1. Riemannovy 4-variety — dikaz Donaldsonovy;véty

Ctendf se patrné na tomto mist& jiz pedivi, pro¢ se v nazvu &ldnku vitbec objevilo
slovo ,,instanton‘. Celd véc souvisi prdavé s dikazem Donaldsorovy véty, kde se vy-
uzivd metod soucasné teoretické fyziky.

Nejen topologové, ale také diferencidlni geometfi si byli jiz dlouho védemi toho, Ze
Styfrozmérny prostor md nékteré pozoruhodné vlastnosti, které je odliSuji cd prostori
jinych dimenzi. Zdkladnim faktem je, Ze grupa piimych rotaci SO(n) prostoru R" je
pro n # 4 jednoduchou Lieovou grupou, zatimco grupa SO(4) je lokdIn€ izomorfni
s direktnim sou€inem SO(3) x SO(3) (pfesn&ji plati, Ze Spin (4) = SU(2) x SU(2)).
Lieovu algebru so(4) grupy SO(4) Ize ztotoZnit s vektorovym prostorem A*(R*) vn&jsich
2-forem na R* (chdpaném jako vektorovy prostor se skaldrnim sou&inem). Rozkladu
Lieovy algebry so(4) = so(3) @ so(3) pak odpovidd rozklad prostoru vn&jsich 2-forem
ve tvaru A%(R*) = A% @ A2, ktery md invariantni smysl. Na zdklad& toho miZeme
rozloZit fibrovany prostor A%(T*M) vSech vn&jsich (algebraickych) 2-forem na &tyiroz-
mérné Riemannové varieté M jako Whitneyovu sumu A*(T*M) = A5(M) + A2(M).

Dile se uvaZuje hlavni fibrovany prostor £ nad M se strukturdlni grupou SU(2)
2 na né€m linedrni konexe V. K¥ivost RY konexe V je vnéjsi diferencidlni 2-forma s hod-
notami v jistém vektorovém fibrovaném prostoru asociovaném s ¢ a na zdkladé hofejsiho
rozkladu se dd jednozna¢né rozloZit ve tvaru RY = RY, + RY. Jestlize slozka RY
(resp. RY.) se identicky anuluje, potom se V nazyvd samodudlni (resp. antisamodudlnf)
konexe. KaZdd samodudlni konexe v £ je fe§enim tzv. samodudlnich Yangovych-Millso-
vych (YM) rovnic (které jsou sloZit&jsi verzi Maxwellovych rovnic.) Témto fesenim se
nékdy fikd instantony.

Problém tplného popisu viech instantond byl v [1] usp&ing& feSen ve specidlnim pii-
padg, kdy zdkladni varietou je sféra S* a hlavni fibrovany prostor & s grupou SU(2)
md vhodné topologické vlastnosti (prvni Pontrjaginova tfida p,(¢) = 4). Zde se ukdzalo,
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Ze ,,prostor modulii‘‘ vSech feSeni YM rovnic je ve skuteCnosti pétirozmérnd oteviend
koule.

Jak je tomu u obecnéj$ich variet? Nechf M je Ctyfrozmérnd jednoduse souvisld a kom-
paktni Riemannova varieta a ¢ hlavni fibrovany prostor nad M se strukturdlni grupou
SU(2) a takovy, Ze p,(£) = 4. Takovou situaci Ize zkonstruovat pro kaZdou (jednoduse
souvislou a kompaktni) &tyfrozmérnou DIFF varietu — a to je prdv& vychozi bod
Donaldsonova dikazu. C. H. Taubes [23] ukdzal, Ze pokud md M pozitivng definitni
priisekovou formu, existuje pro & alespoii jedno ireducibilni feSeni YM rovnic, tj. samo-
dudlni konexe V, pro kterou se strukturdlni grupa SU(2) nedd redukovat na podgrupu
SO(2). Uzitim Atiyahovy-Singerovy véty o indexu eliptického operdtoru a teorie de-
formaci pro samodudlni formy se dojde k zdvéru, Ze prostor moduli feSeni YM rovnic
je opét v podstaté pétirozmérnd varieta, ale s urCitou mnoZinou singuldrnich bodd.
Neékteré z téchto singularit jsou z povahy véci neodstranitelné a odpovidaji reducibilnim
feSenim YM rovnic. Poté, co se odstrani ,,nadbytecné* singularity (napf. vhodnou
perturbaci vychozi metriky), se sou¢asné& pouZije na varietu M konstrukce jistych kobor-
dismid a na jeji prasekovou formu I, Grammiv-Schmidtiv ortogonaliza&ni proces.
Tim se ukdZe, Ze forma I,; je ekvivalentni prisekové formé& disjunktniho sjednoceni
kone&n& mnoha kopii projektivni roviny CP? a Ze se d4 tedy uvést na diagondlni tvar.
To je (velmi struény a zjednoduieny) popis pfedeviim analytické &4sti Donaldsonovy
dtkazu. Zcela jsme vynechali bliZ§i objasnéni nékterych dimyslnych topologickych
konstrukeci.

2. Komentéf k Freedmanovu ditkkazu

V obvyklé ,,chirurgii variet® se Sasto pouZivaji konstrukce ndsledujiciho typu na DIFF
varietdch: pfedstavme si DIFF varietu s komplikovanymi grupami homologii (napf.
vicerozmérnou analogii sféry s mnoha ,,driadly“). Ukolem je ,,od¥iznout* z této variety
urdity pocet drZadel a vzniklé otvory ,,zalepit’ tak, aby vznikla novd DIFF varieta
s pfedepsanymi jednodus$§imi grupami homologii. Problém je, Ze v obecném pfipadé
jsou sama drZadla komplikovanymi DIFF varietami, pro néZ je tfeba nalézt né&jaké
ndzorné&j$i modely a odtud urdit jejich homologické vlastnosti; stejné tak je tfeba vySettit
diferencidlné-topologické vlastnosti okraji vzniklych otvori apod.

Freedmaniv obecn&jsi postup lze ilustrovat na konstrukci (principidlng nehladké)
TOP variety s prisekovou formou typu Eg @ Eg, vyjdeme-li z hladké Kummerovy
plochy K, jejiz priisekovd forma méd matici Eg @ Eg @ 3 x ((1) (1)> V roce 1973 A. Cas-
son ukdzal, jak lze kaZdou ze tfi podgrup druhé homologické grupy plochy K odpovida-
10 reprezentovat pomoci tzv. vloZenych (pruznych a zauzlenych)
,»Cassonovych drZadel*‘. Cassonova drZadla jsou sloZité objekty, zejména pokud jde
o jejich DIFF strukturu. Freedmanova metoda zdleZi v tom, Ze se vySetii pouze TOP
vlastnosti drZadel a pak se provddi ,,zobecnénd chirurgie* na TOP varietdch: drZadla
se odfiznou, otvory se zalepi a vznikne Zddand novd varieta. Cely problém je oviem
spoéitat, co se pfi téchto operacich skutené& déje. Zde je nutno pracovat s obecn&j§imi
topologickymi prostory, neZ jsou TOP variety; dileZitou roli zde hraje tzv. Whiteheado-

ooy . . (0
jici n€které z matic (
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vo kontinuum. VyuZivaji se také nejdileZitéj§i vysledky z teorie rozkladd prostori,
které v priibéhu nékolika desetileti vypracovala ,,konkurenéni‘‘ topologickd $kola.

3. Konstrukce prostoru a*

Jak bylo feCeno vySe, Mg ¢, €xistuje pouze jako TOP varieta, nikoliv jako DIFF
varieta (Donaldson). Aby se tato varieta obdrZela operovdnim Kummerovy plochy K,
bylo tfeba nejprve odfiznout t¥i Cassonova drzadla (coZ jsou DIFF variety). Freedma-
novymi metodami se dd ukdzat, Ze kazdé Cassonovo drZadlo je homeomorfni s prosto-
rem typu S? x S2 — B* (kde B* je uzavfend &tyfrozmérnd koule). Kdyby vSechna
drzadla byla dokonce difeomorfni s S*> x S* — B*, obdrZela by se varieta Mg, op,
pomoci obvyklé DIFF chirurgie, tj. byla by hladkd, coZ neni moZné. Proto alespoii
jedno z Cassonovych drZadel CH; nemd tuto vlastnost. Toto drZzadlo se viak dd topo-
logicky vloZit do standardniho soudinu S? x S? a zkoumd se nyni dopliikovd mnoZina
X ;. Tato mnoZina nemusi byt ovSem homeomorfni s kouli B, ale podle jedné véty od
R. D. Edwardse m4 tvar specidlniho priiniku (,,nested intersection*) takovych (topo-
logickych) kouli v §2 x S2. Vnitfek jedné z t&chto kouli opatfeny DIFF strukturou
indukovanou z S? x S? je hledany exoticky prostor #4.

Poznamenejme jedtE, Ze exoticky %#* nelze hladce vlozit do standardni sféry S* a do-
konce ani do Zddné DIFF 4-variety s pozitivng definitni priisekovou formou.
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Prelozil a Dodatky zpracoval OldFich Kowalski.

UZiti fuzzy mnozin
v rozhodovani za neurcitosti

Frantisek Sik, Brno
1. Uvod

Autofi &ldnku [2] M. Cerny, J. Nekola a V. Novdk obsirné vysvétlili, co to je teorie
fuzzy mnoZin, vyloZili, jak bohaté se tato teorie rozvétvila, které oblasti matematiky
jsou jiZ metodami fuzzy mnoZin propracovdvdny a jaké jsou perspektivy dalsiho vyvoje.
Ctendf, ktery znd tento &ldnek, je jisté uZ na strané fuzzy teorie — aspoii jednou nohou.
Aby byl obéma, potfebuje konkrétni aplikace. Cilem tohoto ¢ldnku je pfinést ukdzku
aplikace. K pochopeni je nutnd tak mald ddvka teorie fuzzy mnoZin, Ze se dd vylozit
a také bude vyloZena v n€kolika odstavcich.

V tvodu byvaji Casto anticipovdny myslenky, které by mély byt rozvedeny piedtim.
Je to snad proto, aby navodily véci pfiznivou atmosféru. Véfim, Ze ta bude vyvoldna
citaci n&€kolika fddkd z knihy D. Duboise a H. Prada [3]. ,,Tato teorie je atraktivni,
protoZe je zaloZena na velmi intuitivni, i kdyZ ponékud subtilni myslence, schopné vy-
tvdfet mnoho rozumné a pfitazlivé plsobicich zdvért, které umoZiuji novy pohled
na staré, Casto diskutované otdzky. Ndzory na dileZitost teorie fuzzy mnoZin se jesteé
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