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METODY FUNKCIONALNEJ ANALYZY V NUMERICKEJ
MATEMATIKE

VALTER SEDA, Bratislava

Clanok oboznamuje &itatefov s niektorymi abstraktnymi metédami po-
uZivanymi v numerickej matematike, predovietkym s aplik4ciou viet o pev-
nom bode.

UvoD

Sudasnd numerickd matematika sa vyznacuje dvoma vyraznymi ¢rtami: prenika-
nim abstraktnych metdd, hlavne funkciondlnej analyzy, do numerickej matematiky
a velkym nasadenim poditacich strojov. Tieto zloZky sa navzdjom ovplyviiuji a vedd
k prehodnoteniu starych a vypracovaniu novych numerickych metéd. Takto sa
numerickd matematika rychlo rozvija a mozZno povedat, Ze dnes st uZ skoro pre
vietky ulohy vyskytujice sa v praxi a v aplikdcidch matematiky vypracované pri-
blizné metody.

Cielom tohto &ldnku je ukdzaf, ako sa pouZivaji v numerickej matematike vety
o pevnom bode. Stasne chce upozornif na zaujimavy ¢lanok nemeckého matema-
tika L. CoLLATZA ,,Theoretische Grundlagen der Numerischen Mathematik*, ktory
vySiel v Jahresbericht d. DMV 65 (1962), 72—96. Okrem svojho obsahu, s ktorym
sa v dalSom oboznimime, je tento &lanok cenny aj svojim zoznamom literatury,
lebo obsahuje z posledného obdobia 44 prac tykajucich sa uvedenej problematiky.)

Prva otazka, ktort rie§i Collatzov &lanok, je otazka formulacie problémov nume-
rickej matematiky v redi funkcionalnej analyzy.

1. FORMULACIA PROBLEMOV NUMERICKEJ MATEMATIKY V RECI
FUNKCIONALNEJ ANALYZY

V numerickej matematike sa pracuje s linedrnymi priestormi R. Z nich budeme
uvaZovat o priestore R, n-rozmernych vektorov, o priestore C(B) spojitych funkcii
definovanych v uzavretej ohrani¢enej oblasti B priestoru R, a kone€ne o priestore
L,(B), p = 1, vietkych funkcii f merateInych v B, pre ktoré je funkcia |f|? lebes-
gueovsky integrovateInd v B. V takomto linedrnom priestore jestvuje ,,nulovy
prvok* @ (napr. v R, je to vektor, ktorého vietky zloZky st nulové). DéleZitym poj-
mom je pojem zobrazenia alebo operdtora T, ktory kaZdému prvku f nejakej pod-

1y Medzitym, ¢o tento &ldnok bol v redakénom pokradovani, vyila r. 1964 v nakladatelstve
Springer Verlag vyznamna kniha toho istého autora ,,Funktionalanalysis und numerische Mathe-
matik*, ktord si zasluhuje pozornost nielen odbornikov z numerickej matamatiky a funkcion4lnej
analyzy, ale Sirokého okruhu zaujemcov o poznanie metdéd sucasnej matematiky a o moZnosti
ich aplikécie pri rieSeni problémov vo fyzike a technickych vedach.
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mnoZiny D =R priradi prvok Tf toho istého priestoru R alebo iného priestoru R*.
Operdtor T nemusi byt linedrny. DoleZity je aj pojem Ciastoéného usporiadania.
Pre dva vektory x = (X,...,%,), ¥ = (¥, ..., ¥,) moZno napr. definovat x < y
tak, Ze x < y prdve vtedy, ak x; <y, j=1,...k x; 2y, j=k+1,...,n

Aby sme mohli v danych priestoroch poditat, zavddzame v nich podla potreby
skaldrny sicin, normu, vzdialenost a usporiadanie. Spdsoby zavedenia tychto pojmov
ndjdeme v udebniciach funkciondlnej analyzy alebo v moderne spracovanej uéebnici
numerickej matematiky Bepesun JXuakos ,,Meroas Beramciermit T. 1., 2., Toc.
W3n. dus. — Mar. gut., Mocksa 1959.

Pre nase tdely bude uZitoény tento prehlad:

Ak zavedieme VR, v C(B), resp. LP(B) je potom
n
i - 3 00 R, (L,(B))
skaldrny sucin X, y)= D X;¥: | g) = x) 2(x) dx n (L2 .
Y x.7) jgl i h8) = [pf) 6 Hilbertov priestor
x| = max ¢;lx;l, ¢; | [Ifl = max p(x) |f(x)],
normu I B R, (C(B)
st dané kladné kon- p(x) > 0 dana funkcia Banachov priestor
§tanty, napr. ¢ = 1. € C(B)
R, (L (B)
[ . ]l 1 Banachov priestor,
normu x| = x;:|P|p = NP dx1p s
I jgll il 11 = U5 f@I =1 L ,(B) Hilbertov pries- |
tor
wp=maxe;. | o= Ma+m), |FnCB
vzdialenost M = max |f(x) — g(x)| l}neéfny 'metrlcky
clxy =yl B uplny priestor
X2y x 2 Y, fsgeflix) = g, R, (C(B)) ;
usporiadanie x;=ypj>1 xXEB &iastoCne usporiadany

priestor

Problémy numerickej matematiky moZno rozdelit na 5 typov:
1. Rie$enie rovnic
Tu = 0, Tu = u (dany je operdtor T, hladd sa u).
2. VySetrovanie vlastnosti rieSeni u rovnic, napr.
a) hladaju sa hodnoty funkciondlu Gu pre rieSenie rovnice Tu = 9, Tu = u,
b) asymptotické chovanie rieSeni, oscilatorické vlastnosti rieSeni,
¢) vlastnosti korefiov rovnic.
3. Variagné tlohy s (bez) vedlajSou podmienkou. Vo vieobecnosti: Funkciondl
Gu = extrém, Tu 2 0, Su = 0 (dané s1 G, T, S, hladd sa u).
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Specidlne pripady: a) Gu = extrém, Su = 0 .
b) Gu = minimum, Tu = 0.
4. Ulohy na reprezentdciu:
u, @, sudané prvky linedrneho priestoru R, F je mnoZina vSetkych elementov tva-
14
ruf =) a,p,s konstantami a,, p mdZe byt aj co.
n=1
a) u € F, treba ndjst a,,
b) u ¢ F, a, treba urdit tak, aby vzdialenost ¢(u, f) bola minimélna.
5. Ostatné ulohy: numericky vypodet integrdlov, radov, spracovanie vysledkov
pozorovania apod.
V dalSom sa obmedzime len na ulohy 1. typu. Sem patria rieSenie linedrnych
i nelinedrnych systémov, zaciatoéné, okrajové a vlastné ulohy oby&ajnych a parcidl-
nych diferencidlnych rovnic, integrdlnych rovnic, diferenénych rovnic a vdbec
funkciondlnych rovnic. Budeme skumat otdzku existencie rieSenia, jeho jedno-
zna¢nosti a odhadu chyby pri pribliznom rieSeni ulohy.

2. BANACHOVA VETA O PEVNOM BODE

UvaZujme o rovnici Tu = u. Pri jej rieSeni hladdme prvok u, ktory sa zobrazi
operdtorom T na seba, teda je ,,pevnym bodom‘‘ zobrazenia T. Vo funkciondlnej
analyze pozndme niekolko viet o pevhom bode. Jednou z nich je Banachova veta
o pevnom bode.

Nech R je metricky priestor a M < R je uplnd mnoZina, na ktorej je definovany
operdtor T. Nech jestvuje K, 0 < K < 1, tak, Ze o(Tf, Tg) < Ko(f, g). Ak si zvolime
uy € M, mbZeme zostrojit postupnost iterdcii

Upey = Tu,(n =0,1,2,...)

(za predpokladu, Ze u,e€ M). UvaZujme o ,,guli S prvkov, danych nerovnosfou

(1) o(h,u,) Sr= o(uo, uy) .

1-K
Ak ugspolu s S leZi v M, Banachova veta tvrdi, Ze v M jestvuje prdve jeden pevny bod
zobrazenia T, a ten leZi v S. Tym je dand existencia, jednozna¢nost a odhad chyby
rie§enia rovnice Tu = u.

Casto neméZeme iteratny krok u, = Tu, presne vykonaf, napr. integrujeme
pomocou nejakej pribliznej formuly. PouZijeme teda miesto operdtora T'iny operdtor
T*, uT = T*u,; nech je zndmy odhad chyby & pri zdmene operdtora T operdtorom
T*, tj. o(Tf, T*f) < ¢ pre vietky f € M. Potom uvaZujeme o guli S* prvkov h

1
(1*) Q(h, uf) é r¥ = 1—_'—K— [KQ(uo, ur) + 8] .
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Ak s ug aj S* patri do M, leZi jediny pevny bod T'v S*. Je to uZ tvar vety o pevnom
bode, vhodny pre numerické vypocty.

Priklad 1. Nech ¢(t)e C(< 0, ©)), [& tlq(f)] df < oo. UkdZeme, Ze potom jest-
vuje prave jedno rieSenie problému

2 du

e qg(t)u =0, hm u(t) =1.

Toto rieSenie vyhovuje integrdlnej rovnici

(2%) u(t) =1— [P (s — t) q(s) u(s) ds

a obrdtene: kaZdé (spojité) rieSenie rovnice (2*) spliiuje vzfahy (2). Nech t, = 0
md ta vlastnost, Ze [ (s — t,) lq(s)| ds < 1. DokdZeme existenciu a jednoznagnost
rieSenia (2*) v intervale < t,, 00). Oznagime M mnoZinu vietkych u(t) € C (< ¢, ),
ktoré maji limitu lim u(f) = 1 a pre u, v € M zavedieme vzdialenost o(u, v) vztahom

t— o0
o(u,v) = sup |u(t) — o). Potom operdtor T, dany Tu(t)=1— [°(s — 1)
toStg
q(s) u(s) ds, je definovany na M a TM < M. Dalej je o(Tu, Tv) = sup |f° (s — 1)
toSt<w

q(s) (v(s) — u(s)) ds | < o(u, v) sup I (s = t) lq(s)| ds. Avsak f(t) = [ (s — 1)
lq(s)l ds je nerastica funkcia, lebo f (t) = — [P lq(s)lds £ 0, preto sup [ (s —

toSt<oo
= t)lg(s)l ds = [ (s — to) lg(s)| ds < 1. Teda o(Tu, Tv) < K . o(u, v), K = [2 (s —
— to) lg(s)l ds < 1. MnoZina M je tplnd. Zvolime u, = 1. Potom u,(f) =1 —
— [ (s — t) g(s) ds. Podla predchddzajucej tedérie jediné rieSenie rovnice (2*)
existuje na mnoZine S = M, danej nerovnostou (1). Toto vyhovuje rovnici d%u/dt* +
+ q(tf)u = 0, preto ho moZno jednoznatnym spdsobom roziirif na cely interval
<0, + o).

3. TOPOLOGICKE VETY O PEVNOM BODE

Nech operdtor T je definovany a spojity na mnoZine M priestoru R a nech zobrazi
M do seba (TM = M).

Brouwerova veta o pevnom bode hovori, Ze ak R je n-rozmerny priestor R, a M
je uzavretd jednotkovd gula v iom, md T v M aspoil jeden pevny bod. Veta se uz
ddvno pouZiva v mechanike, napr. pri dékaze existencie periodickych rieSeni diferen-
cidlnej rovnice % = f(t, x, %), v ktorej f(¢t + T, x, X) = f(t, x, X) a ktorej rieSenia
st jednoznaéne uréené zacdiatoénymi podmienkami.

Obecnejsia je Schauderova veta o pevnom bode: Ak R je Banachov priestor, M
je uzavretd a konvexnd, TM kompaktnd mnoZina, md T aspoii jeden pevny bod v M.

Jej zobecnenim je Schauderova-Tichonovova veta o pevnom bode: Ak R je lokdlne
konvexny topologicky linedrny priestor a M je kompaktnd a konvexnd mnoZina,
md Tv M aspoii jeden pevny bod.
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Z tvaru topologickych viet vidno, Ze neddvaju len existenéné vyroky, ale aj oblasti,
v ktorych jestvuju rieSenia. Zato ni¢ nehovoria o ich jednozna&nosti. Casto sa po-
uZivaji v stvislosti s teériou monotdnnych operdtorov v Ciastone usporiadanych
priestoroch. V takomto priestore definovany operitor T nazyvame izoténny (antitén-
ny), ak v < w md za ndsledok Tv < Tw (Tv = Tw).

Majme v iastoCne usporiadanom priestore R rovnicu
(3) u=Tu+r="Tu,

r je dany, u hladany prvok, T je dany spojity (vo vieobecnosti nelinedrny) operdtor,
definovany v D < R.

Predpokladajme, Ze T je stiétom T, + T, izoténneho T; a antiténneho operdtora
T,. Napr. ak u je redlny vektor, T = (t;) redlna matica, dd sa pisat T= T, + T,
kde Ty = ¥(T + |TI) je ,,kladnd &ast* T, T, = ¥T — |T|) zdpornd &ast T.

Tvorime dve postupnosti iterdcii v,, w, vztahom
(4) vn+1 = TIU,, + Tzwn + r

Wopy = Tyw, + Tov, + 1, (n =0,1,2, )
(za predpokladu, Ze v,, w, € D). Ak plati
(5) vy < 0y, 09 £ W, W; S W,

plati vSeobecne
(6) Un é Un+1s Un é Wns Wha g é W,

a teda mdme

IIA
IIA
=

UvaZujme teraz o ,.intervaloch M, = <v,, w,»> (M, je mnoZina vietkych h spliiuju-
cich v, £ h £ w,). Pri zobrazeni T je obraz M, obsaZeny v M, a tym skor TM, <
€ M,. Ak R je aj Banachov priestor, za znesiteInych predpokladov je kaZdy interval
uzavrety a konvexny. Ak moZno este ukdzaf, ¢ TM, je kompaktny, md rovnica (3)
podla Schauderovej vety v M, aspoii jeden pevny bod u a plati odhad v, £ u < w,.
V mnohych pripadoch moZno sa zaobist bez Schauderovej vety. Ak sa d4 z mono-

ténnosti a ohraniGenosti postupnosti {v,}, {w,} usidif, Ze jestvuje lim v, = v,
lim w, = w, plynie zo spojitosti T ne
n—+ o0

v =Tw +Tw+r

w=Tw+ T +r.

Ak naviac T je linedrny, element z = 4(v + w) je rieSenim rovnice (3) a v, <
< z £ w, pre vietky n.
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Priklad 2. UvaZujme o zadiato¢nej tlohe

dx
7 —=e %, x0)=0.
Y = ©)
Separdciou premennych zistime, Ze (jedinym) rieSenim tejto ulohy je funkcia x =
=1In(t + 1), ¢t > —1. Uloha (7) je ekvivalentnd s tdlohou ndjst rieSenie integrdlnej
rovnice

@™ (i) = 5750 ds,

ktord md takto (jediné) riefenie x = In (¢ + 1).

Teraz dokdZeme existenciu riefenia (7*) v intervale <0, t,); to > O je lubovolne
velké Cislo a ndjdeme preti odhad vysSie uvedenou metédou. Ak v C(<0, t,)) zave-
dieme normu a sp8sob usporiadania podla tabulky (volime p(f) = 1), bude R =
= C({0, to)) &iastotne usporiadany Banachov priestor. Rovnica (7*) je potom
typu (3), kde operdtor T je dany vztahom Tx = [§e™ " ds, 0 < t < ¢, pre vietky
x(t) € R. Tento operdtor je antiténny, preto tund T = T,, T; je nulovy operdtor
a r = 0. Vyjdeme z prvkov v, = 0, wo(f) = ¢ priestoru R a utvorime postupnosti
iterdcii v,, w, vzfahom (4). Nakolko je v; = Towy = fpe *ds=1—e¢"% w, =
= T,v, = t, splnené s nerovnosti (5), o md za ndsledok (6). Interval M, = <v,, w,»>
je uzavrety a konvexny. Z rovnomernej ohrani¢enosti funkcii x(¢) € M, plynie rovno-
mernd ohranidenost e ~*(* a odtial rovnomernd ohranienost a rovnomocn4 spojitost
funkcii Tx, x € M,. Z toho na zdklade Ascoliho vety dostdvame, %¢ TM, je kompaktnd
mnoZina. Jestvuje tedy v <0, t,) rieSenie (7*), ktoré sa nachddza v kaZdej mnoZine
M,.

4. MODIFIKACIE ITERACNYCH METOD

Analyzou iteraénych metdéd dostaneme, Ze pri pouZiti Banachovej vety robi faZ-
kosti poZiadavka, aby bola Lipschitzova konstanta K < 1, kym pri topologickych
vetdich mdme taZkosti s ndjdenim za&iatoénych vektorov v,, w,, ktoré spliiuji (5)
a so zaruCenim predpokladov tychto viet. Porovnanim oboch metéd pri rieSeni
linedrnych loh dostaneme, Ze, ak sa dd pouZit Brouwerova veta a ddva nejaky odhad,
dd sa aj Banachova veta pouZif, ddva vSak vo vSeobecnosti horsi odhad. Pri rieSeni
nelinedrnych uloh zlyhdva niekedy Banachova veta, inokedy topologické vety.

UvaZujme teraz o tom, ako zmenit iteraéni metddu v pripade, Ze Lipschitzova
konstanta K = 1. Rovnicu Su = () moZno réznymi spdsobmi priniest do tvaru
u = Tu, napr. ak poloZime

(8) Tu =u — ASu,

kde A je operdtor majiici inverzny, s vlastnostou AP = (. Specidlnym pripadom
tejto metédy je Newtonova, v ktorej 4 = (S')™%, S je vo Fréchetovom zmysle dife-
rencovatelny operdtor a S’ md inverzny. Newtonova iterand metdéda konverguje
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za velmi vieobecnych podmienok, ak u, je dostato&ne blizko riefenia u. MoZno ju
uspes$ne pouZit v dlohdch o vlastnych hodnotdch, pri inverzii matic, v diferencidlnych
rovniciach a v aproxima&nych tlohdch. Ak S nie je diferencovatelny alebo (S')~*
moZno faZko dostaf, nahradime Newtonovu metddu regulou falsi. Aj tdto metéda
sa pouZiva v rdznych typoch funkciondlnych rovnic.

Vhodné vektory v, wy, ktoré vystupuju pri poufiti topologickych viet a maji
spliiovat (5), daju sa urdit vypodtami na potitacom stroji. Ulohu (3), v ktorej (tak
ako predtym) T = T, + T, T, je izoténny a T, antiténny operdtor, moZno riesit
aj tymto spdsobom. Zostroja sa iterdcie

Uppy =Tu, +r,(n=0,1,2,..) .
a diferencie
5n+1 = Uy — Uy (n = 0, 1, 2, ...) .

Pomocou nich sa utvoria prvky

Up = Upyy + sn5n+1’ Wy =1Uypy + ‘snan+1 (n =0,1, 2) >

pri¢om konstanty s,, S, sa urdia tak, aby boli splnené predpoklady (5) pre pouZitie
topologickych viet o pevnom bode.

Priklad 3. UvaZujme o pouZti metddy regula falsi pri rieSeni funkciondlnej
rovnice Tu = §. Podobne ako v najjednoduchSom pripade je (n + 1)-v4 aproxim4cia
u,+, rieSenia u tejto rovnice dand pomocou u,_,, u, vztahom

Up— lTun - unTun— 1

(9 Uy = Uy — (Tu, — Tu,_1)"* (u, — tp—y) Tu, =
0) s =t ( 07 = ) T, = i T

Tund sa 0 mnoZine M, na ktorej je definovany operdtor T, predpokladd, e TM < M,
M je linedrny normovany priestor, na ktorom je definovany sudin uv pre kazdé dva
prvky u,ve M a pre niektoré ve M aj podiel u/v = uv™*,v™! je inverzny ku v
(M je komutativny okruh obsahujici aj inverzné prvky niektorych svojich prvkov,
napr. M je komutativne teleso). V pripade, 2¢ M = C(B), m4 uv, resp. u/v vjznam
stdinu, resp. podielu dvoch funkcii.

RieSme teraz pribliZne metéddou regula falsi zagiatoént ulohu

(Tuz)gg-l-u—I:O, u(0) = 2,
t

Jej rieSenie je u = 1 + e~ *. Funkcie ug, u; zvolime tak, aby spliiovali zadiatodna
podmienku: uy(f) = 2, uy(t) = t + 2. Potom na zéklade (9) je

u(t)=2(t+2)—(t+2)l=t+2=1+ 1
z (t+2) -1 t+1 t+1°
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E+2)te+1)2 =(t+2))t+1).(t +2)
t(t + 1) = (1t + 2) -
4 2t + 2 .
B +4r +4t+2

uy(0) = 2auy(t) =

Vidime, Ze u,, aj u;, maju tl istu asymptotu ako rieSenie u = 1 + ¢! pre t — oo.

5. POZNAMKA K VETAM O MONOTONII

Obvykle moZno skor dokdzat existenciu rieSenia funkciondlnych rovnic ako ndjst
ostry odhad pre toto rieSenie. Vynimky z tohoto pravidla sa vyskytnu v pripade, Ze
plati veta o monoté6nii. Pre mnoho zatiatoénych a okrajovych tloh diferencidlne;j
rovnice Tu = 0 s okrajovou podmienkou Ru = 0 nasleduje z

Tz < Tv, Rz £ Rv

vyrok o monoténnosti z < v v uvaZovanej oblasti. Prikladom toho méZu byf niekto-
ré porovndvacie vety a Caplyginove vety o diferencidlnych nerovnostiach. Ak potom
predpokladdme existenciu rieSenia u okrajovej ulohy, moZno odhad zdola v, odhad
zhora w pre u urdif, v ktorom funkcia v md nekladny, funkcia w nezdporny ,,defekt*
Tv, Rv. Potom plati v < u < w.

Wankeliv benzinovy motor

s rotaénim pistem zhotoveny v NSR pohdni pokusny automobil. M4 spalovaci komoru o obsa-
hu 500 cm3, vykon 50 k pfi 5500 ot/min a spotfebu 10 1 na 100 km. D4ava automobilu rychlost az
150 km/ hod.

Sk

TEmEF neznilitelny kabel

se instaluje mezi New Yorkem a Kalifornii na trase dlouhé asi 6400 km. Obsahuje 12 koaxial-
nich vedeni, a to 6 pro kazdy smér; kazdé z nich pfenese 1860 telefonnich hovorii. Na trase je
900 podzemnich zesilovacich stanic a 11 obsluhovanych podzemnich stfedisek vybavenych ochra-
nou proti atomovému vybuchu a zamofeni; maji napf. zdsobu vody a potravin pro obsluhujici
personal na 3 tydny. Kabel je uloZzen v hloubce 1,2—1,5 m, snese pfetlak 15 at a neuskodi pry

mu ani nedaleky atomovy vybuch.
Sk -

Technika neni viechno

tvrdi pracovnici americké pobfezni straze. BEhem poslednich dvou let vySetfovali 44 v&tsi lodni
srazky, z nich¥ 25 nastalo za omezené viditelnosti, a ve viech pfipadech nejméné jedna ze zcast-
nénych lodi byla vybavena dobrym radarovym zafizenim. Hlavni pfiinou sraZek je pry nedosta-

tedny vycvik a zkuSenost radarovych operatort. '
Sk
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