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Vypréavéni o dvou sitech

Carl Pomerance

Tento clanek je vénovdn pamdtce Paula Erddse, mého pritele a uditele.

Ted pfisla ta nejlepsi doba pro hratky s faktorizaci, tj. s rozkladem velkych éisel
na prvodinitele. V roce 1970 bylo stézi mozné rozloZit ,,obtiZzna“ dvaceticiferna éisla.
V roce 1980, v dobé rozkvétu Brillhartova-Morrisonova faktoriza¢niho algoritmu,
metody retézovyjch zlomki (continued fraction factoring algorithm), se rozklad padesé-
ticifernych é&isel staval b&Znou véci. V roce 1990 muj vlastni algoritmus kvadratického
sita (quadratic sieve factoring algorithm) umoznil zdvojnasobit délku éisel, jez mohla
byt rozlozena, rekordni mélo 116 cifer.
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Do roku 1994 bylo kvadratickym sitem rozloZeno slavné, nepokoiené 129ciferné
&islo ze souboru RSA?), které, podle odhadu Martina Gardnera v Easopise Scientific
American z roku 1976, mé&lo vzdorovat 40 x 10*® let (ackoliv jiné tehdejsi odhady byly
skromnéjsi). Ale kvadratické sito dnes uz neni mistrem. Tim se stalo Pollardovo sito
¢iselného télesa (number field sieve), kdyZ na jare 1996 Gspé&iné rozlozilo 130ciferné
Cislo ze sbirky RSA, a to za 15% Casu, ktery by na to bylo byvalo potfebovalo sito
kvadratickeé.

V tomto ¢ldnku se struéné sezndmime s uvedenymi faktorizalnimi algoritmy —
dvéma sity — a téZ s nékterymi z mnoha lidi, ktefi je pomohli vyvinout.

V poloviné tohoto stoleti se pocetni zalezitosti zdaly byt nemoderni. Ve vét$iné
odbornych knih byl problém rozkladu velkych ¢isel z velké ¢asti opomijen, protoze byl
povazovan za trividlni. Koneckoncl v principu byl fesitelny, tak o éem jesté mluvit?
Jen mélo vyzkumnikd ignorovalo nazory té doby a pokracovalo v pokusech najit rychlé
metody faktorizace. Pro tuto hrstku badateld to byl zdkladni problém, jeden z téch,
které by nemély byt odloZeny stranou.

Ale Gasy se méni. Béhem poslednich nékolika desetileti jsme vidéli prichod dostup-
nych a rychlych poéitald a také vzestup kryptografickych systémi, jejichZz bezpeénost
je zaloZena na predpoklddané neschopnosti rychle faktorizovat (a na jinych poznatcich
z teorie &isel). Faktorizaci se dnes zabyva mnoho lidi. Uzndvaji ji nejen jako méfitko
bezpeénosti kryptografickych systémi, ale i pro pocitini samotné. Sdruzeni ACM
(Association for Computing Machinery) vénovalo v roce 1984 pamétni desku ustavu
IEEE (Institute for Electrical and Electronics Engineers) u pfileZitosti jeho stého
vyro&i. Na ni byl vyryt rozklad ¢isla 2251 — 1 na prvocinitele, v onom roce totiz byl
pomoci kvadratického sita dokonlen. Prezident ACM k tomu poznamenal:

»Pred tiemi sty lety francouzsky matematik Mersenne povazoval 225! — 1 za sloZené,
to jest rozloZitelné ¢islo. Pred zhruba sto lety bylo dokdzdno, Ze toto ¢islo opravdu
sloZené je, avsak jesté pred dvaceti lety byla vypoletni ndrocnost jeho rozkladu po-
vafovdina za neprekonatelnou. Opravdu, pFi pouZiti obvyklych poéitaci a tradicnich
vyhleddvacich algoritmi byl potiebny cas odhadovdn na asi 1020 let. Letos v tinoru
bylo v Sandia Laboratories toto Cislo rozloZeno na pocitaci Cray béhem 32 hodin.
To je svétovy rekord. V pocitani jsme urazili dlouhou cestu, a abychom pFipomnéli
piispévek IEEFE k tomuto oboru, nechali jsme téch pét ciniteli Mersennova sloZeného
¢isla vyryt na desku. Happy Birthday, IEEE.“

Rozkladani velkych cisel je zvlastni odvétvi matematiky a velmi pfipominé experi-
mentalni védy, kde pfiroda maé posledni a rozhodujici slovo. JestliZe néjaky algoritmus
rozkladajici ¢islo n po chvili prace skonéi vyrokem ,d je délitel n“, pak toto tvrzeni
miZe byt snadno ovéfeno, tj. posledni a rozhodujici slovo patfi celym ¢islim. Lze
se tak docela p&kné obejit bez dikazu, Ze metoda obecné funguje. Ale stejné jako
v experimentalnich v&déach, i tady miZe byt pro porozuméni a pokrok cennd jak

1y Pozndmka prekladateli: Pocate€ni pismena pfijmeni tfi autord, ktefi navrhli metodu
gifrovani pomoci vefejného klice zaloZenou na obtiznosti rozkladu velkych &isel na prvocinitele
(R. L. RIVEST, A. SHAMIR, L. M. ADLEMAN: A method for obtaining digital signatures and
public-key cryptosystems, Comm. ACM 21 (1978), 120-126).
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rigorézni, tak heuristickd analyza. A ovSem, stejné jako v experimentalnich védach,
i zde se obéas objevi napé&ti mezi teoretiky a praktiky. Nékdo se domnivi, Ze teoretické
studium faktorizace je darmozrout (neboli, jak to jednou barvité vyjadiil Hendrik
Lenstra parafrazi Siegela, ,éunik v rozariu“), ktery se t&8i nezaslouZené pozornosti
diky tomu, Ze algoritmy suSe oznaluje nalepkami ,polynomiilni“, ,exponencidlni®,
,ndhodny“ atd., avSak nic nebo jen malo nabizi tém dri¢im, ktefi opravdu pocitaji.
V tomto nézoru je zrnko pravdy, nicméné jak uvidime, teorie sehrala vyznamnou roli
pfi vyvoji obou sit, o nichZz budeme hovofit.

Souté&Zni uloha

Zatnéme od zaatku, pfinejmendim od toho mého. KdyZ pfednasim o faktorizaci,
tasto opakuji starou pifhodu, kterad se mi stala na stiedni 3kole. Uéastnil jsem se
matematické soutéze a jedna z tloh byla rozloZit béhem péti minut ¢islo 8051. Nebylo
nam zakazano pouZivat kapesni kalkulaky, ty tenkrat, okolo roku 1960, kdy se to
stalo, vibec neexistovaly! Nu, v aritmetice jsem byl docela dobry a védél jsem, Ze
v ¢asovém limitu mohu zkouset d&lit &isly aZ do odmocniny z 8051 (coz je zhruba 90).
Ale b&hem kaZdého testu, zejména sout&zniho, se mnoho studentd pokousi vcitit do
mysli osoby, kterd ho pfipravila. Jisté by nam nezadali problém, jehoZ jediny rozumny
zplisob feSeni by spoéival v horeéném zkouSeni moznych déliteli. K cili musi vést
i jina, obratnad cesta. Tak jsem stravil nékolik minut jejim hledanim, zatimco ve
mné vzristalo znepokojeni, Ze ztracim pfili§ mnoho asu. Pak jsem opoZdéné zacal
s pokusnym délenim, jenZe ¢as jsem uz skutefné promarnil a lohu jsem nevyfesil.

Najdete ten divtipny zpisob feSeni? Chcete-li o ném chvili pfemyslet, odlozte ¢teni
dalsiho odstavce.

Fermat a Kraitchik

Cely trik je zaloZen na rozepsani 8051 jako 8100 — 49, coZ je 90% — 72, takZe k roz-
loZeni €isla 8051 miZeme vyuzit znalosti algebry, pfesnéji faktorizace rozdilu ¢tverct.
Vysledek je 83 x 97.

Vede tento postup vzdy k cili? Plati, Ze kazdé liché sloZené ¢islo miize byt rozlozeno
jako rozdil kvadréta: stadf uzit rovnost ab = ((a + b))2 - (3(a- b))z. Snaha vyjadfit
¢islo jako rozdil dvojice ¢tverct, to je vlastné Fermatova faktorizaéni metoda. Podobné
jako pokusné déleni, které je nékdy velmi snadné (kdyz existuje maly délitel), také
metoda rozdilu ¢tvercl zna jednoduché pripady. Napiiklad najit pfislu$né kvadraty je
snadné, jestlize n = ab, kde hodnoty a a b jsou velmi blizké \/n, jak je tomu v pfipadé
n = 8051. AvSak v nejhor3ich pfipadech miize byt metoda rozdilu étverct daleko horsi
nez pokusné déleni. I z jiného hlediska je horsi. Pfi pokusném déleni se velmi mnoho
¢isel ocitne v kategorii snadnych pfipadi, vétSina ¢isel totiz ma malého délitele. Jenze
jen mala cast Cisel ma délitele blizkého jejich odmocning, takZze metoda rozdilu étverci
pracuje efektivng jen s malou &asti moZnych vstupi. (Aékoli pokusné déleni umozhuje

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro&nik 43 (1998), &. 1 11



vvvvvv

¢isel mu odolavs, i kdyZ pouZijeme kombinaci pokusného déleni a metody rozdilu
étverci.)

Ve dvacétych letech tohoto stoleti pfisel Maurice Kraitchik?) se zajimavym zlepse-
nim Fermatovy techniky rozdilu ¢tverci, a pravé toto vylepSeni je zidkladem vétSiny
modernich faktorizaénich algoritmd. (Myslenka sama méa kofeny v pracich Gausso-
vych a Seelhoffovych, avSak Kraitchik ji rozvinul a predstavil nové generaci v novém
stoleti. O raném tdobi faktorizace naleznete vice v [23].) Misto aby zkou3el hledat
cela &isla u a v, pro n& u? —v? = n, Kraitchik si uvédomil, Ze by stadilo najit
u a v takové, aby u? — v? bylo rovno ndsobku n, tj. u?> = v?> modn. Tato kongruence
miZe mit nezajimava feSeni, kdyZ u = v modn, ale téZ reSeni zajimava, jestlize
u Z v modn. Je-li n liché a délitelné aspoih dvéma odli8nymi prvoéisly, pak pfi-
nejmensim polovina viech feSeni rovnice u? = v?> modn je zajimavého druhu, pokud
soudin uv je nesoudélny s n. A pro zajimavé feSeni u, v plati, Ze nejvétsi spoleény
délitel u — v a n, oznaceny (u — v,n), musi byt netrividlnim délitelem n. Opravdu,
n déli u? — v? = (u — v)(u + v), ale ned8li Z4ddného z Ciniteld. Tudiz n musi byt n&jak
rozdéleno mezi u — v a u + v.

Na okraj poznamenejme, Ze nalezeni nejvétsiho spoleéného délitele (a,b) dvou za-
danych éisel a a b je velmi snadny akol. Jestlize 0 < a £ b a a d&li b, pak (a,b) = a.
Jestlize a nedéli b, potom zistava zbytek r a (a,b) = (a,r). Tato hezkd myslenka
zamény rozsahlej$iho problému za mensi je pres dva tisice let stard a pochazi od
Euklida. Je to rychly postup, nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele &isel a a b trva
pocitaci zhruba tak dlouho jako jejich vzajemné vynasobeni.

Podivejme se, jak by Kraitchik mohl rozloZit n = 2041. Prvni étverec vétsi nez n je
462 = 2116. Vezméme posloupnost &sel Q(z) = z2 — n, kde = = 46,47, ... Dostaneme

75, 168, 263, 360, 459, 560, ...

Protoze se dosud neobjevily Zidné kvadrity, Fermat by pokrafoval v hledéni.
Ale Kraitchik nabizi néco jiného. Pokousi se najit nékolik takovych &isel z, aby
platilo, Ze soulin odpovidajicich hodnot Q(z) je étverec. Pak totiz z rovnosti

Q(z1) - Q(zx) = v? a -z =u plyne

wr=22...22 = (22 -n)--- (22 —n) = Q(z1)--- Q(zx) = v’ modn,

coZ znamen4, %e jsme nasli fefeni problému u? = v? modn. Jak vSak najit mnoZinu

zy,...,z;? Kraitchik si povsiml, Ze n&ktera z Cisel Q(z) se rozkladaji velmi snadno:
75=3-52, 168=2%.3.7, 360=23.32.5 560=2%.-5-7.

Na zékladé predchozich rozkladt tak miZe ¥ici, ze souéin téchto &yt &isel je 210 - 3% -
- 5%. 72, &tverec! Ziskal u? = v? modn, kde

uw=46-47-49-51 = 311 mod 2041,
v =2%.32.52.7= 1416 mod 2041.

2) Pozndmka prekladateli: Presnéjsi by bylo psat Kraitchik.
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Nyni je téméF hotov, nebot 311 #Z £1416 mod 2041. Aby uréil nejvétsiho spole¢ného
délitele (1416 — 311,2041), pouzije Euklidova algoritmu a dospéje k é&islu 13, ¢&ili
2041 = 13- 157.

Reté&zové zlomky

Podstatou Kraitchikovy metody je zkouSet ,hrat si“ s posloupnosti 2 — n, kde
z nabyva celodiselnych hodnot blizkych +/n, a hledat podposloupnost, jejiz souéin je
étverec. Jestlize odmocnina tohoto &tverce je rovna v a souéin odpovidajicich hodnot z
je roven u, pak u? = v? modn a miZeme doufat, 7e tato kongruence je ,zajimava“,
konkrétné, Ze u Z £v modn. V roce 1931 navrhli D. H. Lehmer a R. E. Powers
nahradit Kraitchikovu funkci Q(z) = z? — n funkci jinou, odvozenou z rozvoje /n
do retézového zlomku. .

Je-li a;/b; i-ty Fetdzovy zlomek konvergujici k \/n, oznatme Q; = a? — b?n. Potom
Qi = a? mod n. Misto ¢&isel Q(z) tedy miZeme zkoumat hodnoty Q;, protoze v obou
pfipadech jsou kongruentni modulo n se zndmymi kvadrity. Ackoli fetézové zlomky
mohou pii vypoétech ptisobit potiZe, pfipad kvadratickych iracionalit?) je docela
pfijemny. Existuje jednoduchy itera¢ni postup (viz [16]) zndmy uz Gaussovi a mozna
jesté dfive, jimZ lze vypoditat vSe, co je zapotfebi, tj. posloupnost celych ¢isel Q;
a rezidui a; mod n.

Ale pro¢ komplikovat dokonale jednoduchy kvadraticky polynom nééim tak exo-
tickym, jako jsou fet&zové zlomky? Diivodem je nerovnost |Q;| < 2v/n. Cisla Q; jsou
v absolutni hodnot& mensi nez Q(z). (Kdy% se = vzdaluje od /n, &isla Q(z) rostou
pfiblizné linearné se smérnici 21/n.) Chee-li si nékdo ,hrat“ s &isly, aby mezi nimi nasel
ta, jejichZ soudin je ¢tverec, je pravdépodobné jednodussi pracovat s ¢isly men3imi nez
s vé&t8imi. TakZe Lehmerovy a Powersovy Fetézové zlomky jsou zjevné vyhodné&jsi nez
Kraitchikiv kvadraticky mnohoclen.

Jak si ,,hrat* s &isly

Je jisté zvlastni, kdyZ algoritmus obsahuje instrukci pozadujici, abyste si hrali
s né&jakymi &isly a nasli jejich podmnoZinu se sou¢inem rovnym ¢&tverci. Vzpominam si
na kresleny vtip, kde u tabule popsané tajemnymi matematickymi symboly stoji dva
védci v bilych plastich a jeden z nich ukazuje na obzvlast zapeklitou ¢ast a Fika tomu
druhému, Ze pravé v tomhle misté nastava zizrak. Je to zazrak, ze jsme v Kraitchikové
posloupnosti byli schopni najit éisla 75, 168, 360 a 560 se soucinem rovnym ¢&tverci?
Pro¢ bychom méli ocekavat, Ze takovou podposloupnost najdeme, a jestlize existuje,
jak ji miZeme najit efektivné?

Systematickou strategii hledani takové podposloupnosti dané posloupnosti, aby jeji
souin byl é&tverec, objevili John Brillhart a Michael Morrison. Je piekvapujici, Ze

3) Pozndmka prekladateli: Jsou to &sla tvaru a + b+/c (quadratic irrationals).

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 43 (1998), &. 1 13



v jadfe jde pouze o linearni algebru (viz [16]). Ke kazdému pfirozenému é&islu m
existuje ,vektor exponenti“ v(m) definovany prostfednictvim rozkladu &sla m. Necht
pi znadi i-té prvodislo a necht m = []p}*. (Nasobi se pfes viechna prvotisla, ale jen
kone¢ny pocet exponentl v; je nenulovych.) Pak v(m) je vektor (v, vs,...). Napii-
klad vynechdme-li nekoneénou posloupnost nul, kterd nasleduje za ¢étvrtou slozkou,
dostaneme

v(75) = (0,1,2,0),
v(168) = (3,1,0, 1),
v(360) = (3,2,1,0)
v(560) = (4,0,1,1).

)

Pro naSe Gcely poskytuji vektory exponenti p#ili§ mnoho informaci. Zajimaji nas
pouze Ctverce, a protoze kladné celé ¢islo m je ¢tvercem pravé tehdy, kdyz kazda sloz-
ka v(m) je sud4, miZeme exponenty redukovat modulo 2. Jelikoz v pfevadi ndsobeni
na s€itani, hledame ¢isla, pro néz plati, Zze soucet jejich vektori exponentd je roven
nule modulo 2. Po redukci uvedenych vektori modulo 2 dostaneme vektory

v(75) = (0,1,0,0) mod 2,
v(168) = (1,1,0,1) mod 2,
v(360) = (1,0,1,0) mod 2,
v(560) = (0,0,1,1) mod 2.

Vsimnéte si, Ze jejich soudet je roven nulovému vektoru!*) TudiZ soudin &isel 75, 168,
360 a 560 je ¢tverec.

Aby tento postup byl systematicky, Brillhart a Morrison navrhuji zvolit né&jaké
Cislo B a zabyvat se pouze témi Cisly v posloupnosti, kterd lze Gplné rozlozit na
mocniny prvnich B prvoéisel. Ve vySe uvedeném piikladu je B = 4. Jakmile ziskdme
B + 1 takovych ¢isel, mame B + 1 vektorid v B-dimenzionalnim vektorovém prostoru
F2. Je jasné, ze musi byt linearn& z4vislé. Co viak znamend pojem linedrni z4vislosti
nad télesem Fy? JelikoZ jeho jedinymi skaldry jsou 0 a 1, relace pro linearni zavislost
prosté odpovida €asteénému souétu, ktery se rovna nulovému vektoru. A z linedrni
algebry zndme mnoho algoritmd, jeZ ndm umoznuji najit tuto zavislost.

Poznamenejme, Ze jsme méli trochu $tésti, protoZe jsme nasli zavislost mezi pouhymi
CtyFmi vektory a nepotfebovali jsme jich pét, coZ by v nejhor$im pfipadé mohlo nastat.

Brillhart a Morrison nazyvaji prvoéisla p;, p2, . . .,pB yrozkladovou bazi“. (Pfesnéji,
vyfazuji ta prvoéisla p;, pro néz n neni kongruentni se ¢tvercem, protoZze takova
prvodisla nikdy nemohou délit &islo Q; v metodé Fetézovych zlomkd ani &islo Q(z)
v Kraitchikové algoritmu.) Jaké velké B by mélo byt zvoleno? Bude-li malé, pak neni
nutné shromazdit mnoho ¢isel, abychom mohli skondit. Ale jestlize bude pfili§ malé,
pak pravdépodobnost, Ze v posloupnosti najdeme néjaké ¢islo s Gplnym rozkladem

4) Pozndmka prekladateli: Roven modulo 2.
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na prvnich B prvodéisel, je tak nepatrnd, Ze bude tézké najit aspon jedno takové é&islo.
Né&kde tedy lezi uspokojivy kompromis. Pro rozklad ¢isla 2041 Kraitchikovou metodou
se jako vhodné zvolené ukazalo byt B = 4.

Neéktera z pomocnych &isel mohou byt zdporna. Jak budeme zachézet s jejich vektory
exponentli? Ziejmé nemizZeme ignorovat znaménko, protoze kvadraty nejsou zaporné.
Do kazdého vektoru viak miizeme zavést zvlastni slozku, které pro kladna éisla nabyva
hodnoty 0 a pro zdporné hodnoty 1. (To je jako kdybychom do rozkladové baze zahrnuli
i ,prvodislo“ —1.) Pfipustit zdpornd pomocna &isla tedy znamend pouze zvySit dimenzi
problému o jedni¢ku.

Napiiklad opét vezméme &islo 2041 a pokusme se ho rozlozit pomoci Kraitchikova
polynomu, nyni vSak pfipustme i zidporné hodnoty. Pro Q(z) = z% — 2041 a rozklado-
vou bazi 2, 3 a 5 dostavame

Q(43) = —192 = 2.3 & (1,0,1,0)
Q(44) = —105

QU5 = -16= —2¢ & (1,0,0,0)
QU46)= T5= 3.5 & (0,0,1,0),

kde prvni slozky odpovidaji exponentu u ¢&isla —1. P¥i pouZiti zdpornych ¢&isel a mensi
rozkladové baze 2, 3 a 5 jsme méli ndramné §tésti, protoZe jiz ty tfi dosud ziskané
vektory jsou line4rné z4vislé. To vede na kongruenci (43 - 45 - 46)% = (—192)(—16)(75)
mod 2041 neboli 12472 = 4802 mod 2041. Opé&t ziskdme 13 jako délitele 2041, nebot
(1247 — 480,2041) = 13.

Je mozné Fici, ze posledni krok — nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele — vzdy
vede k netrividlnimu rozkladu? Ne, neni. Ctenaf si miize vyzkouSet jest& jiny soubor
kvadrati majicich vztah k &slu 2041. Tentokrat ho tvofi Q(z) pro z =41, 45 a 49
a vznika kongruence 6012 = 14402 mod 2041. Re&eno nai diivéjsi terminologii, tato
kongruence je nezajimava, protoze 601 = —1440 mod 2041. A abychom méli jistotu,
nejvétsi spoleény délitel (601 — 1440,2041) je zcela trividlni, totiz 1.

Hladka éisla a podnéty z teorie sloZitosti

S pfichodem kdédovani RSA pomoci vefejného kli¢e koncem sedmdesatych let zacalo
byt zvlast dilezité zkusit odhadnout, jak obtiZnou zéleZitosti rozklad &isel vlastné je.
Nejenze bychom méli v&dét, co je dnes mozZné, ale také bychom radi pfedpovédéli, co
by asi vyZadoval rozklad t&ch ¢isel, kterd jsou za hranici dne$nich moznosti. Zkusenost
tika, Ze politace stejné cenové t¥idy zdvojnasobuji svou rychlost a kapacitu kazdych 18
aZ 24 mésict. Vyjdéme z tohoto pfedpokladu a neolekivejme Zidné nové faktorizaéni
algoritmy. Co bude technicky moZné za deset let?

K hledani odpovédi na tento typ otdzek se hodi teorie sloZitosti. Jak ale analyzovat
faktorizaci zaloZenou na Kraitchikové polynomu nebo Lehmerové-Powersové fetézo-
vém zlomku? Cestu navrhl Richard Schroeppel ve své nepublikované korespondenci
z pozdnich sedmdesatych let. V podstaté zagal tim, Ze &isla Q; z metody Fetézovych
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zlomkl nebo é&isla Q(z) z Kraitchikovy metody povaZoval za ,ndhodnd“. Jestlize
dostavate proud zcela ndhodnych &isel shora omezenych néjakym X, jak dlouhou byste
méli oéekdvat dobu, kterou vam zabere nalezeni podposloupnosti, jejiz soucin je roven
étverci?

Pokud ¢islo nemé prvodinitele vétsi nez Y, nazveme je Y-hladké. (Cislo, které je
rozlozitelné nad prvocisly aZ do hodnoty pg, je pp-hladké.) Jaka je pravdépodobnost,
ze ndhodné zvolené pfirozené &islo mensi nebo rovné X je Y-hladké? Odpovéd zni®)
U(X,Y)/[X]~¥(X,Y)/X, kde ¥(X,Y) je polet Y-hladkych &isel v intervalu (1, X).
Ocekavany pocet ndhodnych &isel, kterd musi byt vySetfena, abychom nalezli pravé
jedno ¢islo Y-hladké, je tedy roven prevracené hodnoté této pravdépodobnosti, tj.
X/¥(X,Y). My oviem musime najit zhruba #(Y’) takovych Y-hladkych éisel, 7 (Y’)
znali polet prvodisel mensich nebo rovnych Y. Tudiz olekavany pocet ndhodnych
Cisel, kterd musime zkoumat, je pfiblizné 7(Y)X/?(X,Y). A kolik to asi d4 préace
ovéfit, zda je ¢islo Y-hladké? Jestlize k tomu pouZijeme metodu pokusného déleni, je
to okolo m(Y') kroki. TakZe o¢ekdvany podet viech kroki je n(Y)2X/¥(X,Y).

Vybrat Y jako funkci X tak, aby se minimalizovala hodnota #n(Y)2X/¥(X,Y), je
zalezitosti analytické teorie Cisel. Koncem sedmdesatych let vSak jeSté neexistovaly
nastroje pro pfesné provedeni takového odhadu.

Zména pfisla aZ v roce 1983 v ¢&lanku [4], jehoZz pfedbéziné verze viak by-
ly k dispozici uz né&kolik let pfedtim. Tak jaké je to minimum? M4 hodno-
tu zhruba exp(2vlog Xloglog X) a nastane tehdy, kdyz je Y piiblizné rovno
exp(3+/log X Toglog X). Ale co viibec jsou ,.X“ a ,Y“?%) Cislo X je odhad pro typické
pomocné éislo, které algoritmus produkuje. V metodé fetézovych zlomk lze za X vzit
2./n. U Kraitchikova polynomu je X mali¢ko véti: nl/2+¢. A &islo Y je odhad pro pg,
nejvétsi Cislo v rozkladové bazi.

Rozklad ¢isla n, at uz Lehmerovou-Powersovou metodou fetézovych zlomki nebo
Kraitchikovym polynomem, by tedy mél vyZadovat okolo exp(1/2log nloglogn) kroki.
To neni matematicka véta, nybrz dohad. Tato domnénka se opira o jiz uvedenou heu-
ristickou argumentaci, v niz se pfedpoklada, Ze pomocn4 ¢isla generovana retézovym
zlomkem /n nebo Kraitchikovym kvadratickym polynomem jsou ,ndhodna“ vzhle-
dem k vlastnosti Y-hladkosti. To nebylo dokizano. Navic ani mnozstvi Y-hladkych
pomocnych &isel nemusi staéit k rozkladu n, protoZze pokazdé, kdyZz uzivame linearni
zavislost nad Fs, abychom sestavili kongruentni kvadraty, miZeme mit velkou smiilu
a ulovit jen nezajimava feSeni, kterd ndm pfi rozkladu nepomohou. Za opétovného
pfedpokladu ndhodnosti oviem neo&ekiavame neobvykle dlouhé $iiry smily, coz znovu
podporuje nasi domnénku.

Jak uZ bylo zminéno, takovymi ivahami o sloZitosti se prvné zabyval Richard
Schroeppel v nepublikované praci z konce sedmdesatych let. (Pfedpokladal vysledek,
ktery jsme jiz uvedli podle [4], ackoli tehdy to nebyla ani véta a vlastné ani domnénka.)

5) Pozndmka prekladateli: Symbolem [X] je oznadena cela &ast redlného &isla X.
8) Vé&ru, to je otdzka, kterd vyvadi z miry mnoho studentd elementarni algebry, nemluvé
o filozofech matematiky.
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Vyzbrojen ndstroji pro studium sloZitosti pfiSel tehdy s novym postupem, ktery se stal
znadmym jako linedrni sito. Byl to pfedchiidce a téZ inspirator kvadratického sita.

Teorie sloZitosti vede k lep$imu algoritmu, kvadratickému situ

Pfedchozi néstin sloZitosti ukazuje misto, kde bychom mohli dosdhnout ur¢itého
zlepSeni. Jde o &as, ktery potiebujeme k rozpoznani téch pomocnych &isel, ktera se
plné rozkladaji na prvoéisla do hodnoty Y = pp, tj. k uréeni Y-hladkych ¢isel. V avaze
jsme pfedpokladali, Ze to vyZaduje asi w(Y') kroki, kde 7(Y’) je pocet prvocisel mensich
nebo rovnych Y. Pravdépodobnost, ze ¢islo je Y-hladké, je pfi zavedeném znaceni
rovna ¥(X,Y)/[X]. Jak byste mohli oekivat a jak se to potvrzuje v praxi, jestlize
je Y rozumné velké a X je znacné velké, tato pravdépodobnost je velmi, velmi mala.
TakZe pomocni ¢isla pfichazeji jedno za druhym a my musime kaZdému z nich vénovat
celou dobu, jen abychom témér vidy zjistili, Ze neni Y-hladké a Ze ho tedy vyfadime.

ZacZatkem roku 1981 mne napadlo, Ze k rychlému rozpoznani hladkych hodnot Krait-
chikova kvadratického dvojélenu Q(z) = 22 — n by se dalo pouzit néco podobného Era-
tosthenovu situ. Eratosthenovo sito je znamy prostfedek pro nalezeni vSech prvocisel
v né&jakém pocateénim intervalu pfirozenych ¢isel. Zakrouzkujeme prvni prvocislo 2,
a pak preSkrtneme kazdé druhé ¢islo, tedy 4, 6, 8 atd. Dal$i neoznalené &islo je 3.
Zakrouzkujeme ho a preSkrtneme kazdé treti ¢islo. A tak dale. Poté co dosdhneme
odmocniny z horni meze celého sita, miZeme skonéit s prosivinim a v intervalu
zakrouzkovat vSechna zbyvajici neoznacena ¢&isla. Zakrouzkovand éisla jsou prvodisla,
vySkrtnutd &isla jsou slozena.

Vsimnéme si, Ze Eratosthenovo sito umi vice nez jen najit prvoéisla. Néktera vy-
Skrtnuta &isla jsou preSkrtnuta nékolikrat. Napfiklad 30 je preSkrtnuto tfikrat, stejné
jako 42, protoze tato ¢isla majf tfi prvodinitele. MiZzeme tedy zb&znym pohledem najit
Cisla, ktera jsou mnohokrat preskrtnuta, a tak rychle objevit ¢isla, kterd maji hodné
prvociniteld. A je jasné, Ze mit hodné prvodinitelt souvisi s tim, Ze jsou vSechny malé.

Ale miZeme udélat vice nez jen pozorovat souvislosti. Pokud misto $krtani délime
pfisluSnym prvoéislem, €isla jako 30 a 42 se do konce prosivani transformuji na 1,
nebot jsou tplné& rozloZena na prvoéisla, ktera sito uziva. Reknéme, Ze misto prosivani
vzhledem k prvoéislim aZ do velikosti odmocniny z horni meze sita prosivime pouze
vzhledem k prvocislim do hodnoty Y a Ze €isla misto pfeskrtavani délime prvoéislem.
Kazdé ¢&islo, které je na konci prosivani rovno 1, je Y-hladké. Ale ne kazdé Y-hladké
¢islo uvazne v tomto sité. Napiiklad 60 se po vydéleni svymi prvociniteli zméni na 2.
Problém tkvi ve vy$Sich mocninich prvoéisel mensich nebo rovnych Y. To miZeme
napravit tim, Ze prvocislem délime opakované, tj. délime i mocninami prvodéisla. Pak
vysledné jednitky pfesné& odpovidaji Y-hladkym &islim v daném intervalu.

Cas, ktery se na to spotiebuje, je neuvéfitelnd kratky ve srovnani se zjistovanim
Y-hladkosti pokusnym délenim kaZdého kandidata. Je-li délka intervalu N, pak pocet
kroki je jen asi N loglogY, coz je primérné okolo loglogY krokt na kandidata.

V pocdateénim intervalu tedy umime rychle rozeznat Y-hladk4 &isla. Ale miZeme
tuto mySlenku pouZit i k rozpoznani Y-hladkych hodnot kvadratického dvojélenu
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Q(z) = z2 — n? Sito je zaloZeno na tom, Ze pro kazdé &islo m jsou nasobky m pravi-
delné rozloZeny v celém vy$etfovaném souboru. Vezméme tedy naptiklad prvodéislo p
a ptejme se, pro které hodnoty z je Q(z) délitelné p. To neni t&Zky problém. Jestlize
n (rozkladané &islo) je modulo p rovno nenulovému étverci, pak existuji dvé reziduélni
tfidy a a b modulo p takové, ze Q(x) = 0 mod p pravé tehdy, kdyZz z = a mod p nebo
z = b mod p. JestliZze n neni modulo p rovno &tverci, pak Q(z) neni délitelné p a Zadné
dalsi vypoclty s p uz nemusime délat.

Tudiz jde v podstaté o stejnou myslenku, a Y-hladké hodnoty Q(z) tedy mizeme
najit za cenu pfiblizné loglogY krokd vynaloZenych na jednoho kandidata.

Co nam prinesla Gvaha o sloZitosti? Naro¢nost rozkladu ¢&isla n je nyni
exp(v/Iognloglogn), z exponentu zmizel &initel v/2. Je to velky Gsp&ch? Nepochybné
ano. Niz§i sloZitost a dalsi pfijemné vlastnosti této metody umoznily dvojnisobné
zvét3eni délky Cisel, kterda mohou byt rozloZena (ve srovnani s dfive vyloZenou metodou
Fetézovych zlomki). A tak se z Givah o sloZitosti a bez numerickych experimenti zrodila
metoda kvadratického sita.

Implementace a vylepseni

Mél jsem velké Stésti, Ze se ukdzalo, Ze kvadratické sito je algoritmus schopny
soutéze. Cast&ji se totiz stava, ze kdyz nékdo vymysli algoritmy pouze na zakladé
slozitostnich ivah a myslenkovych experimenti, vysledek je pfili§ neohrabany na to,
aby mohl konkurovat ostatnim metoddm. Navic i kdyZ je zdkladni mySlenka zdrava,
stale jeSté mohou existovat vyznamné zlepSeni vyCkavajici, aZ je objevi lidé, ktefi
algoritmus testuji. To se pfihodilo i kvadratickému situ.

Prvnim ¢lovékem, ktery vyzkouSel metodu kvadratického sita na velkém disle, byl
Joseph Gerver (viz [9]). Chopil se této tlohy jako pFileZitosti nau&it se programovat
a Uspésné rozlozil 47ciferné &islo pfevzaté z Cunninghamova projektu. Tento pro-
jekt, ktery zacitkem dvacatého stoleti zahajili podplukovnik Allan J. Cunningham
a H. J. Woodall, spoéiva ve faktorizaci ¢isel b™ + 1 pro b mensi nebo rovné 12 (které
neni mocninou) a n jdouci k velkym hodnotdm (viz [3]). Gerverovo &islo bylo jednim
z délitelt &isla 3225 — 1.

Ve skutecnosti v3ak bylo téZké nékoho presvédcCit, aby kvadratické sito vyzkousel.
Mnozi z pracovniki na Cunninghamové projektu se zdali byt spokojeni s metodou
fetézovych zlomkid a mysleli si, Ze vét§i hodnoty Kraitchikova polynomu Q(z) ve
srovnani s Cisly @; z metody fetézovych zlomkid znamenaji pfili§ velké znevyhodnéni
pro nezralou metodu kvadratického sita. Ale na konferenci ve Winnipegu na podzim
roku 1982 jsem piesvédéil Guse Simmonse a Tonyho Warnocka ze Sandia Laboratories,
aby sito vyzkousSeli na poéitaci Cray.

Ukol naprogramovat kvadratické sito byl v Sandia Laboratories pfidélen Jimovi
Davisovi a Diané Holdridgeové. Ti jej nejen Gispésné zvladli, nybrz rychle zacali 1dmat
rekordy. Davis na3el dulezité zlep$eni, které zmirnilo zminénou nevyhodu. Objevil
zpusob, jak pfejit k jinym kvadratickym polynomim poté, co hodnoty toho prvniho,
Q(z) = z? — n, nepiijemné vzrostly. Akoli tato myslenka odhad sloZitosti podstatné
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nezménila, jeji zasluhou se metoda stala daleko praktiét&jsi. Uspéch téchto pracovnikii
se nejen objevil na obdlce fasopisu Mathematical Intelligencer (obalka tfetiho €isla
Sestého rolniku z roku 1984 ukazuje potital Cray a rozklad &isla se 71 cifrou), ale
dokonce i €asopis Time mu vénoval kratky ¢lanek doplnény Simmonsovou fotografii.

Je ironii, Ze kratce pfedtim, nez se tato skupina pustila do prace, jiny tym v Sandia
Laboratories navrhl a vyrobil integrovany obvod RSA pro Sifrovani pomoci vefejného
klice, jehoz bezpecnost byla zaloZena na nasi neschopnosti rozkladat ¢isla se stovkou
cifer. To uZz ted nebylo dost bezpe¢né a obvod musel byt seSrotovan.

Zhruba v té dobé a nezavisle na Davisovi pfiSel Peter Montgomery s jinym, trochu
lepSim zptisobem zmény polynomi, a my jsme zacali pouZivat spise jeho nez Davisovu
metodu.

Jedna velkd vyhoda kvadratického sita proti metodé fetézovych zlomkl spociva
v tom, Ze u kvadratického sita je obzvlast jednoduché rozdélit Glohu rozkladu mezi
mnoho poéitaci. Napfiklad pfi pouZiti vice polynomii mtze kazdy pocita¢ dostat svou
vlastni mnozinu kvadratickych polynomi k prosivani. Nejvétsich aspé&chi s kvadratic-
kym sitem zpocatku dosahovaly superpocitace jako Cray MPX v Sandia Laboratories.
Av3ak s rozsifenim levnych pracovnich stanic a osobnich poéita¢h a diky pfirozenému
zpisobu, jakym miZe byt metoda kvadratického sita rozdélena na mensi Glohy, presly
rekordy na ty, kdo organizovali skupinové Gtoky na cilova éisla.

Robert Silverman byl prvni, kdo rozloZil ¢islo pomoci mnoha po¢itaci. Red Al-
ford a ja jsme pozdéji pouzili vice neZ sto velmi primitivnich, do sité nezapojenych
osobnich poéitaéd, abychom rozloZili par stocifernych éisel (viz [2]). Ale nevytvofili
jsme zadny rekord, protoZe zatimco jsme se postupné vyzbrojovali technikou, Arjen
Lenstra a Mark Manasse [12] udélali rozhodujici krok v rozdéleni alohy. Kvadratické
sito nabidli v Internetu a Zadali lidi z celého svéta o poéitafovy &¢as. Timto spoleénym
Gsilim se v roce 1994 kone¢né podarilo rozlozit 129ciferné cislo ze souboru RSA.
Tento projekt vedeny Derekem Atkinsem, Michaelem Graffem, Paulem Leylandem
a Lenstrou trval osm mésicti realného ¢asu a vyZadoval pies 1017 elementarnich krokd.

Kvadratické sito je velmi jednoduchy algoritmus, coZ je jedna z jeho silnych stra-
nek. Vzhledem k jeho jednoduchosti by se mohlo zdat, Ze by bylo moZné navrhnout
specialni podita¢ uréeny vyhradné k rozkladu velkych €isel. Jeff Smith a Sam Wagstaff
z University of Georgia sestavili specialni procesor pro metodu fetézovych zlomki. Byl
prezdivan ,georgijsky louskiéek® a dosahl jistych Gspéchi, ale zastinilo ho kvadratické
sito na konven&nich poéitagich. Smith, Randy a ja (viz [21]) jsme si mysleli, Ze bychom
mohli zkonstruovat specialni procesor pro kvadratické sito. ,Quasimodo* (Quadratic
Sieve Motor) byl sestaven, ale nikdy spravné nefungoval. Vzhledem k exponencialnimu
Sifeni levnych a vysoce kvalitnich poéitati ztratil pozd&ji takovy pfistup prakticky
smysl.

Poédatky prosiviani pomoci &iselného té&lesa

V roce 1988 rozeslal John Pollard nékolika lidem dopis, v némZ nastinil myslenku
svého postupu pii rozkladani jistych velkych ¢isel pomoci algebraického &iselného

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 43 (1998), ¢. 1 19



télesa. Inspiroval se pfitom diskrétnim logaritmickym algoritmem Dona Coppersmitha,
Andrewa Odlyzka a Richarda Schroeppela [6]. Jeho pilivodni myslenka se netykala
viech velkych slozenych &isel, ale jen urditych ,hezky“ sloZenych é&isel, kterd kromé
toho, Ze jsou blizkd mocninam, oplyvaji i dal3imi pfednostmi. Pollard ilustroval svou
myslenku na rozkladu &isla 22" 4 1, coz je sedmé Fermatovo ¢&islo. Je zajimavé, ze
témér o dvacet let drive bylo toto ¢islo prvnim velkym tGspéchem faktoriza¢ni metody
fetézovych zlomkd.

Musim pfiznat, Ze jsem nejprve nebyl pfili§ nadSen Pollardovou metodou, protoze
se mi jevila pouZitelna jen pro malo &isel. N&ktefi lidé ji vS8ak vzali vdZné. Jednim
z nich byl i Hendrik Lenstra. Vylep$il nékteré detaily algoritmu a se svym bratrem
Arjenem a s Markem Manassem pouZili tuto metodu k rozkladu nékolika velkych
¢isel z Cunninghamova projektu. Po nékolika Gspé&Sich (z nichZ nejpozoruhodnéjsi byl
rozklad 138ciferného ¢&isla) a poté, co Brian LaMacchia a Andrew Odlyzko uéinili
nékolik postfehd, kdyZ se zabyvali velkymi Fidkymi maticemi, které v metodé vy-
stupuji, zaméfili bratfi Lenstrové a Manasse sviij pohled na skuteéné naroény cil:
22 4 1, devaté Fermatovo &islo.”) Jeho rozklad byl zjevné nad sily kvadratického sita.
Vlastni metoda eliptickych kfivek Hendrika Lenstry, kterou objevil zaédtkem roku
1985 a kterd je dobra zejména pro rozklad éisel, jeZ maji relativné maly prvocinitel
(feknéme jen kolem 30 cifer), zatim neumoziiovala devaté Fermatovo €islo rozlozit. Na
jafe roku 1990 se bratiim Lenstrim a Manassovi podafilo ziskat prvociselny rozklad
&sla 22° + 1. Tento senzaéni vykon oznamoval svétu, Ze Pollardovo sito ¢iselného télesa
uspélo.

Ale co obecna ¢isla? V 1été 1989 jsem mél pfednidSet na shroméazdéni Canadian
Number Theory Association ve Vancouveru. Méla to byt pfehledna pfednaska o roz-
kladani ¢isel. Uvédomil jsem si, Ze by bylo dobré se zde zminit o nové Pollardové
metodé. Po cesté na shromazdéni jsem v letadle proved! analyzu sloZitosti této metody,
pokud by méla pracovat pro obecné éisla. Pfedpokladal jsem, Ze nenastane neséislné
mnozstvi technickych potiZi a Ze metodu lze pouzit na obecnd ¢isla. Byl jsem ohromen.
Vypocetni sloZitost pro tento algoritmus, ktery vlastné zatim neexistoval, méla tvar
exp(c(logn)'/3(loglogn)?/?). Zasadni rozdil ve srovnani se sloZitosti kvadratického
sita byl ten, Ze nejdilezit&j§i veli¢ina v exponentu, mocnina logn, méla exponent
zmenSeny z 1/2 na 1/3. Pokud zmenSeni konstanty v exponentu mélo takovy hluboky
vliv pfi pfechodu z metody fetézovych zlomkd ke kvadratickému situ, pomysleme
si, jaky diasledek miiZze mit zmenSeni exponentu v exponentu. Proto si tato metoda
zasluhovala seriézni prozkoumani.

Nepfeji si vzbudit dojem, Ze jsem touto analyzou sloZitosti naSel jednoduchou
cestu, jak aplikovat sito ¢iselného télesa na obecné slozené éislo. Od toho jsem byl
daleko. Pouze jsem mél neurdité tudeni povzbudivych moZnosti do budoucna. O to,
Ze tyto moZnosti byly viibec realizovany, se zaslouZili pfedevsim Joe Buhler a Hen-
drik Lenstra i dal3i badatelé. O nékolik mésicii dfive Lenstra navic udélal analyzu

7y Toto &islo bylo navrzeno v ptivodni Pollardové zprave jakoZto cil, ktery stoji za ndmahu.
Bylo znamo, Ze je sloZené — ve skute&nosti byl zndm jeden jeho sedmiciferny prvocinitel —
ale zbyvajici &initel o 148 cifrich byl jeté& sloZeny a jeho initele nebyly zndmy.
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sloZitosti pro Pollardovu metodu pouZitou na specidlni éisla a rovnéz pfiSel k vyrazu
exp(c(logn)!/3(loglogn)?/3). Moje vlastni analyza byla zaloZena na n&kterych opti-
mistickych algebraickych pfedpokladech a na tvrzenich, ktera mohla platit pro obecna
Cisla diky jistym primérovacim argumentim.

Startovnim bodem Pollardovy metody pro rozklad n je zaéit s nerozlozitelnym mo-
nickym polynomem?®) f(z) definovanym nad celymi &isly a s celym &islem m takovym,
Ze f(m) = 0 mod n. Polynom by mél mit ,,pfiméfeny” stupeh d v tom smyslu, Ze pokud
méa n mezi 100 a 200 ciframi, pak by d mé&lo byt 5 nebo 6. Pro takové ¢islo, jako je devaté
Fermatovo &slo n = 22° + 1, je snadné objevit vhodny polynom. Poznamenejme, zZe
8n = 2515 + 8. Necht tedy f(z) = x5 + 8 a necht m = 2103,

Jaky uzitek miize dat takovy polynom? Necht a je komplexni kofen f(z) a uvazujme
okruh Z[a] sestavajici ze vech polynomidlnich vyrazi v a s celo¢iselnymi koeficienty.
Protoze f(a) =0 a f(m) =0 modn, substituci rezidua m modn misto kazdého o
dostaneme pfirozené zobrazeni ¢ ze Z[a] do Z/(nZ).?) Nase podminky kladené na f,
a a m zaruduji, Ze ¢ je dobie definovdno. A nejen to, ¢ je okruhovy homomorfismus.

Piedpoklddejme nyni, ze S je konetnd mnoZina dvojic (a,b) nesoud&lnych celych
¢isel se dvéma vlastnostmi. Prvni vlastnosti je, Ze souéin algebraickych celych cisel
a — ab pres viechny péry (a, b) z S je &tvercem v Z[a], feknéme v2. Druhou vlastnosti S
je to, ze soudin vsech &isel a — mb pres pary (a,b) z S je &tvercem v Z, feknéme v2.
ProtoZe v lze napsat jako polynomialni vyraz v a, mizeme kazdy vyskyt a zaménit
celym &islem m, ¢im% dosp&jeme k celému &islu u, pro néz ¢(y) = u mod n. Pak

=) =¢0?) =¢( [[ @-ab)= ] ¢la-ab=
(a,b)€S (a,b)€S
= H (@ — mb) = v* modn
(a,b)eS

a my uz vime, co udélat s u a v. Stejné jako Kraitchik pfed sedmdesati lety budeme
doufat, Ze dostaneme zajimavou kongruenci u Z v modn. A pokud tomu tak bu-
de, vezmeme nejvétsi spoleény délitel (u — v,n), abychom dostali netrividlni €initel
z rozkladu ¢isla n.

Odkud se vezme mnoZina S péari (a,b)? Protoze alespoii pro druhou vlastnost S
se predpoklada, ze souéin &isel a — mb je étvercem, je ziejmé, Ze bychom mohli
opét pouzit vektory exponenti a sito. Zde jsou dvé proménné a a b misto jediné
proménné v Q(z) u kvadratického sita. PohliZime na to jako na parametrizovany
systém linearnich polynomi. MiZeme pevné zvolit b a nechat a probihat cely interval,
pak uvaZovat dal3i hodnotu b a v8e opakovat.

Ale S musi mit je§t& druhou vlastnost: pro tytéz pary (a,b) je souin &isel tvaru
a — ab &tvercem v Z[a]. Pollarda v8ak napadlo, Ze kdybychom byli v té pfiznivé situaci,
kdy Z[a] je Gplny okruh v3ech algebraickych celych &isel v Q(a), navic je to okruh

8) Pozndmka pfekladateli: Polynom se nazyva monicky, kdyZ koeficient u jeho nejvyssi
mocniny je roven 1.

) Pozndmka piekladatelii: Symbol Z/(nZ) oznaluje okruh celych &isel modulo n, tj.
faktorovy okruh okruhu Z podle idedlu nZ celo&iselnych nasobki &isla n.
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s jednozna¢nymi rozklady a zndme bazi pro jednotky, pak bychom rovné&z mohli snadno
vytvéaret vektory exponentd pro algebraicka celd ¢isla a — ab a v podstaté opakovat
cely algoritmus. Abychom zafidili, Ze obé vlastnosti .S plati souc¢asné, stacilo by pouze
uvazovat delsi vektory exponenti, které maji soufadnice pro viechna mal4 prvodisla,
pro znaménko &isla a — ab, pro viechna ,malad* prvocisla v Z[a] a také pro kazdou
jednotku z jednotkové baze.

Ale jak to udélame pro obecné n? Jak ve skute¢nosti dosdhneme prvniho kroku,
ktery spociva v nalezeni polynomu f(z) a celého &isla m s vlastnosti f(m) = 0 mod n?
A pokud bychom je uméli nalézt, pro¢ bychom méli otekavat, Ze Z[a] ma vsechny
pékné vlastnosti pro to, aby Pollardiv postup fungoval?

Sito &iselného télesa se vyviji

Na3tésti existuje velmi jednoduchy prostfedek, jak zacit, neboli jak najit f(z) a m.
Trik spodivd v tom, Ze se f(z) hledd aZ nakonec. Nejprve se musime rozhodnout,
jaky stupehi d polynomu f zvolime. Pak oznalime m celou &ast &isla n!/4. Nyni
napiSeme n v soustavé o zakladu m tak, ze n = m? + c4_1m?! + ... + ¢o, kde ¢&isla
c; spliuji nerovnosti 0 £ ¢; < m. (Jestlize n > (2d)¢, pak pocate¢ni ,cifra“ ¢4 je 1.)
A u? pfed ndmi stoji polynom f(z) = 2% + c4—12%~! +... + co. Mame tedy monicky
polynom f(z). Je ale nerozloZitelny (tj. ireducibilni)?

Existuje mnoho strategii pro rozklad primitivnich polynomi definovanych v Z na
nerozlozitelné €initele. Zname napftiklad prosluly algoritmus s polynomiédlnim ¢asem
od Arjena Lenstry, Hendrika Lenstry a Léaszla Lovasze pro rozklad primitivnich po-
lynomt nad Z (vypodetni ¢as je ohranieny pevnou mocninou souctu stupné a poétu
cifer v koeficientech). Pfedpoklidejme tedy, Ze nemdme Stésti a Ze pfedchozi po-
stup vede na rozloZitelny (tj. reducibilni) polynom f(z), feknéme f(z) = g(z)h(z).
Pak n = f(m) = g(m)h(m) a podle vysledku Johna Brillharta, Michaela Filaseta
a Andrewa Odlyzka je tento rozklad n netrividlni. Ale na$ cil je nalézt netrividlni
rozklad n, takZe tahle situace viibec neni netastnd! Jelikoz téméf viechny polynomy
jsou nerozlozitelné, je vice nez pravdépodobné, Ze konstrukce ndm umoZni zacit se
sitem ¢iselného télesa a nebudeme muset okamzité rozkladat n.

Zbyval jesté jeden hlavni problém. A to, jak pfekonat ten fakt, Ze neni diivod oce-
kavat, Ze by okruh Z[a] viibec mél néjakou p&knou vlastnost. V roce 1990 vyfesili Joe
Bubhler, Hendrik Lenstra a ja zbyvajici obtiZe a publikovali jsme v [11] popis obecného
sita ciselného télesa, do n&jz jsme vtélili velmi prakticky ndpad Lena Adlemana [1],
ktery zjednodusil n&které nase konstrukce.!?)

Zde je kratké shrnuti toho, co jsme udélali. Norma N (a — ab) ¢isla a — ab (nad Q)
se snadno piedéla na b%f(a/b). To je homogenizovany tvar f. Rekneme, Ze a — ab je
Y-hladké, jestlize N (a — ab) je Y-hladké. Z toho, Ze norma je multiplikativni, vyplyva,

10y Ag&koli Adlemantiv ndpad nezménil naSe teoretické odhady sloZitosti pro vypocetni
¢as, jeho zjednoduSeni odstranila zbyvajici pfekazky tak, Ze metoda byla prakticky schopna
konkurovat kvadratickému situ. Je zajimavé, ze sam Adleman (jakoZ i vé&tSina ostatnich)
povaZzoval kolem roku 1990 obecné sito &iselného télesa za Cisté spekulativni metodu.
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ze pokud soudin riznych algebraickych celych Cisel a — ab je ¢tvercem algebraického
celého &isla, pak také odpovidajici sou¢in norem je ¢tvercem celého ¢isla. Poznamenej-
me téZ, Ze vime, jak nalézt mnozinu dvojic (a, b), pro néz soudiny ¢isel N(a — ab) davaji
¢tverec. To lze udélat pomoci sita pro nalezeni Y -hladkych hodnot normy N(a — ab),
a ty pak zkombinovat pomoci algebry vektori exponenti nad Fs.

Mame tedy jen souéin &isel N(a — ab) rovny &tverci, kdezto nutnd podminka pro to,
aby souéin €isel a — ab byl ¢tvercem, je velice vzdalend postacujici podmince. Hlavnim
diivodem je to, Ze norma zobrazuje rozmanité prvoidedly na tyz prvek v Z, a tak norma
miZe byt snadno ¢tvercem, aniZ by byl vzor (tj. argument) ¢tvercem. Napiiklad dva
prvolinitele 2 + i a 2 — i prvniho stupné v Z maji normu 5. Jejich souéin je 5, coz dava
normu 25 = 52, ale (2 +i)(2 — i) = 5 neobsahuje ¢tverec. (Poznamenejme, %e pokud
pracujeme v okruhu viech algebraickych celych &isel v Q(a), pak vSechny prvoidealni
¢initele a — ab jsou pro nesoudélné celd &isla a a b stupné jedna; jejich normy jsou
totiz prvodisla.) Pro kazdé prvotislo p necht R, je mnoZina feSeni kongruence f(z) =0
mod p. KdyZ narazime na dvojici (a, b) s p, které déli N(a — ab), pak n&ktery prvoideal
nad p déli a — ab. A miZeme Fici ktery, protoZe a/b bude kongruentni modulo p
s jednim prvkem mnoziny R, coZ bude slouZit k rozliSovani riznych prvoidedli nad p.
Tak miiZzeme zafidit, aby nade exponencialni vektory mély #R,, souFadnic'!) pro kazdé
prvodislo p, a tak se drZet cesty rozkladu a — ab na prvoideédly. Poznamenejme, Ze
#R, < d, coZ je stupen f(z).

Dostali jsme se tedy pfes zdsadni pfekaZku, ale stile je$té existuje mnoho potiZi.
Predpoklada se, Ze pracujeme v okruhu Z[a], coZ nemusi byt okruh viech algebraickych
celych &isel. Ve skute¢nosti tento okruh nemusi byt dedekindovsky okruh, takZe ani
nemusime mit rozklad na prvoideély. I kdybychom méli rozklad na prvoidedly, pfed-
chozi odstavec nas pouze ujistuje, Ze hlavni idedl generovany souéinem algebraickych
celych ¢isel a — ab je &tvercem né&jakého idedlu, ne vSak nutné étvercem hlavniho
idedlu. A i kdyby byl étvercem hlavniho idedlu, kviili jednotkdm to nemusi byt ¢tverec
algebraického celého éisla. (Napfiklad ide4l generovany &islem —9 je ¢tvercem idedlu
v Z, ale —9 neni étvercem.) I kdyby souéin &isel a — ab byl ¢tvercem algebraického
celého ¢isla, jak mizeme védét, Ze je to Etverec prvku ze Z[a]?

Posledni potiZ se d4 celkem snadno zvliddnout, uZijeme-li f'(c)? jako nésobitel,'?)
ale ostatni tézkosti se zdaji obtizné. Len Adleman [1] v3ak pfiSel s jednoduchou
a geniadlni myslenkou, jak jednim rdzem pfekonat vSechny t&zkosti. Jde o to, Ze
i kdyz jsme postaveni pfed nékteré nehezké prekizky, tvofi (modulo &tverce) Fo-
vektorovy prostor dosti malé dimenze. TakZe prvni nipad by mohl byt ignorovani
problému. Ale ta dimenze zas neni tak malid. Adleman navrhoval ndhodn& vybirat
urdité kvadratické charaktery a vyuzivat jejich hodnoty v &islech a — ab, aby se zvétsily
vektory exponentii. (Jisté kvadratické charaktery byly ndhodné, ale pevné& zvoleny na
pocéatku.) TakZe upravujeme soudin &sel a — ab tak, aby byl nejenom &tvercem az
na ,prostor prekizek“, ale aby s velkou pravdépodobnosti byl skute¢nym é&tvercem.

11y Pozndmka piekladateli: Symbol # oznaduje poet prvki mnoZiny.

12y Plati v&ta, Ze pro monicky nerozloZitelny polynom nad Z s komplexnim kofenem o
a pro v z okruhu algebraickych celych &isel z Q(a) je f'(a)y v Z[a]. Je-li tedy v* &tvercem
v okruhu algebraickych celych &isel z Q(a), pak f'(a)?y? je &tvercem v Z[a].

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 43 (1998), &. 1 23



Vezméme napiiklad pfedchozi problém s —9, coz neni étverec. Ani kdyZ nejsme schopni
néjak ,,vidét“ problém znaménka &isla, které se nam ale jisté jevi jako ¢tverec, protoze
vime, Ze pro kaZdé prvoéislo p je exponent u p v prvoéiselném rozkladu —9 sudy,
miZeme je$té problém odhalit. Zde uvidime jak: UvaZujme kvadraticky charakter
a jeho hodnotu v —9, napfiklad Lagrangeiv symbol (—9/p), ktery je roven 1, je-li —9
¢tvercem modulo p, a je roven —1, neni-li —9 &¢tvercem modulo p. Vyzkousejme to,
feknéme, pro p = 7. Je snadné vypocitat tento symbol a zjistit, Ze je roven —1. Tedy
—9 neni ¢tvercem modulo 7, a tak nemutzZe byt ¢tvercem v Z. I kdyz —9 je ¢tvercem
modulo néjaké prvoéislo p, nezaruéuje to, Ze je ¢tvercem v Z. Kdybychom naptiklad
zkouSeli 5 misto 7, pak by —9 stile vypadalo jako ¢tverec. Adlemanova myslenka
spociva ve vy€isleni hladkych hodnot ¢isel a — ab pro zvolené kvadratické charaktery
a v pouziti prostfedkd linearni algebry pro vytvofeni prvku se dvéma vlastnostmi:
jeho (nezvét3eny) vektor exponentd mé v¥echny slozky sudé a jeho hodnota je pro
kazdy charakter rovna 1. Toto algebraické celé &islo je s vysokou pravdépodobnosti
(v heuristickém smyslu) étvercem. Pokud to neni étverec, miZeme pokrafovat tak, Ze
pouzijeme linearni algebru nad F; pro vytvofeni dal$iho kandidata.

Kromé toho existuji je$té dalsi obtiZe. Jednou z nich je ,problém odmocniny“.
Jestlize mate prvoéiselny rozklad riznych celych éisel, jejichZ souéin je étverec, miiZzete
snadno nalézt odmocninu tohoto &tverce pomoci prvoéiselného rozkladu. Avsak v Z[a]
se to nezd4 tak samoziejmé. Nicméné existuji nastroje i pro feseni tohoto problému,
ktery vSak stale zlistava vypocetné zajimavym krokem algoritmu. Zvédavého &tenafe
odkazujeme na [15].

MozZna neni jasné, pro¢ je sito ¢&iselného télesa dobry algoritmus na rozkladéani
¢isel. Kliovou veli¢inou ve faktorizaéni metodé&, jakou je kvadratické sito nebo sito
¢iselného télesa, je to, co jsem dfive nazyval X. Je to odhad velikosti pomocnych éisel,
jejichz kombinaci hodlame dostat Gtverec. Znalost X ndm dava sloZitost — okolo
exp(v/2log X loglog X). V kvadratickém situ je X pfiblizné rovno nl/2*¢, Ale v situ
¢iselného té€lesa mhZeme vybrat polynom f(zx) a celé &islo m takovym zpisobem, Ze
souéin (a —mb)N(a — ab) (€initeld, které chceme najit hladké) je ohrani¢eny hod-
notou X tvaru exp(c'(logn)?/3(loglogn)!/3). Takto je potet cifer pomocnych &isel,
kterd prosivime pres vSechny hladké hodnoty, pfiblizné rovny poétu cifer &isla n
umocnénému na %, kdeZto u kvadratického sita maji pomocna €isla vice nez polovinu
poctu cifer &isla n. Proto je pfi srovnavani sito &selného télesa tak asymptoticky rychlé.

Uz dfive jsem se zminil, Ze heuristicky vzaty vypocetni Cas sita Ciselného télesa
pro rozklad &sla n ma tvar exp(c(logn)!/3(loglogn)?/3), ale neuvedl jsem, co je c.
Existuji vlastné tfi hodnoty c, které zavisi na tom, kterou verzi sita &iselného télesa
pouZijeme. ,Specidlni“ sito ¢iselného télesa, jez je blizsi Pollardové ptivodni metodé
a dobfe prizptsobené k rozkladu éisel jako 22° 4 1, ktera jsou blizko vysokych mocnin,
méc= (39—2)1/ % ~1,526. ,Obecné” sito &iselného télesa je metoda, kterou jsem nastinil
v tomto ¢lanku a kter4 je pouZitelna na jakékoliv liché slozené ¢islo, jeZ neni mocninou.
Taméc= (5595)1/3 ~ 1,923. Kone¢n& Don Coppersmith [5] navrhl verzi obecného sita
&iselného télesa, v niZ se pouzivd mnoho polynomi. Hodnota ¢ pro tuto metodu je
1(92 + 261/13)'/3 ~ 1,902. Asymptoticky stoji jako 3ampién mezi metodami rozkladu
pro nejhor$i piipady. Ptvodné se zdalo, ze Coppersmithiv napad je zcela neprak-
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ticky, ale v [8] se zvaZuje, zda mySlenka pouZit n&kolik polynomt miZe mit n&jakou
praktickou cenu.

Soudasna situace v rozkladani

V dubnu 1996 dokon¢il velky tym (viz [7]) rozklad dosud nepokofeného 130ciferného
&isla ze souboru RSA. Pouzil obecny postup prosivani pomoci &iselného télesa, a tak
byla hozena rukavice kvadratickému situ, které se za rozklad nejvétsiho ,obtizného“
éisla té3ilo véhlasu Sampiéna od roku 1983. Ackoli byl skuteény €as zhruba stejny
jako pfi rozkladu 129ciferného nesnadno rozloZitelného &isla pomoci kvadratického
sita o dva roky dfive, bylo odhadnuto, Ze novy rozklad si vyzadal jen okolo 15%
vypocetniho ¢asu. Tento rozpor vznikl tim, Ze v projektu bylo pouZito méné poéitacu
a nastala i n&jakd ,doba nedinnosti“, béhem niZ se psal program pro finlni stadium
algoritmu.

TABULKA. Prvnich dvacet Fermatovych é&isel

m znamy rozklad Fy, = 22" 41

0 3

1 5

2 17

3 257

4 65537

5 641 - Py

6 274177 - Py4

7 59649589127497217 - Pa,

8 1238926361552897 - Ps2

9 2424833 - 7455602825647884208337395736200454918783366342657 - Pog
10 45592577 - 6487031809 - 4659775785220018543264560743076778192897 - Pss2
11 319489 - 974849 - 167988556341760475137 - 3560841906445833920513 - Pse4
12 114689 - 26017793 - 63766529 - 190274191361 - 1256132134125569 - C1187
13 2710954639361 - 2663848877152141313 - 3603109844542291969 -

- 319546020820551643220672513 - C2301

14 Ca933
15 1214251009 - 2327042503868417 - Cosso
16 825753601 - C19720
17 31065037602817 - C39444
18 13631489 - Crsg06
19 70525124609 - 646730219521 - C157804

Symbol Pj v tabulce oznacduje prvoéislo o k dekadickych cifrach, zatimco Cy oznatu-
je slozené ¢&islo o k dekadickych cifrach, pro néZ nezndme #adny netrividlni rozklad.!3)

13y Pozndmka prekladateli: Konkrétni tvar &isel P, a Cj lze snadno dopoé&itat ze znalosti
F}, a ostatnich Einiteld.
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Historie rozkladu Fermatovych ¢isel je jakysi mikrokosmos historie faktorizace. S4m
Fermat védél, ze Fy aZ Fy jsou prvocisla, a domnival se, Ze i viechna ostatni ¢isla
v posloupnosti 22” + 1 jsou prvodiselna. Euler viak rozlozil Fs. Neni obtizné nalézt
tento rozklad, pokud pouZijeme zesilené Fermatovo tvrzeni,'?) podle néhoz kazdy
prvodinitel p &isla F,, je tvaru p =1 mod 2™*2, kde m je alespoii 2. Tedy vSechny
prvocinitele F5 jsou tvaru 1 mod 128 a prvni takové prvoéislo, které neni mensim
Fermatovym ¢islem, je 641. Tato myslenka byla pouZita k rozkladu Fg (Landry, 1880)
a k ziskani ,malych“ prvodiniteld vice nez 80 dalSich Fermatovych &isel, ktera nejsou
obsaZena v této tabulce.

Prvnim Gspéchem Brillhartovy—Morrisonovy faktoriza¢ni metody fetézovych zlom-
kil bylo Fermatovo &islo F;. Brent a Pollard pfizpfisobili'®) Pollardovu metodu p
k rozkladu Fg. Jak jsme jiz pfipomnéli v tomto ¢lanku, Fy bylo rozloZeno pomoci sita
éiselného télesa. Fermatova €isla Fyg a Fi; rozlozil Brent pomoci Lenstrovy metody
eliptickych kfivek.

Vime, Ze Cisla Fi4, Foo a Fy jsou slozend, ale zatim nezndme Zadné prvoéinitele
téchto éisel. To, Ze jsou sloZend, bylo objeveno pomoci Pepinova kritéria: F, je pr-
voéislo pravé tehdy, kdyz 3(F=~1)/2 = —1 mod F,,. Nejmen3i Fermatovo &slo, o ném#
nevime, zda je prvodislo ¢i sloZené &islo, je Fo4. Mnoho &iselnych teoretiki se domniva,
ze kazdé Fermatovo ¢islo za Fy je sloZené.

Fermatova cisla souviseji se starym Euklidovym problémem: pro kterd n je mozno
zkonstruovat pravidelny n-tthelnik pomoci pravitka a kruzitka? Gauss dokézal, Ze
pravidelny mnohothelnik je konstruovatelny pravé tehdy, kdyZz n 2 3 a nejvétsi lichy
¢initel obsaZeny v n je souéinem vzajemné riznych Fermatovych prvocisel. Tato véta,
kterou Gauss objevil ve svych 19 letech, jej provazela az do hrobu: na jeho pomniku
je vyryt pravidelny sedmnéctitihelnik.!6)

Kde tedy leZi hranice mezi efektivnim pouzitim kvadratického sita a sita ¢iselného
télesa? Odpovéd na tuto otdzku ponékud zavisi na tom, s kym mluvite. Jedna véc, se
kterou kazdy souhlasi, je, Ze pro mensi ¢isla — Feknéme o méné nez 100 cifrich — je
lepsi kvadratické sito a pro vétsi ¢isla — Feknéme o vice nez 130 cifrach — je lepsi
sito ¢iselného télesa. Jeden z divodii, pro¢ na takovou otdzku neni snadnd odpovéd, je
ten, Ze vysledek je vysoce zavisly na jemnostech programovéani a na druhu pouzitych
potita¢t. Napiiklad jak bylo ozndmeno v [7], vykon sita &iselného télesa je citlivy na
velikost paméti pocitace. Kvadratické sito je na to rovnéz citlivé, ale ne v tak zna¢né
mife.

Je toho mnoho, co v tomto kratkém pfehledu nebylo fefeno. DilleZitym opomenutim
je diskuse o algoritmu a sloZitosti ¢asti tykajici se prostfedki linearni algebry pro

14y Pozndmka piekladateli: Tento vysledek dokazal a? E. A. Lucas v roce 1878. Fermat
pravdépodobn& pouze v&dél, %e p = 1 mod 2™*!.

16y Pozndmka prekladateldi: Viz R. P. BRENT, J. M. POLLARD: Factorization of the eight
Fermat number. Math. Comp. 36 (1981), 627-630.

16)  Pozndmka prekladateli: G. Greaves, ktery recenzoval tento ¢ldnek pro Mathematical
Reviews 97f:11100, tomu té% vé&Fil, dokud nenavitivil Gaussiv pomnik v Gottingen (viz také
MR 93g:00006).

26 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 43 (1998), ¢. 1



kvadratické sito a sito ¢iselného télesa. Na poéatku jsme aplikovali Gaussovu eliminaci,
tak jak ji Brillhart a Morrison pouZili pro metodu fetézovych zlomkt. Ale rozmér
problému se zvét3oval. Pro rekordni rozklady nyni plati, Ze rozkladova béaze velikosti
zhruba milionu je standardem. Problém linedrni algebry charakterizovany maticemi
typu milion krat milion zfejmé neni mali¢kosti. O tom existuje zajimava nova préace,
jez obsahuje pfizpisobeni itera¢nich metod pro fidké matice nad redlnymi &isly na
fidké matice nad Fy (viz [14]).

Rizné variace zdkladni myslenky sita ¢iselného télesa ukazuji jakysi pfislib. Mizeme
zaménit linedrni vyraz a — mb pouzity v situ &iselného télesa za bk¥g(a/b), kde g(z)
je nad Z nerozlozitelny polynom stupné k takovy, Zze g(m) = 0 modn. To znamen4,
Ze pouzivame dva polynomy f(z) a g(z) se spolenym kofenem m modn (pivodni
scénaf ndm radil brat g(z) = z — m). Pfedmétem soudobého vyzkumu je pfijit s dob-
rymi strategiemi pro vybér polynomi. Jind varianta béZného sita éiselného télesa
spoliva v zdméné polynomu f(z) systémem polynomi podél piimek navrhovanych
Coppersmithem. Popis sita ¢iselného télesa zahrnujiciho obé tyto myslenky je uveden
v [8].

Diskrétni logaritmicky problém (pro danou cyklickou grupu s generatorem g a pr-
vek h grupy naleznéte celé &islo z tak, aby g° = h) budi také velky zajem v kryptografii.
Jak jiz bylo feceno, Pollardova originalni mySlenka prosivani pomoci éiselného télesa
se zrodila mimo diskrétni logaritmicky algoritmus. Prosli jsme cely kruh od doby,
kdy Dan Gordon, Oliver Schirokauer a Len Adleman piedlozili obmé&ny sita ¢iselného
télesa, které mizeme pouZit k vypoétu diskrétnich logaritmti v multiplikativni grupé
koneénych téles (viz neddvny prehled [22]).

Nic jsem nefekl o pfedmétu testovani prvoéisel. Je obecné mnohem jednodussi
rozpoznat, Ze Cislo je sloZené, nez je rozlozit. KdyZ se rozhodneme na néjaké ¢islo
pouzit komplikovanou a €asové naro¢nou faktoriza¢ni metodu, z jinych testl jiz vime,
Ze je to liché slozené ¢islo a neni mocninou.

Sotva skrovné jsem se zminil o faktoriza¢ni metodé eliptickych k¥ivek pochazejici od
Hendrika Lenstry. Tento algoritmus je mnohem lepsi neZ oba algoritmy kvadratického
sita i sita Ciselného t&lesa pro vSechna ¢isla az na malou mnoZinu sloZenych, tzv.
,ObtiZné rozloZitelnych“ &isel, pro néz si vyhrazujeme metody prosivéni.

Existuje téz rigordzni stranka rozkladani, kdy se védci pokouseji pominout heuristi-
ku a dokazuji véty o rozkladovych algoritmech. Dosud jsme byli mnohem spé&$né&;jsi pfi
dokazovéani vét o pravdépodobnostnich metodich neZ o metodach deterministickych.
Nezda se, Ze bychom byli blizko dikazu, Ze rizné praktické metody, jako kvadratické
sito a sito €iselného télesa, skuteéné pracuji tak, jak se tvrdi. Nastésti Cisla, kterd se
pokousime rozlozit, nejsou informovéina o tom, Ze nemame dtkaz!

Pro dalsi ¢teni doporuéuji nékteré z jiz zminénjych publikaci a téz [10, 13, 17, 18,
19, 20]. Navic pi8i s Richardem Crandallem knihu Primes: A computational perspecti-
ve, kterd by méla vyjit v roce 1997.

Doufam, Ze jsem vam aspoi ¢asteéné pfiblizil my$lenky a vzruseni provazejici vyvoj
kvadratického sita a sita éiselného télesa. Tento vyvoj mél §t&sti na souhru mezi
teoretickymi odhady sloZitosti a dobrou programaétorskou intuici. Jedno bez druhého
by nés nikdy nepfivedlo tam, kde jsme nyni.
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Opticka vlakna

Radomir Vacek, Praha

S rozvojem lidské spoleénosti doslo v poslednim stoleti k obrovskému rozvoji tech-
niky, ktery s sebou pfinasi potiebu pienosu a zpracovani stale vétsiho mnozstvi infor-
maci. Nosnou elektromagnetickou vinu slouzici jako pfenosovy prostiedek je zapotiebi
modulovat stile vy33i a vyS8i rychlosti. Rychlost této modulace uréuje vyznamnym
zpusobem kapacitu pfenosového systému. S poZadavky na vyssi kapacitu se postupné
preslo od vyuZivani dlouhych, stfednich, kratkych, velmi kratkych a ultrakratkych
elektromagnetickych vin do centimetrové, milimetrové a submilimetrové oblasti spek-
tra. Jako nosné elektromagnetické viny se b&hem né&kolika poslednich desetileti zacaly
vyuZivat i infradervené zafeni a svétlo.

Myslenka vyuzit svétlo (obecnéji optické zafeni) k pfenosu informace neni nikterak
nové. Jiz ve stfedovéku byl v klimaticky pfiznivych podminkich Stfedomofi pouzivan
tzv. slune¢ni telegraf konstruovany pomoci soustavy zrcadel a slouZici k pfedavani
kratkych zprav. V minulém stoleti si otec klasického telefonu Bell nechal patentovat

Ing. RADOMIR VACEK, CSc. (1953), katedra chemické fyziky a optiky, Matematicko-fyzi-
kélni fakulta Karlovy univerzity, Ke Karlovu 3, 12116 Praha 2.
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